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摘要：　 运用一类加权的差分公式和显式 Ｅｕｌｅｒ 法离散扩散项及一阶时间导数项，从而对二维 Ｆｉｓｈｅｒ⁃Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ⁃
Ｐｅｔｒｏｖｓｋｙ⁃Ｐｉｓｃｏｕｎｏｖ（Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ）方程构造一组两层、显式、单调的差分格式．经分析，证明了当网格步长和参数 α，
ｐ，θ 满足一定约束条件时，该格式能够保持原问题解的保正性、有界性和单调性等数学性质，并且获得了数值解在

无穷范数下的误差估计．数值实验验证了数值结果与理论结果相吻合．
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０　 引　 　 言

本文考虑如下非线性 Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ 方程的初边值问题：
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　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＝ α（∂
２ｕ

∂ｘ２
＋ ∂２ｕ

∂ｙ２） ＋ ｂｕ（１ － ｕｐ），　 　 （ｘ， ｙ） ∈ Ω， ０ ＜ ｔ ≤ Ｔ， （１ａ）

　 　 ｕ（ｘ， ｙ， ０） ＝ φ（ｘ， ｙ），　 　 （ｘ， ｙ） ∈ Ω
－
， （１ｂ）

　 　 ｕ（ａ１， ｙ， ｔ） ＝ α１（ｙ， ｔ）， ｕ（ｂ１， ｙ， ｔ） ＝ β１（ｙ， ｔ），　 　 ｙ ∈ ［ｃ１， ｄ１］， ｔ ∈ （０， Ｔ］， （１ｃ）
　 　 ｕ（ｘ， ｃ１， ｔ） ＝ α２（ｘ， ｔ）， ｕ（ｘ， ｄ１， ｔ） ＝ β２（ｘ， ｔ），　 　 ｘ ∈ ［ａ１， ｂ１］， ｔ ∈ （０， Ｔ］， （１ｄ）

其中 α 和 ｂ 均为非负常数， 且分别对应扩散项系数和反应项系数， Ω
－
＝ ［ａ１，ｂ１］ × ［ｃ１，ｄ１］，Ω 表示求解区域

的内部， Γ 是求解区域的边界， 即 Ω
－
＝ Ω ∪ Γ ．

１９３７ 年， Ｆｉｓｈｅｒ［１］提出了 Ｆｉｓｈｅｒ 方程．该方程是描述某一种群扩散的数学模型， 反映种群密度的变化．同
年， Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ 等［２］也独立地提出和研究该方程．因此， 该方程也称为 Ｆｉｓｈｅｒ⁃Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ⁃Ｐｅｔｒｏｖｓｋｙ⁃Ｐｉｓｃｏｕｎｏｖ
（Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ）方程．如今， Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ 方程的研究成果已经应用于各种科学和工程领域［１－１３］，如群体遗传学

的扩散现象、化学反应等．
人们在 Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ 方程的真解及其相关数学理论方面取得了很多成果．例如， Ｗａｎｇ 在文献［４］中给出

了一维 Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ 方程（见式（１ａ））在 α ＝ ｂ ＝ １ 时的解析解

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ １
２
ｔａｎｈ － ｐ

２ ２ｐ ＋ ４
ｘ － ｐ ＋ ４

２ｐ ＋ ４
ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｃé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ １

２{ }
２ ／ ｐ

． （２）

文献［５］研究了二维 Ｆｉｓｈｅｒ 方程的行波解．对更多的理论成果见专著［６］．
保结构数值方法能够保持连续问题精确解的一个或多个性质，不仅能够获得有物理意义的数值解，还适

用于长时间的数值模拟，因此一直是微分方程数值解法研究的热点课题［７⁃９］ ．众所周知，Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ 方程的解

满足最大值原理： 当初值和边值均大于或等于零小于或等于 １ 时，Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ 方程的解落在［０，１］内（见引

理 １）．近年来，对 Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ 方程设计保正或者保最大值原理的数值方法受到了广泛关注．例如，文献［１０］
给出了 Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ 方程保最大值的显式差分法和隐式差分法．在 ２０１２ 年，Ｍａｃíａｓ⁃Ｄíａｚ 和 Ｐｕｒｉ［１１］ 对 Ｆｉｓｈｅｒ⁃
ＫＰＰ 方程建立了显式保正有限差分法．２０１４ 年，Ｍａｃíａｓ⁃Ｄíａｚ 和 Ｒｅｊｎｉａｋ［１２］对 Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ 方程设计了一类两层

的非线性有限差分法．该方法在时间和空间方向上分别有一阶和二阶精度，且它的数值解具有保正性和满足

最大值原理．
在本文中，运用一类加权的差分公式和显式 Ｅｕｌｅｒ 法离散扩散项和线性项，对二维 Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ 方程

（１ａ）—（１ｄ）设计了一组保正、保界且显式的单调有限差分法．同时，证明了新格式的数值解满足离散的最大

值原理．运用离散最大值原理，给出了数值解的收敛性．最后，数值结果验证了新算法的数值解满足离散的最

大值原理和数值解的收敛性．
本文的结构如下：第 １ 节给出一些记号和引理，第 ２ 节研究差分格式的建立，第 ３ 节讨论差分格式的性

质，第 ４ 节是数值实验，第 ５ 节对本研究作出总结．

１　 一些记号和引理

取空间步长 ｈｘ ＝ （ｂ１ － ａ１） ／ Ｍ１，ｈｙ ＝ （ｄ１ － ｃ１） ／ Ｍ２ 和时间步长 τ ＝ Ｔ ／ Ｎ ．这里 Ｍ１，Ｍ２，Ｎ 为正整数．记 ｔｋ ＝
ｋτ，ｋ ＝ ０，１，…，Ｎ；ｘｉ ＝ ａ１ ＋ ｉｈｘ，ｉ ＝ ０，１，…，Ｍ１； ｙ ｊ ＝ ｃ１ ＋ ｊｈｙ， ｊ ＝ ０，１，…，Ｍ２，从而节点（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ） 构成了区域

Ω
－
的一个剖分．引入记号如下：

　 　 Ω
－

ｈτ ＝ （ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ） ｜ ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ１，０ ≤ ｊ ≤ Ｍ２，０ ≤ ｋ ≤ Ｎ，ｉ， ｊ，ｋ ∈ Ｎ{ } ，

　 　 Ω
－

ｈ ＝ （ ｉ， ｊ） ｜ ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ１，０ ≤ ｊ ≤ Ｍ２{ } ， Ωｈ ＝ （ ｉ， ｊ） ｜ １ ≤ ｉ ≤ Ｍ１ － １，１ ≤ ｊ ≤ Ｍ２ － １{ } ，

　 　 Ω
－

τ ＝ ｋ ｜ ０ ≤ ｋ ≤ Ｎ{ } ， Ωτ ＝ ｋ ｜ ０ ≤ ｋ ≤ Ｎ － １{ } ， Ωτ ＝ ｋ ｜ １ ≤ ｋ ≤ Ｎ{ } ，
　 　 Γ ＝ （０， ｊ），（Ｍｘ， ｊ） ｜ ０ ≤ ｊ ≤ Ｍｙ{ } ∪ （ ｉ，０），（ ｉ，Ｍｙ） ｜ ０ ≤ ｉ ≤ Ｍｘ{ } ．

定义网格函数空间 Ｖｈ ＝ Ｖ ｜ Ｖ ＝ Ｖｋ
ｉ， ｊ ｜ （ ｉ， ｊ） ∈ Ω

－

ｈ，ｋ ∈ Ω
－

τ{ }{ } ，设 Ｕ ∈ Ｖｈ， 引入如下记号：

　 　 δ ２
ｘＵｋ

ｉ， ｊ ＝
１
ｈ２
ｘ

（Ｕｋ
ｉ－１， ｊ － ２Ｕｋ

ｉ， ｊ ＋ Ｕｋ
ｉ＋１， ｊ）， δ ２

ｙＵｋ
ｉ， ｊ ＝

１
ｈ２
ｙ

（Ｕｋ
ｉ， ｊ －１ － ２Ｕｋ

ｉ， ｊ ＋ Ｕｋ
ｉ， ｊ ＋１）， δ ｔＵｋ＋１ ／ ２

ｉ， ｊ ＝ １
τ
（Ｕｋ＋１

ｉ， ｊ － Ｕｋ
ｉ， ｊ），
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　 　 　 　 ‖Ｕｋ‖∞ ＝ ｍａｘ
（ ｉ， ｊ） ＝ Ω

－
ｈ，ｋ∈Ω

－
τ

｜ Ｕｋ
ｉ， ｊ ｜ ，‖Ｕｋ‖ ＝ ｈｘｈｙ∑

Ｍ１－１

ｉ ＝ １
∑
Ｍ２－１

ｉ ＝ １
（Ｕｋ

ｉ， ｊ） ２ ．

引理 １［４⁃６］ 　 令 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） 是初边值问题（１ａ）—（１ｄ）的解．若初边值条件满足 ０ ≤ φ（ｘ，ｙ）；α１（ｙ，０），
α２（ｘ，ｔ），β １（ｙ，０），β ２（ｘ，ｔ） ≤ １， 则方程（１ａ）—（１ｄ）的解满足

　 　 ０ ≤ ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ≤ １，　 　 （ｘ，ｙ，ｔ）， ∈ Ω
－
× ［０，Ｔ］ ． （３）

引理 ２［１３］（Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式）　 若 Ｆｋ ｜ ｋ ＝ ０，１，２，…，{ } 为非负序列，且满足

　 　 Ｆｋ＋１ ≤ （１ ＋ ｃτ）Ｆｋ ＋ τｇ，　 　 ｋ ＝ ０，１，２，…，
其中 ｃ，ｇ ≥ ０ 是常数，则有 Ｆｋ ≤ ｅｃｋτ（Ｆ０ ＋ ｇ ／ ｃ），ｋ ＝ ０，１，２，… ．

２　 差分格式的建立

定义 ｕｋ
ｉ， ｊ，Ｕｋ

ｉ， ｊ 分别表示方程（１ａ）—（１ｄ）在结点 （ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ） 处的精确解和数值解．Ｃ ｌ（ ｌ ∈ Ｎ ＋） 表示一些

不依赖网格参数的常数，在不同情形下取不同值．
在结点 （ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ） 处考虑式（１ａ）有

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ） ＝ α
∂２ｕ
∂ｘ２（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ） ＋ ∂２ｕ

∂ｙ２（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｂｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ） － ｂ［ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ）］ ｐ＋１ ． （４）

对式（４）分别使用显式 Ｅｕｌｅｒ 法和二阶中心差商离散时间和空间导数，并应用 ［ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ）］ ｐ＋１ ≈ ［ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，
ｔｋ）］ ｐｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ＋１） 离散非线性项，应用 ｕｋ

ｉ， ｊ ≈ θｕｋ＋１
ｉ， ｊ ＋ （１ － θ） ｕｋ

ｉ， ｊ 并注意到初边值条件（１ｂ）—（１ｄ）可得

　 　 δ ｔｕｋ＋１ ／ ２
ｉ， ｊ ＝

　 　 　 　 α
ｕｋ
ｉ＋１， ｊ － ２［θ ｕｋ＋１

ｉ， ｊ ＋ （１ － θ） ｕｋ
ｉ， ｊ］ ＋ ｕｋ

ｉ－１， ｊ

ｈ２
ｘ

＋
ｕｋ
ｉ， ｊ ＋１ － ２［θ ｕｋ＋１

ｉ， ｊ ＋ （１ － θ） ｕｋ
ｉ， ｊ］ ＋ ｕｋ

ｉ， ｊ －１

ｈ２
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ｂｕｋ
ｉ， ｊ － ｂｕｋ＋１

ｉ， ｊ （ｕｋ
ｉ， ｊ） ｐ ＋ Ｒｋ

ｉ， ｊ，　 　 （ ｉ， ｊ） ∈ Ωｈ， ｋ ∈ Ωτ， （５ａ）

　 　 ｕ０
ｉ， ｊ ＝ φ（ｘｉ，ｙ ｊ），　 　 （ ｉ， ｊ） ∈ Ω

－

ｈ， （５ｂ）
　 　 ｕｋ

０， ｊ ＝ α１（ｙ ｊ，ｔｋ）， ｕｋ
Ｍ１， ｊ ＝ β １（ｙ ｊ，ｔｋ），　 　 ０ ≤ ｊ ≤ Ｍ２， ｋ ∈ Ωτ， （５ｃ）

　 　 ｕｋ
ｉ，０ ＝ α２（ｘｉ，ｔｋ）， ｕｋ

ｉ，Ｍ２
＝ β ２（ｘｉ，ｔｋ），　 　 ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ１， ｋ ∈ Ωτ， （５ｄ）

其中 θ ∈ Ｒ 是一个参数，

　 　 Ｒｋ
ｉ， ｊ ＝

τ
２

∂２ｕ
∂ｔ２

（ｘｉ，ｙ ｊ，η ｋ） ＋
αｈ２

ｘ

１２
∂４ｕ
∂ｘ４（ξ ｉ，ｙ ｊ，ｔｋ） ＋

αｈ２
ｙ

１２
∂４ｕ
∂ｙ４（ｘｉ，ζ ｊ，ｔｋ） －

　 　 　 　 ｂτ（ｕｋ
ｉ， ｊ） ｐ∂ｕ

∂ｔ
（ｘｉ，ｙ ｊ，η′ｋ） ＋ ２ατθ

ｈ２
ｘ

∂ｕ
∂ｔ

（ｘｉ，ｙ ｊ，η″ｋ） ＋ ２ατθ
ｈ２
ｙ

∂ｕ
∂ｔ

（ｘｉ，ｙ ｊ，η‴ｋ） （６）

且 η ｋ，η′ｋ，η″ｋ，η‴ｋ∈ （ ｔｋ，ｔｋ＋１），ξ ｉ ∈ （ｘｉ －１，ｘｉ ＋１），ζ ｋ ∈ （ｙ ｊ －１，ｙ ｊ ＋１） ．

若初边值问题（１ａ）—（１ｄ）的解 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ∈ Ｃ４，２（Ω
－
× ［０，Ｔ］）， 则存在常数 Ｃ１， 有

　 　 ｜ Ｒｋ
ｉ， ｊ ｜ ≤

Ｃ１ τ ＋ ｈ２
ｘ ＋ ｈ２

ｙ ＋ τ
ｈ２
ｘ

＋ τ
ｈ２
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 θ ≠ ０，

Ｃ１（τ ＋ ｈ２
ｘ ＋ ｈ２

ｙ）， θ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

（７）

成立．略去方程（５ａ）中的小量项 Ｒｋ
ｉ， ｊ， 用数值解 Ｕｋ

ｉ， ｊ 代替精确解 ｕｋ
ｉ， ｊ， 则可得到下列差分格式：

　 　 δ ｔＵｋ＋１ ／ ２
ｉ， ｊ ＝

　 　 　 　 α
Ｕｋ

ｉ＋１， ｊ － ２［θ Ｕｋ＋１
ｉ， ｊ ＋ （１ － θ）Ｕｋ

ｉ， ｊ］ ＋ Ｕｋ
ｉ－１， ｊ

ｈ２
ｘ

＋
Ｕｋ

ｉ， ｊ ＋１ － ２［θ Ｕｋ＋１
ｉ， ｊ ＋ （１ － θ） Ｕｋ

ｉ， ｊ］ ＋ Ｕｋ
ｉ， ｊ －１

ｈ２
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ｂＵｋ
ｉ， ｊ － ｂＵｋ＋１

ｉ， ｊ （Ｕｋ
ｉ， ｊ） ｐ，　 　 （ ｉ， ｊ） ∈ Ωｈ， ｋ ∈ Ωτ， （８ａ）

　 　 Ｕ０
ｉ， ｊ ＝ φ（ｘｉ，ｙ ｊ），　 　 （ ｉ， ｊ） ∈ Ω

－

ｈ， （８ｂ）
　 　 Ｕｋ

０， ｊ ＝ α１（ｙ ｊ，ｔｋ）， Ｕｋ
Ｍ１， ｊ

＝ β １（ｙ ｊ，ｔｋ），　 　 ０ ≤ ｊ ≤ Ｍ２， ｋ ∈ Ωτ， （８ｃ）
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　 　 Ｕｋ
ｉ，０ ＝ α２（ｘｉ，ｔｋ）， Ｕｋ

ｉ，Ｍ２
＝ β ２（ｘｉ，ｔｋ），　 　 ０ ≤ ｉ ≤ Ｍ１， ｋ ∈ Ωτ ． （８ｄ）

３　 差分格式解的性质证明

３．１　 差分格式解的存在性

记步长比 ｒｘ ＝ ατ ／ ｈ２
ｘ，ｒｙ ＝ ατ ／ ｈ２

ｙ， 则差分格式（８ａ）可等价地写为

　 　 Ｕｋ＋１
ｉ， ｊ ＝

１ ＋ ｂτ － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ）
１ ＋ ｂτ（Ｕｋ

ｉ， ｊ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）
Ｕｋ

ｉ， ｊ ＋
ｒｘ（Ｕｋ

ｉ＋１， ｊ ＋ Ｕｋ
ｉ－１， ｊ）

１ ＋ ｂτ（Ｕｋ
ｉ， ｊ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）

＋

　 　 　 　
ｒｙ（Ｕｋ

ｉ， ｊ ＋１ ＋ Ｕｋ
ｉ， ｊ －１）

１ ＋ ｂτ（Ｕｋ
ｉ， ｊ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）

，　 　 （ ｉ， ｊ） ∈ Ωｈ， ｋ ∈ Ωτ ． （９）

从式（９）可知第 ｋ ＋ １ 层的解可由第 ｋ 层的解显式表达出来．即，若已知第 ｋ 层的解 Ｕｋ
ｉ， ｊ ｜ （ ｉ， ｊ） ∈ Ω

－

ｈ{ } ， 则

由式（９）可得到第 ｋ ＋ １ 层的唯一解 Ｕｋ＋１
ｉ， ｊ ｜ （ ｉ， ｊ） ∈ Ω

－

ｈ{ } ．
３．２　 差分格式解的非负性

定理 １ 表明差分格式（８ａ）—（８ｄ）有非负解．
定理 １　 在引理 １ 的条件下，若 θ ≥ ０，１ ＋ ｂτ － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ） ≥ ０， 则有

　 　 ０ ≤ Ｕｋ
ｉ， ｊ，　 　 （ ｉ， ｊ） ∈ Ω

－

ｈ， ｋ ∈ Ω
－

τ ． （１０）
证明　 在式（９）中令 ｋ ＝ ０ 得

　 　 Ｕ１
ｉ， ｊ ＝

１ ＋ ｂτ － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ）
１ ＋ ｂτ（Ｕ０

ｉ， ｊ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）
Ｕ０

ｉ， ｊ ＋
ｒｘ（Ｕ０

ｉ ＋１， ｊ ＋ Ｕ０
ｉ －１， ｊ）

１ ＋ ｂτ（Ｕ０
ｉ， ｊ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）

＋

　 　 　 　
ｒｙ（Ｕ０

ｉ， ｊ ＋１ ＋ Ｕ０
ｉ， ｊ －１）

１ ＋ ｂτ（Ｕ０
ｉ， ｊ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）

． （１１）

由引理 １， θ ≥ ０，１ ＋ ｂτ － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ） ≥ ０ 可知 Ｕ１
ｉ， ｊ ≥ ０（（ ｉ， ｊ） ∈ Ω

－

ｈ） 成立．
不妨假设式（１０）对 ｋ ＝ １，２，…，Ｋ － １ 成立，下面证明式（１０）对 ｋ ＝ Ｋ 时也成立．
类似地，在式（９）中令 ｋ ＝ Ｋ － １ 可得

　 　 ＵＫ
ｉ， ｊ ＝

１ ＋ ｂτ － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ）
１ ＋ ｂτ（ＵＫ－１

ｉ， ｊ ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）
ＵＫ－１

ｉ， ｊ ＋
ｒｘ（ＵＫ－１

ｉ ＋１， ｊ ＋ ＵＫ－１
ｉ －１， ｊ）

１ ＋ ｂτ（ＵＫ－１
ｉ， ｊ ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）

＋

　 　 　 　
ｒｙ（ＵＫ－１

ｉ， ｊ ＋１ ＋ ＵＫ－１
ｉ， ｊ －１）

１ ＋ ｂτ（ＵＫ－１
ｉ， ｊ ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）

． （１２）

由引理 １ 的条件， θ ≥ ０ 和 １ ＋ ｂτ － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ） ≥ ０ 可知 ＵＫ
ｉ， ｊ ≥ ０（（ ｉ， ｊ） ∈ Ω

－

ｈ） 成立．
因此，由数学归纳法可证式（１０）成立． □

３．３　 差分格式解的单调性和有界性

定理 ２ 表明差分格式（８ａ）—（８ｄ）的解具有单调性和有界性．

定理 ２　 设 Ｕｋ
ｉ， ｊ ｜ （ ｉ， ｊ） ∈ Ω

－

ｈ，ｋ ∈ Ω
－

τ{ } 是差分格式（８ａ）—（８ｄ）的数值解，假设初边值条件满足引理

１ 的条件，则有如下结论成立：
① 当 ｐ ＝ １ 时，在 θ ≥ ０，２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ） ≤ １ 的条件下，差分格式（８ａ）—（８ｄ）是一个单调格式，且解

Ｕｋ
ｉ， ｊ 满足 ０ ≤ Ｕｋ

ｉ， ｊ ≤ １，（ ｉ， ｊ） ∈ Ω
－

ｈ，ｋ ∈ Ω
－

τ ．
② 当 ｐ ≥２ 时，在 θ ≥０，２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ） ＋ （ｐ － １）ｂτ ≤１ 的条件下，差分格式（８ａ）—（８ｄ）是一个单

调格式，且解 Ｕｋ
ｉ， ｊ 满足 ０ ≤ Ｕｋ

ｉ， ｊ ≤ １，（ ｉ， ｊ） ∈ Ω
－

ｈ，ｋ ∈ Ω
－

τ ．

证明　 运用数学归纳法证明该定理． 由引理 １ 可知 ０ ≤ Ｕ０
ｉ， ｊ ≤１（ ｉ， ｊ） ∈ Ω

－

ｈ ． 即式（１）和（２）对 ｋ ＝ ０ 成

立．假设式（１）和（２）对 ｋ ＝ ０，１，…，Ｋ － １ 成立．下面证明它们对 ｋ ＝ Ｋ 仍成立．
在式（８ａ）中令 ｋ ＝ Ｋ － １， 则式（８ａ）可简写成 ＵＫ

ｉ， ｊ ＝ ｆ（ＵＫ－１
ｉ， ｊ ，ＵＫ－１

ｉ －１， ｊ，ＵＫ－１
ｉ ＋１， ｊ，ＵＫ－１

ｉ， ｊ －１，ＵＫ－１
ｉ， ｊ ＋１） 的形式．然后对函
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数 ｆ 的每一项求偏导，应用定理 １ 可得

　 　 ∂ｆ
∂（ＵＫ－１

ｉ －１， ｊ）
＝

ｒｘ
１ ＋ ｂτ（ＵＫ－１

ｉ， ｊ ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）
≥ ０， （１３ａ）

　 　 ∂ｆ
∂（ＵＫ－１

ｉ ＋１， ｊ）
＝

ｒｘ
１ ＋ ｂτ（ＵＫ－１

ｉ， ｊ ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）
≥ ０， （１３ｂ）

　 　 ∂ｆ
∂（ＵＫ－１

ｉ， ｊ －１）
＝

ｒｙ
１ ＋ ｂτ（ＵＫ－１

ｉ， ｊ ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）
≥ ０， （１３ｃ）

　 　 ∂ｆ
∂（ＵＫ－１

ｉ， ｊ ＋１）
＝

ｒｙ
１ ＋ ｂτ（ＵＫ－１

ｉ， ｊ ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）
≥ ０， （１３ｄ）

　 　 ∂ｆ
∂（ＵＫ－１

ｉ， ｊ ）
＝
－ ｂτｐ ｒｘ（ＵＫ－１

ｉ， ｊ ） ｐ－１（Ｕｉ ＋１， ｊ
Ｋ－１ ＋ Ｕｉ －１， ｊ

Ｋ－１）
［１ ＋ ｂτ（ＵＫ－１

ｉ， ｊ ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）］ ２
＋

－ ｂτｐ ｒｙ（Ｕｋ
ｉ， ｊ） ｐ－１（ｕｉ， ｊ ＋１

Ｋ－１ ＋ Ｕｋ
ｉ， ｊ －１）

［１ ＋ ｂτ（ＵＫ－１
ｉ， ｊ ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）］ ２

＋

　 　 　 　
［１ ＋ ｂτ － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ）］［１ ＋ ｂτ（１ － ｐ）（ＵＫ－１

ｉ， ｊ ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）］
［１ ＋ ｂτ（ＵＫ－１

ｉ， ｊ ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）］ ２ ． （１３ｅ）

当 ｐ ＝ １ 时，结合引理 １，式（１３ｅ）可化简为

　 　 ∂ｆ
∂（ＵＫ－１

ｉ， ｊ ）
≥

［１ ＋ ｂτ － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ）］ ［１ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）］ － ２ｂτ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）
［１ ＋ ｂτＵＫ－１

ｉ， ｊ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）］ ２
＝

　 　 　 　
［１ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ） ＋ ｂτ］［１ － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ）］

［１ ＋ ｂτＵＫ－１
ｉ， ｊ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）］ ２ ． （１４）

此时，若 θ ≥ ０，２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ） ≤ １ 成立，则有 ∂ｆ ／ ∂（ＵＫ－１
ｉ， ｊ ） ≥ ０．

若 ｐ ≥ ２ 时，结合引理 １，式（１３ｅ）可化简为

　 　 ∂ｆ
∂ＵＫ－１

ｉ， ｊ

≥
［１ ＋ ｂτ － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ）］ ［１ ＋ ｂτ（１ － ｐ） ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）］ － ２ｂτｐ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）

［１ ＋ ｂτ（ＵＫ－１
ｉ， ｊ ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）］ ２

＝

　 　 　 　
［１ ＋ ｂτ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）］［１ － ｂτ（ｐ － １） － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ）］

［１ ＋ ｂτ（ＵＫ－１
ｉ， ｊ ） ｐ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）］ ２ ． （１５）

总之，由式（１３ａ）—（１３ｄ）、（１４）、（１５）和归纳假设可知，在满足定理中的条件且 ｐ ∈ Ｚ ＋ 时， ｆ（ＵＫ－１
ｉ， ｊ ，

ＵＫ－１
ｉ －１， ｊ，ＵＫ－１

ｉ ＋１， ｊ，ＵＫ－１
ｉ， ｊ －１，ＵＫ－１

ｉ， ｊ ＋１） 是单调递增的函数．因此，由归纳假设和函数 ｆ 的单调性可得

　 　 ０ ＝ ｆ（０，０，０，０，０） ≤ ＵＫ
ｉ， ｊ ＝

　 　 　 　 ｆ（ＵＫ－１
ｉ， ｊ ，ＵＫ－１

ｉ －１， ｊ，ＵＫ－１
ｉ ＋１， ｊ，ＵＫ－１

ｉ， ｊ －１，ＵＫ－１
ｉ， ｊ ＋１） ≤ ｆ（１，１，１，１，１） ＝ １，　 　 ｉ， ｊ ∈ Ωｈ ．

又因为 ０ ≤ ＵＫ
ｉ， ｊ ≤ １， ｉ， ｊ ∈ Γ ， 所以 ０ ≤ ＵＫ

ｉ， ｊ ≤ １， ｉ， ｊ ∈ Ω
－

ｈ 成立．
因此，由数学归纳法可知该定理成立． □

３．４　 差分格式解的收敛性

定理 ３　 令 ｕｋ
ｉ， ｊ 表示方程（１ａ）—（１ｄ）的精确解和 Ｕｋ

ｉ， ｊ 表示差分格式（８ａ）—（８ｄ）的数值解．令 ｅｋｉ， ｊ ＝ ｕｋ
ｉ， ｊ －

Ｕｋ
ｉ， ｊ，（（ ｉ， ｊ） ∈ Ω

－

ｈ，ｋ ∈ Ω
－

τ）， 在满足引理 １ 和式（７）的条件下，若 θ ≥ ０，１ ＋ ｂτ － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ） ≥ ０ 成

立，则差分格式（８ａ）—（８ｄ）有如下误差估计：

　 　 ‖ｅｋ‖∞ ≤

Ｃ１

（１ ＋ ｐ）ｂ
τ ＋ ｈ２

ｘ ＋ ｈ２
ｙ ＋ τ

ｈ２
ｘ

＋ τ
ｈ２
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｘｐ （１ ＋ ｐ）ｂＴ

１ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）
，　 　 θ ≠ ０，

Ｃ１

（１ ＋ ｐ）ｂ
（τ ＋ ｈ２

ｘ ＋ ｈ２
ｙ）ｅｘｐ（（１ ＋ ｐ）ｂＴ），　 　 θ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１６）

证明　 将方程（５ａ）—（５ｄ）减去差分格式（８ａ）—（８ｄ），运用 ａｍ － ｂｍ ＝ （ａ － ｂ）∑ｍ－１

ｌ ＝ ０
ａｌｂｍ－ｌ－１， 得到如下

误差方程：

　 　
ｅｋ＋１ｉ， ｊ － ｅｋｉ， ｊ

τ
＝
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　 　 　 　 α
ｅｋｉ＋１， ｊ － ２［θ ｅｋ＋１ｉ， ｊ ＋ （１ － θ）ｅｋｉ， ｊ］ ＋ ｅｋｉ－１， ｊ

ｈ２
ｘ

＋
ｅｋｉ， ｊ ＋１ － ２［θ ｅｋ＋１ｉ， ｊ ＋ （１ － θ）ｅｋｉ， ｊ］ ＋ ｅｋｉ， ｊ －１

ｈ２
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ｂｅｋｉ， ｊ － ｂｅｋ＋１ｉ， ｊ （ｕｋ
ｉ， ｊ） ｐ － ｂＵｋ＋１

ｉ， ｊ ｅｋｉ， ｊ∑
ｐ－１

ｍ ＝ ０
［（ｕｋ

ｉ， ｊ）ｍ（Ｕｋ
ｉ， ｊ） ｐ－１－ｍ］ ＋ Ｒｋ

ｉ， ｊ ． （１７）

对式（１７）两边乘以 τ， 经整理可得

　 　 ［１ ＋ ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）θ ＋ ｂτ（ｕｋ
ｉ， ｊ） ｐ］ｅｋ＋１

ｉ， ｊ ＝
　 　 　 　 ｒｘ（ｅｋｉ＋１， ｊ ＋ ｅｋｉ－１， ｊ） ＋ ｒｙ（ｅｋｉ， ｊ ＋１ ＋ ｅｋｉ， ｊ －１） ＋ ［１ － ２（１ － θ）（ ｒｘ ＋ ｒｙ） ＋ ｂτ］ｅｋｉ， ｊ －

　 　 　 　 ｂτＵｋ＋１
ｉ， ｊ ｅｋｉ， ｊ∑

ｐ－１

ｍ ＝ ０
［（ｕｋ

ｉ， ｊ）ｍ（Ｕｋ
ｉ， ｊ） ｐ－１－ｍ］ ＋ τＲｋ

ｉ， ｊ ． （１８）

对式（１８）两边取绝对值，运用三角不等式， ０≤ ｕｋ
ｉ， ｊ，Ｕｋ

ｉ， ｊ ≤１（∀ｉ，ｊ，ｋ） 引理 １ 的条件和 １ ＋ ｂτ － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１
－ θ） ≥ ０， 有

　 　 ｜ ｅｋ＋１ｉ， ｊ ｜ ［１ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）］ ≤
　 　 　 　 ｜ ｅｋ＋１ｉ， ｊ ｜ ［１ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ） ＋ ｂτ（ｕｋ

ｉ， ｊ） ｐ］ ≤
　 　 　 　 ｒｘ（ ｜ ｅｋｉ－１， ｊ ｜ ＋ ｜ ｅｋｉ＋１， ｊ ｜ ） ＋ ｒｙ（ ｜ ｅｋｉ， ｊ －１ ｜ ＋ ｜ ｅｋｉ， ｊ ＋１ ｜ ） ＋
　 　 　 　 ［１ － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ） ＋ ｂτ］ ｜ ｅｋｉ， ｊ ｜ －

　 　 　 　 ｂτＵｋ＋１
ｉ， ｊ ｜ ｅｋｉ， ｊ ｜ ［∑

ｐ－１

ｍ ＝ ０
（ｕｋ

ｉ， ｊ）ｍ（Ｕｋ
ｉ， ｊ） ｐ－ｍ－１］ ＋ τ ｜ Ｒｋ

ｉ， ｊ ｜ ≤

　 　 　 　 ｒｘ（ ｜ ｅｋｉ－１， ｊ ｜ ＋ ｜ ｅｋｉ＋１， ｊ ｜ ） ＋ ｒｙ（ ｜ ｅｋｉ， ｊ －１ ｜ ＋ ｜ ｅｋｉ， ｊ ＋１ ｜ ） ＋
　 　 　 　 ［１ － ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ） ＋ ｂτ］ ｜ ｅｋｉ， ｊ ｜ ＋ ｂｐτ ｜ ｅｋｉ， ｊ ｜ ＋ τ ｜ Ｒｋ

ｉ， ｊ ｜ ． （１９）
进一步得到

　 　 ［１ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）］‖ｅｋ＋１‖∞ ≤ ［１ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ） ＋ ｂτ（１ ＋ ｐ）］‖ｅｋ‖∞ ＋ τ‖Ｒｋ‖∞ ． （２０）
在式（２０）的两边同除以 （１ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）） 可得

　 　 ‖ｅｋ＋１‖∞ ≤ １ ＋ （１ ＋ ｐ） ｂτ
１ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ｅｋ‖∞ ＋ τ

１ ＋ ２θ（ ｒｘ ＋ ｒｙ）
‖Ｒｋ‖∞ ．

对上述不等式运用引理 ２ 和式（７）可证式（１６）成立． □

４　 数 值 实 验

在本节中，运用差分法（８ａ）—（８ｄ）求解算例 １．在计算时，采用拟一致的空间网格，即 ｈｘ ＝ ｈｙ ＝ ｈ ．ＴＣＰＵ 表

示计算所耗时间．
算例 １　 运用差分法（８ａ）—（８ｄ）求解如下二维 Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ 方程初边值问题：

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＝ α
∂２ｕ
∂ｘ２

＋ ∂２ｕ
∂ｙ２ ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｂｕ（１ － ｕｐ），　 　 ｘ，ｙ ∈ Ω， ０ ＜ ｔ ≤ Ｔ， （２１ａ）

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，０） ＝ １
２
ｔａｎｈ － ｐ

２ ２ｐ ＋ ４
（ｘｓｉｎ φ ＋ ｙｃｏｓ φ） ＋ Ｃé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ １

２{ }
２ ／ ｐ

，　 　 ｘ，ｙ ∈ Ω
－
， （２１ｂ）

　 　
ｕ（ａ１，ｙ，ｔ） ＝ １

２
ｔａｎｈ － ｐ

２ ２ｐ ＋ ４
（ａ１ｓｉｎ φ ＋ ｙｃｏｓ φ） ＋ ｐ（ｐ ＋ ４）

４（ｐ ＋ ２）
ｔ ＋ Ｃé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ １

２{ }
２ ／ ｐ

，

ｕ（ｂ１，ｙ，ｔ） ＝ １
２
ｔａｎｈ － ｐ

２ ２ｐ ＋ ４
（ｂ１ｓｉｎ φ ＋ ｙｃｏｓ φ） ＋ ｐ（ｐ ＋ ４）

４（ｐ ＋ ２）
ｔ ＋ Ｃé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ １

２{ }
２ ／ ｐ

，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２１ｃ）

　 　
ｕ（ｘ，ｃ１，ｔ） ＝ １

２
ｔａｎｈ － ｐ

２ ２ｐ ＋ ４
（ｘｓｉｎ φ ＋ ｃ１ｃｏｓ φ） ＋ ｐ（ｐ ＋ ４）

４（ｐ ＋ ２）
ｔ ＋ Ｃé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ １

２{ }
２ ／ ｐ

，

ｕ（ｘ，ｄ１，ｔ） ＝ １
２
ｔａｎｈ － ｐ

２ ２ｐ ＋ ４
（ｘｓｉｎ φ ＋ ｄ１ｃｏｓ φ） ＋ ｐ（ｐ ＋ ４）

４（ｐ ＋ ２）
ｔ ＋ Ｃé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ １

２{ }
２ ／ ｐ

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２１ｄ）

当 α ＝ ｂ ＝ １ 时，该方程的精确解为
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　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ １
２

ｔａｎｈ － ｐ
２ ２ｐ ＋ ４

（ｘｓｉｎ φ ＋ ｙｃｏｓ φ） ＋ ｐ（ｐ ＋ ４）
４（ｐ ＋ ２）

ｔ ＋ Ｃé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ １

２{ }
２ ／ ｐ

，

其中 ｐ ≥ １，φ 和 Ｃ 为任意常数．记差分格式（８ａ）—（８ｄ）的最大范数误差为

　 　 Ｅ∞（ｈｘ，ｈｙ，τ） ＝ ｍａｘ
（ ｉ， ｊ）∈Ω

－
ｈ，ｋ∈Ω

－
ｈ

｜ ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ） － Ｕｋ
ｉ， ｊ ｜ ，

　 　 Ｏｏｒｄｅｒ ＝ ｌｏｇ２［Ｅ∞（２ ｈｘ，２ ｈｙ，４τ） ／ Ｅ∞（ｈｘ，ｈｙ，τ）］ ．

令 Ω ＝ ［ － １，１］ × ［ － １，１］，［０，Ｔ］ ＝ ［０，１］， 参数 α ＝ ｂ ＝ １，φ ＝ ５π ／ ２，Ｃ ＝－ ｌｎ ５ ．此时，表 １ 给出了由

差分法（８ａ）—（８ｄ）获得的数值结果．从表 １ 可知，当 θ ＝ ０，τ ＝ ｈ２ ／ ８ 时，差分法（８ａ）—（８ｄ）在最大范数意义

下有 Ｏ（ｈ２） 的收敛阶； 当 θ ≠０，τ ＝ ｈ４ ／ ４ 时，差分法（８ａ）—（８ｄ）在最大范数意义下也有 Ｏ（ｈ２） 的收敛阶．这
些结果验证了定理 ３ 的正确性．

表 １　 当 ｐ ＝ ８，１６，３２ 时差分格式（８ａ）—（８ｄ）的数值结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅｓ （８ａ）—（８ｄ） ｗｉｔｈ ｐ ＝ ８，１６，３２

　 ｈｘ ＝ ｈｙ τ
ｐ ＝ ８

Ｅ∞（ｈｘ，ｈｙ，τ） Ｏｏｒｄｅｒ

ｐ ＝ １６
Ｅ∞（ｈｘ，ｈｙ，τ） Ｏｏｒｄｅｒ

ｐ ＝ ３２
Ｅ∞（ｈｘ，ｈｙ，τ） Ｏｏｒｄｅｒ ＴＣＰＵ ／ ｓ

θ ＝ ０，

τ ＝ ｈ２
ｘ ／ ８

１ ／ ２ １ ／ ３２ ２．２５１ ３Ｅ－３ － ３．８６６ ５Ｅ－３ － ５．１４８ ３Ｅ－３ － ０．０１４ ４

１ ／ ４ １ ／ １２８ ５．７９４ ７Ｅ－４ １．９５８ ０ ９．１７７ ２Ｅ－４ ２．０７４ ９ １．１８５ ５Ｅ－３ ２．１１８ ６ ０．０１８ ９

１ ／ ８ １ ／ ５１２ １．４４２ ２Ｅ－４ ２．００６ ５ ２．２９３ ９Ｅ－４ ２．０００ ３ ２．８９０ ６Ｅ－４ ２．０３６ １ ０．０８７ ２

１ ／ １６ １ ／ ２ ０４８ ３．６０１ ６Ｅ－５ ２．００１ ５ ５．７１９ ４Ｅ－５ ２．００３ ９ ７．１８６ １Ｅ－４ ２．００８ １ １．１６４ ５

θ ＝ ０．５，

τ ＝ ｈ４
ｘ ／ ４

１ ／ ２ １ ／ ６４ １．３７１ １Ｅ－２ － １．１５５ ７Ｅ－２ － ９．２１５ １Ｅ－３ － ０．０１４ ９

１ ／ ４ １ ／ １ ０２４ ３．９２３ ３Ｅ－３ １．８０５ ２ ３．１１４ ３Ｅ－３ １．８９１ ８ ２．５３０ ６Ｅ－３ １．８６４ ５ ０．０５４ ４

１ ／ ８ １ ／ １６ ３８４ １．０００ ２Ｅ－３ １．９７１ ９ ８．０４６ ０Ｅ－４ １．９５２ ６ ６．５３４ ２Ｅ－４ １．９５３ ４ ２．００４ ０

１ ／ １６ １ ／ ２６２ １４４ ２．５１３ ２Ｅ－４ １．９９２ ６ ２．０３５ ０Ｅ－４ １．９８３ ２ １．６４８ ７Ｅ－４ １．９８６ ７ １６１．７００

θ ＝ １，

τ ＝ ｈ４
ｘ ／ ４

１ ／ ２ １ ／ ６４ ２．６４８ ６Ｅ－２ － ２．２３７ ０Ｅ－２ － １．７７８ ９Ｅ－２ － ０．０１３ ４

１ ／ ４ １ ／ １ ０２４ ７．８００ ８Ｅ－３ １．７６３ ５ ６．１５３ ０Ｅ－３ １．８６２ ２ ４．９６１ ８Ｅ－３ １．８４２ ０ ０．０６３ ７

１ ／ ８ １ ／ １６ ３８４ １．９９８ ７Ｅ－３ １．９６４ ５ １．６０８ ５Ｅ－３ １．９３５ ５ １．２８４ ０Ｅ－３ １．９５０ ２ ２．０２６ １

１ ／ １６ １ ／ ２６２ １４４ ５．０２８ ７Ｅ－４ １．９９０ ８ ４．０５４ ０Ｅ－４ １．９８８ ３ ３．２３９ ５Ｅ－４ １．９８６ ８ １２１．１１９

　 　 令 Ω ＝ ［ － ５，５］ × ［ － ５，５］， 参数 α ＝ ｂ ＝ １，φ ＝ ３π ／ ４，Ｃ ＝－ ｌｎ ５ ．在采用网格步长 ｈ ＝ １ ／ ２，τ ＝ １ ／ １ ０００
的情况下运用差分格式（８ａ）—（８ｄ）求解该问题．所得数值结果见图 １．从图 １ 可以看出，当 （ｘ，ｙ，ｔ） ∈ ０{ } ×
［ － ５，５］ × ［０，１］，ｐ 和 θ 分别取不同值时，所得数值解都能够较好地逼近精确解．
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图 １　 当 ｐ ＝ ８，１６，３２， α ＝ １， ｂ ＝ １， ｈ ＝ １ ／ ２， τ ＝ １ ／ １００ 和 θ 取不同值时，在 ｘ ＝ ０ 处的误差曲面

Ｆｉｇ． １　 Ｅｒｒｏｒ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｗｉｔｈ ｐ ＝ ８，１６，３２， α ＝ １， ｂ ＝ １， ｈ ＝ １ ／ ２， τ ＝ １ ／ １００ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ θ ｖａｌｕｅｓ ｆｏｒ ｘ ＝ ０

　 　 下面验证差分格式（８ａ）—（８ｄ）的数值解的保正性、保界性和保单调性等性质．令 Ｑ ＝ ２（ ｒｘ ＋ ｒｙ）（１ － θ）
－ ｂ（ｐ － １） τ ．取 Ω ＝ ［ － ５，５］ × ［ － ５，５］，Ｔ ＝ １ ０００ 及参数 α ＝ １，ｂ ＝ ２，Ｃ ＝－ ｌｎ ５ ，ｐ ≥ １，φ ＝ ３π ／ ４．此时

问题（２１ａ）—（２１ｄ）的精确解无法给出．在采用网格步长 ｈ ＝ １ ／ ２，τ ＝ ２ ／ １００ 的情况下运用差分格式（８ａ）—
（８ｄ）求解问题（２１ａ）—（２１ｄ）．所得结果见图 ２—图 ４．

图 ２　 当 ｐ ＝ ８，３２，３００， α ＝ １， ｂ ＝ ２， ｈ ＝ １ ／ ２， τ ＝ １ ／ １００， θ 取不同值时，在 ｘ ＝ ２．５ 处的数值解曲面

Ｆｉｇ． ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｗｉｔｈ ｐ ＝ ８，３２，３００， α ＝ １， ｂ ＝ ２， ｈ ＝ １ ／ ２， τ ＝ １ ／ １００
ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ θ ｖａｌｕｅｓ ｆｏｒ ｘ ＝ ２．５
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取参数 ｐ ＝ ８，３２， θ ＝ ０，０．５，１ 时，图 ２ 和图 ３ 分别展示了在 ｘ ＝ ２．５， ｔ ＝ ０．５ 时的数值解的三维曲面图．从
图中不难发现，当 Ｑ ≤１ 时，数值解均落在 ［０，１］； 而当 ｐ ＝ ３００，θ ＝ ０，０．５，１ 时，三种情况下的 Ｑ ＞ １， 此时

有部分数值解超出 １．这与理论相符．
从图 ４ 可以发现，当取参数 ｐ ＝ ８，θ ＝ ０，０．５，１，ｘ ＝ ２．５， 而 ｂ 分别取不同值时，若满足 Ｑ≤１， 则数值解都

落在［０，１］内；然而，在 ｂ ＝ １００ 的情形下，此时 Ｑ ＞ １， 部分数值解会超出 １．这些均与理论结果相符．

图 ３　 当 ｐ ＝ ８，３２，３００， α ＝ １， ｂ ＝ ２， ｈ ＝ １ ／ ２， τ ＝ １ ／ １００ 和 θ 取不同值时，在 ｔ ＝ ０．５ 处的数值解曲面

Ｆｉｇ． ３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｗｉｔｈ ｐ ＝ ８，３２，３００， α ＝ １， ｂ ＝ ２， ｈ ＝ １ ／ ２， τ ＝ １ ／ １００

ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ θ ｖａｌｕｅｓ ｆｏｒ ｔ ＝ ０．５
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图 ４　 当 ｐ ＝ ８， α ＝ １， ｂ ＝ ０．１，１０，１００， ｈ ＝ １ ／ ２， τ ＝ １ ／ １００ 和 θ 取不同值时，在 ｘ ＝ ２．５ 处的数值解曲面

Ｆｉｇ． ４　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｕｒｆａｃｅｓ ｗｉｔｈ ｐ ＝ ８， α ＝ １， ｂ ＝ ０．１，１０，１００， ｈ ＝ １ ／ ２， τ ＝ １ ／ １００

ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ θ ｖａｌｕｅｓ ｆｏｒ ｘ ＝ ２．５

５　 结　 　 论

本文对二维 Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ 方程初边值问题（１ａ）—（１ｄ）建立了一簇保结构的显式差分格式（８ａ）—（８ｄ）．
经过严格的分析，在满足一定条件下，新算法的数值解具有保正、保界和保单调的性质，且在无穷范数下对 θ
≠ ０ 和 θ ＝ ０ 分别有 Ｏ（τ ＋ ｈ２

ｘ ＋ ｈ２
ｙ ＋ τ ／ ｈ２

ｘ ＋ τ ／ ｈ２
ｙ） 和 Ｏ（τ ＋ ｈ２

ｘ ＋ ｈ２
ｙ） 的收敛阶．最后，数值结果验证了该差

分格式的收敛阶，以及其他的数学性质．
本文算法精度不高，且是条件相容的．今后，我们将研究二维 Ｆｉｓｈｅｒ⁃ＫＰＰ 方程的高精度保最大值原理的

差分法．
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