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摘要：　 利用边界采样控制讨论了随机反应扩散系统（ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅａｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ， ＳＲＤＳ）稳定性问题．当系统

状态可以全部获取时，设计了一个边界采样控制器（ｂｏｕｎｄａｒｙ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ，ＢＳＣ），构建了与采样间隔相关的分

段不连续 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数．对于 ＳＲＤＳ，利用空间积分型 Ｗｉｒｔｉｎｇｅｒ 不等式和同构离散变换，得到了矩阵不等式形式的

均方指数稳定和鲁棒均方指数稳定的充分条件．当系统状态无法完全获得时，提出了一种基于观测器的边界采样控

制策略，分别得到了系统均方指数稳定和鲁棒均方指数稳定的研究结果．最后，通过三个数值例子验证了所提方法

的可行性．
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０　 引　 　 言

在现代控制理论中，随机反应扩散系统（ＳＲＤＳ）是一类常见的系统模型．它能够模拟和描述自然界和工

程中的多种现象，如谣言传播、疾病扩散、肿瘤免疫等［１⁃３］，因而被成功应用到多个学科中，受到了广泛关注．
然而，与大多数系统模型类似，ＳＲＤＳ 也不可避免地会受到外部随机噪声的影响，如环境变化、测量误差和信
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号干扰等．这些因素的存在给 ＳＲＤＳ 的稳定性和鲁棒性研究均带来极大挑战［４⁃５］ ．
出于节约成本和简化控制过程考量，边界控制策略在特定需求下（如城市交通、水污染监测、海洋立管

机械臂等）的优势明显，已经受到越来越多的关注．边界控制策略通过在系统边界上施加控制作用，实现了对

系统行为的有效调控．在 ＳＲＤＳ 均方指数稳定性方面，研究边界控制已经发表了许多重要成果．例如，文献

［６］利用反步法解决了具有变空间系数的线性常系数耦合的边界镇定问题．文献［７］通过边界控制得到了关

于耦合 ＳＲＤＳ 的均方渐近同步和 Ｈ∞ 同步的准则．随着数字化技术的发展，采样控制在工程实践中的重要性

也日益显现．文献［８⁃１２］中提出的处理非连续性的方法，如离散方法、脉冲方法和输入延迟方法，为 ＳＲＤＳ 的

控制研究提供了新的思路．特别是边界采样控制器（ＢＳＣ）的提出，不仅顺应数字化趋势，而且降低了成本和

操作复杂性，符合实际工程需求［１３⁃１６］ ．
此外，良好控制器的设计离不开对系统状态的准确把握，而系统状态往往难以全部获得．此时，系统状态

估计技术发挥了重要作用．文献［１７］使用无限维观测器，解决了级联常微分方程⁃双曲系统的状态估计问题．
文献［１８］则解决了非线性随机系统的自适应状态估计问题．文献［１９］将基于边界观测器的控制应用于具有

随机跳变的级联系统，得到了观测器误差系统均方指数稳定的条件．文献［２０］为具有延迟和执行器的随机非

线性系统设计了一个基于观测器的 Ｈ∞ 控制器，通过模式依赖 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数推导出随机稳定性判定准则．这
些成果考虑了确定性系统和随机系统，并涉及了鲁棒系统，但是，目前还未提出基于边界采样的观测器设计

方法，特别是系统中包含不确定参数的情况．
在采样控制框架下，使用分段不连续 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函可以有效降低方法的保守性．文献［２１］研究了一个

线性有限维系统，通过构造一组不连续泛函，仅在采样瞬间保持正定，从而获得了较少的保守性条件．文献

［２２］为具有时变延迟的有限维神经网络引入了一种新的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函，能够充分捕捉两个区间上的采样信

息．文献［２３］则在 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函中加入了包含自由矩阵的时变不连续项，降低了保守性．然而，这些性能优

异的方法并不能直接应用于随机系统，在进行相应的修改完善后才能适应随机系统的特性［２４⁃２５］ ．
可以看出，现有研究已经取得了丰硕的成果．但大多考虑确定性系统或常微分系统，边界控制策略的研

究成果还相对较少．针对随机偏微分系统，边界采样控制策略的稳定性相关成果更是少见．而且，对于随机偏

微分系统，不对其进行降维处理，或使其转化为确定性系统或常微分系统，能够较好地保留其特有的二阶导

数特性，因此，研究随机系统的空间二阶导数扩散项与时间离散项耦合的技巧具有明显的理论意义．并且，由
于时间变量与随机系统自身特性紧密相关，导致面向确定性系统构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函的方法难以直接用来处

理随机系统．因此，在文献［２６］的启发下，本文尝试设计 ＢＳＣ 和基于观测器的边界采样控制器（ ｏｂｓｅｒｖｅｒ⁃
ｂａｓｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ， ＯＢＢＳＣ），构造与采样间隔相关的、分段不连续的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函，研究

ＳＲＤＳ 的稳定性和鲁棒稳定性问题．
本文的创新点总结如下： ① 结合文献［２６］的工作，设计了一个适合实际应用的 ＢＳＣ，并利用同构离散

变换处理控制器采样带来的离散信号； ② 为充分利用采样信息，降低结果保守性，针对 ＳＲＤＳ 设计了一种新

颖的依赖采样间隔的分段不连续 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函； ③ 当系统状态无法全部获得时，设计了一种更贴合实际的

ＯＢＢＳＣ，进一步拓展了均方指数稳定性和鲁棒均方指数稳定性成果．

１　 问题描述与预备知识

符号说明　 （Ω，Ｆ ｔ，Ｐ） 是一个完备概率空间，其中 Ω是样本空间， { Ｆ ｔ } ｔ≥０ 是随时间 ｔ 变化的 σ⁃代数，
Ｐ 是概率测度； Ｌ２（ＲＲ ｎ） 表示 ＲＲ ｎ 上的平方可积函数空间； Ｈ１（０，ｌ） 表示 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间，其包含的函数是绝对连

续的且导数平方可积； Ｑ ＞ ０（Ｑ ≥ ０） 表示 Ｑ 是一个正定（半正定）矩阵，而 Ｑ ＜ ０（Ｑ ≤ ０） 表示 Ｑ 是一个

负定（半负定）矩阵； Ｉ 是适当维数的单位矩阵；∗表示矩阵中的对称项； ＫＴ 表示矩阵 Ｋ 的转置，对于方阵 Ｋ
而言， Ｋｓｙｍ 表示 ＫＴ ＋ Ｋ ．

考虑如下 ＳＲＤＳ：

　 　 ｄｚ（ｘ，ｔ） ＝ Ａｚ（ｘ，ｔ） ＋ Ｂ ∂２ｚ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ ＋ Ｃｚ（ｘ，ｔ）ｄＷ（ ｔ）， （１）

其初始条件为
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　 　 ｚ（ｘ，０） ＝ ϕ（ｘ） ． （２）
Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件为

　 　 ｚｘ（０，ｔ） ＝ ０， ｚｘ（１，ｔ） ＝ ｕ（ ｔ）， （３）
其中， ｚ（ｘ，ｔ） ∈ Ｌ２（ＲＲ ｎ） 表示系统状态的一组平方可积的列向量， ｘ ∈ ［０，１］ 是空间变量， ｔ ∈ ［０，∞ ） 是时

间变量；矩阵 Ａ，Ｂ，Ｃ∈ＲＲ ｎ×ｎ 且 Ｂ ＞ ０；ϕ（ｘ） 是一个初始连续函数； Ｗ（ ｔ） 是一个定义在 （Ω，Ｆｔ，Ｐ） 上的 １ 维

标准 Ｂｒｏｗｎ 运动．
对系统（１）设计如下时间采样控制器：

　 　 ｕ（ ｔ） ＝ － Ｋ∫１
０
ｚ（ｘ，ｔｋ）ｄｘ， （４）

其中， Ｋ ∈ ＲＲ ｎ×ｎ 是待设计的增益矩阵， ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１）， ε ≤ ｔｋ＋１ － ｔｋ ＝ ｈｋ ＜ ｈ， ｋ ＝ ０，１，２，…，ｔ０ ＝ ０．

注 １　 与文献［２６］相比，本文不仅将边界控制器的研究成果扩展到了边界采样控制（ＢＳＣ）策略，还综合考虑了离散项、扩
散项和随机项的影响．在 ＢＳＣ 策略中，执行器不需要在边界上进行实时信号传输，这简化了控制过程．因此，本文提出的策略具

有更低的资源消耗、更简单的操作流程，且更适应于实际应用需求，例如高速公路交通控制和快速超像素分割［２７］等场景．
注 ２　 文献［２８］中的定理 １ 可保证系统（１）—（４）存在唯一的弱解．此时由于弱解对应的随机积分不是鞅，所以不能用 Ｉｔô

公式．针对这一问题，文献［２８］命题 １ 提出了基于弱解的无穷小生成元形式．

为了表述方便，定义块矩阵 ｅ１ ＝ ［Ｉｎ×ｎ，０ｎ×ｎ，０ｎ×ｎ］ Ｔ，ｅ２ ＝ ［０ｎ×ｎ，Ｉｎ×ｎ，０ｎ×ｎ］ Ｔ，ｅ３ ＝ ［０ｎ×ｎ，０ｎ×ｎ，Ｉｎ×ｎ］ Ｔ ．并给出

如下引理和定义．
引理 １（Ｗｉｒｔｉｎｇｅｒ 不等式［２９］）　 对于正定矩阵 Ｒ ＞ ０， 如果 ｙ ∈ Ｈ１（０，ｌ） 是一个向量函数且 ｙ（０） ＝ ０ 或

ｙ（ ｌ） ＝ ０， 则以下积分不等式成立：

　 　 ∫ｌ
０
ｙＴ（η）Ｒｙ（η）ｄη ≤ ４ｌ２

π ２∫ｌ０
ｄｙ
ｄη

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

Ｒ ｄｙ
ｄη

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄη ．

引理 ２［３０］ 　 假设 Ω１，Ω２，Ω３ 是具有适当维度的标量矩阵，如果存在函数 υ（ ｔ） ∈ ［０，ａ］， 则不等式 Ω１ ＋
υ（ ｔ）Ω２ ＋ （ａ － υ（ ｔ））Ω３ ＜ ０ 等价于

　 　
Ω１ ＋ ａΩ２ ＜ ０，
Ω１ ＋ ａΩ３ ＜ ０ ．{

引理 ３［３１］ 　 对于给定实数矩阵 Ｄ，Ｅ，Ｆ，Ｇ，Ｈ， 如果 Ｇ ＞ ０ 且 ＨＴＨ ≤ Ｉ， 则有

① 对于任意常数 ｒ ＞ ０ 和向量 ｘ，ｙ ∈ ＲＲ ｎ

　 　 ２ｘＴＥＨＦｙ ≤ ｒｘＴＥＥＴｘ ＋ １
ｒ
ｙＴＦＴＦｙ；

② 对于任意常数 ｒ ＞ ０， 若 Ｇ － ｒＥＥＴ ＞ ０ 成立，则有

　 　 （Ｄ ＋ ＥＨＦ） ＴＧ －１（Ｄ ＋ ＥＨＦ） ≤ ＤＴ（Ｇ － ｒＥＥＴ） －１Ｄ ＋ １
ｒ
ＦＴＦ ．

引理 ４（Ｓｃｈｕｒ 补引理［３２］）　 对于适当维度的矩阵 Ｐ，Ｑ，Ｒ， 以下条件是等价的：

①
Ｐ Ｑ
ＱＴ Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜ ０；

② 若 Ｒ 是可逆的， Ｐ － ＱＲ －１ＱＴ ＜ ０ 且 Ｒ ＜ ０；
③ 若 Ｐ 是可逆的， Ｒ － ＱＰ －１ＱＴ ＜ ０ 且 Ｐ ＜ ０．
定义 １　 如果存在正常数 δ 和 ｃ， 使得

　 　 Ｅ‖ｚ（ｘ，ｔ）‖２ ≤ ｃｅ －２δ（ ｔ －ｔ０）Ｅ‖ϕ（ｘ，ｔ）‖２，

则称系统（１）是均方指数稳定的．其中， ‖ｚ‖２ 定义为 ∫１
０
ｚＴＰ１ｚｄｘ，Ｐ１ ＞ ０ 是一个非奇异对角矩阵， δ ＞ ０ 是衰

减系数．

２　 主要定理及其证明

本节利用 ＢＳＣ 以及 ＯＢＢＳＣ 分析 ＳＲＤＳ 的稳定性．首先，提出了一种新颖的依赖于采样间隔的分段不连
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续 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函，并通过设计适当的 ＢＳＣ，得出 ＳＲＤＳ 稳定的充分条件．接着，考虑到系统状态信息不完全获

得的情况，提出了一种基于 Ｌｕｅｎｂｅｒｇｅｒ 观测器的 ＢＳＣ，以减少对完整状态信息的依赖．为了稳定基于观测器

的增强型 ＳＲＤＳ，构造一个改进的分段不连续 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函，基于矩阵不等式，得到了系统稳定的充分条件．
２．１　 ＢＳＣ 的稳定性

针对系统（１）的 ＢＳＣ，构造一个与采样间隔相关的分段不连续 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函．通过引入齐次离散变换和

不等式技术，给出系统（１）均方指数稳定的充分条件．为了说明适当的 ＢＳＣ 能够镇定不稳定的系统（１），给出

以下定理．
定理 １　 对于给定的控制增益 Ｋ 和标量 ｈ ＞ ０， ε ＞ ０， δ ＞ ０， 以及非奇异正对角矩阵 Ｐ１， Ｐ２， Ｐ３， Ｑ１，

Ｑ２， 如果存在 Ｐ１ ≠ Ｐ２，ｈＰ１ ≤ εＰ２，ｈ ≤ １ ／ （２δ） 使得不等式

　 　

Ｍ ｈＫＴＢＰ１Ｑ２ ｈＰ１ＢＫＱ１

－ ｈπ ２

４
（Ｑ２Ｐ１ＢＱ２） ｓｙｍ － ｈＱ２Ｐ１ＢＫＱ１

∗ － （１ － ２δｈ）Ｐ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０ （５）

和

　 　

Ｎ ｈＫＴＢＰ２Ｑ２ ｈＰ２ＢＫＱ １

－ ｈπ ２

４
（Ｑ２Ｐ１ＢＱ２） ｓｙｍ － ｈＱ２Ｐ２ＢＫＱ１

∗ － （１ － ２δｈ）Ｐ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０ （６）

成立， 则 ＢＳＣ（４）下的系统（１）是均方指数稳定的．其中 Ｍ ＝ Ｐ２ － Ｐ１ ＋ ｈ（（Ｐ１Ａ） ｓｙｍ ＋ ＣＴＰ１Ｃ － （Ｐ１ＢＫ） ｓｙｍ ＋
２δＰ１），Ｎ ＝ Ｐ２ － Ｐ１ ＋ ｈ（（Ｐ２Ａ） ｓｙｍ ＋ ＣＴＰ２Ｃ － （Ｐ２ＢＫ） ｓｙｍ ＋ ２δＰ２） ．

证明　 可以分为三部分．首先，针对离散值使用如下齐次变换：

　 　
Ｑ１ｚ

－（ｘ，ｔ） ＝ ｚ（ｘ，ｔ） － ｚ（ｘ，ｔｋ），
Ｑ２ｚ（ｘ，ｔ） ＝ ｚ（ｘ，ｔ） － ｚ（１，ｔ），{ （７）

其中， Ｑ１，Ｑ２ ＞ ０ 是非奇异对角矩阵．构建依赖于采样间隔的分段不连续 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函：
　 　 Ｖ（ ｔ） ＝ Ｖ１（ ｔ） ＋ Ｖ２（ ｔ），

其中

　 　 Ｖ１（ ｔ） ＝ ∫１
０
η（ ｔ）ｚＴＰ１ｚ ＋ θ（ ｔ）ｚＴＰ２ｚｄｘ， （８）

　 　 Ｖ２（ ｔ） ＝ ∫１
０
∫ｔ ＋η（ ｔ）
ｔ

ｚ－Ｔ（ｘ，ｓ）Ｐ３ｚ
－（ｘ，ｓ）ｄｓｄｘ， （９）

其中， η（ ｔ） ＝ ｔｋ＋１ － ｔ，θ（ ｔ） ＝ ｔ － ｔｋ，ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１），Ｐ１， Ｐ２， Ｐ３ ＞ ０ 且 Ｐ１ ≠ Ｐ２ 假设为对角可逆矩阵．
显然 Ｖ（ ｔ） ＞ ０．由于 ｌｉｍｔ→ｔ －ｋ Ｖ１（ ｔ） ≠ ｌｉｍｔ→ｔ ＋ｋ Ｖ１（ ｔ），Ｖ１（ ｔ） 在 ｔ∈［ ｔｋ，ｔｋ＋１） 上是一个分段不连续泛函， 其中

ｋ ＝ ０，１，２，… ．注意到当 ｔ → ｔ ＋ｋ 且 Ｑ１ 是非奇异矩阵时， Ｑ１ｚ
－（ｘ，ｔ） ＝ ０， 因此当 ｔ → ｔ ＋ｋ 时，有 ｚ－（ｘ，ｔ） ＝ ０．并且，

当 ｔ → ｔ －ｋ 时， Ｖ２（ ｔ） ＝ ０．因此，在采样时间上 Ｖ２（ ｔ） 是连续的，且对于 ｋ ＝ ０，１，２，…， 都有 Ｖ２（ ｔｋ） ＝ ０．
考虑恒等式

　 　 ｌｉｍ
ｔ→ｔ －ｋ

Ｖ（ ｔ） － ｌｉｍ
ｔ→ｔ ＋ｋ

Ｖ（ ｔ） ＝ ｌｉｍ
ｔ→ｔ －ｋ

（Ｖ１（ ｔ） ＋ Ｖ２（ ｔ）） － Ｖ（ ｔｋ） ＝ ｌｉｍ
ｔ→ｔ －ｋ

Ｖ１（ ｔ） － Ｖ１（ ｔｋ）

和

　 　 ｌｉｍ
ｔ→ｔ －ｋ

Ｖ１（ ｔ） ＝ ∫１
０
ｈｋ－１ｚＴＰ２ｚｄｘ， Ｖ１（ ｔｋ） ＝ ∫１

０
ｈｋｚＴＰ１ｚｄｘ ．

由于约束条件 ｈＰ１ ≤ εＰ２， 可得

　 　 ∫１
０
ｈｋ－１（ｚＴＰ２ｚ － ｈｋｚＴＰ１ｚ）ｄｘ ≥

　 　 　 　 ∫１
０
（εｚＴＰ２ｚ － ｈｚＴＰ１ｚ）ｄｘ ＝ ∫１

０
ｚＴ（εＰ２ － ｈＰ１）ｚｄｘ ≥ ０，
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这表明

　 　 ｌｉｍ
ｔ→ｔ －ｋ

Ｖ（ ｔ） ≥ ｌｉｍ
ｔ→ｔ ＋ｋ

Ｖ（ ｔ） ．

沿系统（１）的无穷小生成元［２８］定义为

　 　 ＬＶ（ｚ（ｘ，ｔ），ｔ） ＝ Ｖｔ（ｚ（ｘ，ｔ），ｔ） ＋ ∂Ｖ（ｚ（ｘ，ｔ），ｔ） Ｔ

∂ｚ（ｘ，ｔ）
Ｕ ＋ １

２
ＷＴ ∂２Ｖ（ｚ（ｘ，ｔ），ｔ）

∂ｚ２（ｘ，ｔ）
Ｗ， （１０）

其中， Ｕ ＝ Ａｚ（ｘ，ｔ） ＋ Ｂ ∂２ｚ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２ ， Ｗ ＝ Ｃｚ（ｘ，ｔ） ．

第二部分的目标是得到不等式 ＬＶ（ ｔ） ≤－ ２δＶ（ ｔ） ．为此，将式（１０）应用于式（８）和（９）， 可以得到

　 　 ＬＶ１（ ｔ） ＝ ∫１
０
ｚＴ（Ｐ２ － Ｐ１）ｚ ＋ η（ ｔ）（（ｚＴＰ１Ｂｚｘｘ） ｓｙｍ ＋ ｚＴ（（Ｐ１Ａ） ｓｙｍ ＋ ＣＴＰ１Ｃ）ｚ） ＋

　 　 　 　 θ（ ｔ）（ｚＴ（（Ｐ２Ａ） ｓｙｍ ＋ ＣＴＰ２Ｃ）ｚ ＋ （ｚＴＰ２Ｂｚｘｘ） ｓｙｍ）ｄｘ
和

　 　 ＬＶ２（ ｔ） ＝ ∫１
０
－ ｚ－ＴＰ３ｚ

－ｄｘ ．

由式（３）、（４）、（７）以及 Ｇｒｅｅｎ 公式可以得到

　 　 ∫１
０
ｚＴＰ１Ｂｚｘｘｄｘ ＝ ｚＴ（１，ｔ）Ｐ１Ｂｚｘ（１，ｔ） － ∫１

０
ｚＴｘＰ１Ｂｚｘｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫１
０
－ （ｚ － Ｑ２ｚ） ＴＰ１ＢＫ（ｚ － Ｑ１ｚ

－） － ｚＴｘＰ１Ｂｚｘｄｘ ． （１１）

并且，既然 Ｑ２ｚ（１，ｔ） ＝ ０， 则利用引理 １，可以得到

　 　 ∫１
０
－ ｚＴｘＰ１Ｂｚｘｄｘ ＝ ∫１

０
－ ｚＴ

ｘＱ２Ｐ１ＢＱ２ｚｘｄｘ ≤ ∫１
０
－ π ２

４
ｚＴＱ２Ｐ１ＢＱ２ｚｄｘ ． （１２）

上述分析表明

　 　 ＬＶ（ ｔ） ≤ ∫１
０
ｚＴ（Ｐ２ － Ｐ１）ｚ － ｚ－ＴＰ３ｚ

－ ＋ η（ ｔ） ( ｚＴ（（Ｐ１Ａ） ｓｙｍ ＋ ＣＴＰ１Ｃ － （Ｐ１ＢＫ） ｓｙｍ）ｚ ＋

　 　 　 　 ｚＴ（Ｐ１ＢＫＱ１） ｓｙｍｚ
－ ＋ ｚＴ（Ｑ２Ｐ１ＢＫ） ｓｙｍｚ － ｚＴ（Ｑ２Ｐ１ＢＫＱ１） ｓｙｍｚ

－ －

　 　 　 　 π ２

４
ｚＴ（Ｑ２Ｐ１ＢＱ２） ｓｙｍｚ ) ＋ θ（ ｔ） ( ｚＴ（（Ｐ２Ａ） ｓｙｍ ＋ ＣＴＰ２Ｃ － （Ｐ２ＢＫ） ｓｙｍ）ｚ ＋

　 　 　 　 ｚＴ（Ｐ２ＢＫＱ１） ｓｙｍｚ
－ ＋ ｚＴ（Ｑ２Ｐ２ＢＫ） ｓｙｍｚ － ｚＴ（Ｑ２Ｐ２ＢＫＱ１） ｓｙｍｚ

－ －

　 　 　 　 π ２

４
ｚＴ（Ｑ２Ｐ２ＢＱ２） ｓｙｍｚ )ｄｘ ． （１３）

令

　 　 Φ１ ＝ ｅ１（Ｐ２ － Ｐ１）ｅＴ
１ － ｅ３Ｐ３ｅＴ

３，
　 　 Φ２ ＝ ｅ１（（Ｐ１Ａ） ｓｙｍ ＋ ＣＴＰ１Ｃ － （Ｐ１ＢＫ） ｓｙｍ）ｅＴ

１ ＋ ｅ１（Ｑ２Ｐ１ＢＫ） ｓｙｍｅＴ
２ ＋

　 　 　 　 ｅ１（Ｐ１ＢＫＱ１） ｓｙｍｅＴ
３ － π ２

４
ｅ２（Ｑ２Ｐ１ＢＱ２） ｓｙｍｅＴ

２ － ｅ２（Ｑ２Ｐ１ＢＫＱ１） ｓｙｍｅＴ
３，

　 　 Φ３ ＝ ｅ１（（Ｐ２Ａ） ｓｙｍ ＋ ＣＴＰ２Ｃ － （Ｐ２ＢＫ） ｓｙｍ）ｅＴ
１ ＋ ｅ１（Ｑ２Ｐ２ＢＫ） ｓｙｍｅＴ

２ ＋

　 　 　 　 ｅ１（Ｐ２ＢＫＱ１） ｓｙｍｅＴ
３ － π ２

４
ｅ２（Ｑ２Ｐ２ＢＱ２） ｓｙｍｅＴ

２ － ｅ２（Ｑ２Ｐ２ＢＫＱ１） ｓｙｍｅＴ
３ ．

此时，式（１３）可以重写为另一种形式，即关于 ｔ 的线性函数：

　 　 ＬＶ（ ｔ） ≤ ∫１
０
Ξ Ｔ（Φ１ ＋ η（ ｔ）Φ２ ＋ θ（ ｔ）Φ３）Ξｄｘ，

其中， Ξ ＝ ｃｏｌ { ｚ，ｚ，ｚ－ } ．

注意到 Ｖ（ ｔ） ≤ ∫１
０
η（ ｔ）ｚＴＰ１ｚ ＋ θ（ ｔ）ｚＴＰ２ｚ ＋ ｈｚ－ＴＰ３ｚ

－ｄｘ， 可以得到

　 　 ＬＶ（ ｔ） ＋ ２δＶ（ ｔ） ≤
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　 　 　 　 ∫１
０
Ξ Ｔ（Φ１ ＋ ２δｈｅ３Ｐ３ｅＴ

３ ＋ η（ ｔ）（Φ２ ＋ ２δｅ１Ｐ１ｅＴ
１） ＋ θ（ ｔ）（Φ３ ＋ ２δｅ１Ｐ２ｅＴ

１））Ξｄｘ ．

根据引理 ２、条件（５）和（６），可以得到 ＬＶ（ ｔ） ≤－ ２δＶ（ ｔ） ．
第三部分的目标则是将 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 不等式转化为依赖于系统状态的不等式．对不等式 ＬＶ（ ｔ） ≤－ ２δＶ（ ｔ）

两边使用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式进行积分， 可以得到

　 　 ＥＶ（ ｔ） ≤ ｅ －２δｔＶ（０） ．
由 ε ≤ ｔｋ＋１ － ｔｋ ＝ ｈｋ ＜ ｈ 和 ｈＰ１ ＜ εＰ２ 可得

　 　 ＥＶ（ ｔ） ≥ Ｅ∫１
０
εｚＴＰ１ｚ ＋ εｚＴＰ２ｚｄｘ ≥ Ｅ∫１

０
（ε ＋ ｈ） ｚＴＰ１ｚｄｘ，

以及

　 　 Ｖ（０） ≤ ∫１
０
ｈϕＴ（ｘ）Ｐ１ϕ（ｘ）ｄｘ ．

设 ｃ ＝ ｈ ／ （ε ＋ ｈ）， 则有 Ｅ‖ｚ（ｘ，ｔ）‖２ ≤ ｃｅ －２δｔＥ‖ϕ （ｘ，ｔ）‖２ ．根据定义 １，表明系统（１）在 ｔ０ ＝ ０ 时是均方指

数稳定的，证毕．
从上述分析中，可以看出 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的不连续性体现在 Ｖ１（ ｔ） 中．接下来，考虑构造连续 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛

函的情况．基于 Ｖ１（ ｔ）， 提出一个退化情况 Ｐ１ ＝ Ｐ２， 并考虑具有周期性采样的边界采样控制．换言之， 假设

ｔｋ＋１ － ｔｋ ＝ ｈｃ 对于 ｋ ＝ ０，１，２，… 均成立，接着给出如下修正后的连续泛函：

　 　 Ｖ１（ ｔ） ＝ ∫１
０
ｈｃｚＴＰ１ｚｄｘ ．

而 Ｖ２（ ｔ） 定义同式（９），则可以直接得出以下推论．
推论 １　 如果给定 Ｋ 和正标量 ｈｃ，δ 及 Ｑ１，Ｑ２，Ｐ１，Ｐ３ 满足 ２δｈｃ ＜ １， 并且有如下不等式成立：

　 　

Ｍ ｈｃＫＴＢＰ１Ｑ２ ｈｃＰ１ＢＫＱ１

－ π ２

４
ｈｃ（Ｑ２Ｐ１ＢＱ２） ｓｙｍ － ｈｃＱ２Ｐ１ＢＫＱ１

∗ － （１ － ２δｈｃ）Ｐ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０， （１４）

则系统（１）是均方指数稳定的，其中 Ｍ ＝ ｈｃ（（Ｐ１Ａ） ｓｙｍ ＋ ＣＴＰ１Ｃ － （Ｐ１ＢＫ） ｓｙｍ ＋ ２δＰ１） ．

注 ３　 引入式（７）的目的是利用齐次离散变换方法，解决控制器带来的时间离散项问题，便于利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函分析方

法，构造出有解的二次型方程．这样设计的优势在于形式上把离散项转化为连续项处理，再通过不等式技巧，把混杂系统问题

转化为连续系统问题．
注 ４　 在定理 １ 中取 ε ＝ ｈ ＝ ｈｃ 且 Ｐ１ ＝ Ｐ２， 那么如果式（５）和（６）成立，式（１４）也必然成立，反之亦然，即周期性采样策

略是非周期性采样结果的一个特例．这表明定理 １ 中的结果优于推论 １ 中的结果．分段不连续 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函能更好地利用采

样信息，进一步降低结果的保守性．
注 ５　 在极限条件下，如果非周期性采样接近周期性采样，则 ｈＰ１ ≤ εＰ２ 很容易满足．事实上，本文的结果适用于采样间隔

在小范围内波动的情况．
注 ６　 与文献［９］和［２９］不同，所提方法在齐次变换中加入了自由矩阵 Ｑ１ 和 Ｑ２， 进一步降低了方法的保守性．

２．２　 ＯＢＢＳＣ 的稳定性

上述设计的 ＢＳＣ 的前提是所有系统状态信息都可以获得．然而，实际系统状态大多不能完全获取．为了

使 ＢＳＣ 正常工作，本文设计一个观测器来提供状态估计，并给出了基于观测器的 ＢＳＣ 稳定的充分条件．
设计如下系统状态观测器：

　 　 ｄｚ（ｘ，ｔ） ＝ Ａｚ（ｘ，ｔ） ＋ Ｂ ∂２ ｚ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

＋ Ｌ（ ｚ（１，ｔ） － ｚ（１，ｔ））é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ， （１５）

初始条件为

　 　 ｚ（ｘ，０） ＝ ϕ（ｘ）， （１６）
边界条件为

　 　 ｚ ｘ（０，ｔ） ＝ ０， ｚ ｘ（１，ｔ） ＝ ｕ（ ｔ）， （１７）
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其中， ｚ（ｘ，ｔ） 是 ｚ（ｘ，ｔ） 的估计， Ｌ 是待设计的观测器增益矩阵， 控制器为 ｕ（ ｔ） ＝ － Ｋ∫１
０
ｚ（ｘ，ｔｋ）ｄｘ ．

定义观测器的估计误差为 ｅ（ｘ，ｔ） ＝ ｚ（ｘ，ｔ） － ｚ（ｘ，ｔ） ．令 Ｚ（ｘ，ｔ） ＝ （ｅ（ｘ，ｔ），ｚ（ｘ，ｔ）） Ｔ ∈ ＲＲ ２ｎ， 容易得到

　 　 ｄＺ（ｘ，ｔ） ＝ Ａ Ｚ（ｘ，ｔ） ＋ Ｂ
∂２Ｚ（ｘ，ｔ）

∂ｘ２
＋ Ｌ Ｚ（１，ｔ）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ ＋ ＣＺ（ｘ，ｔ）ｄＷ（ ｔ）， （１８）

其中， Ａ ＝ Ａ ０
∗ Ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｂ ＝ Ｂ ０

∗ Ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｌ ＝ Ｌ ０

∗ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｃ ＝ ０ Ｃ

０ Ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．相应的初始条件和边界条件表示为

　 　 Ｚ（ｘ，０） ＝ Φ
－
（ｘ） （１９）

和

　 　 Ｚｘ（０，ｔ） ＝ ０２ｎ， Ｚｘ（１，ｔ） ＝ （０ｎ×ｎ，Ｉｎ×ｎ） Ｔｕ（ ｔ）， （２０）

其中， Φ
－
（ｘ） ＝ （ϕ（ｘ），ϕ（ｘ）） Ｔ ∈ ＲＲ ２ｎ ．

下面基于观测器设计 ＢＳＣ，并转化成矩阵不等式的形式．
定理 ２　 给定矩阵 Ｋ ， Ｌ 和正标量 ｈ，ε，δ 以及非奇异对角矩阵 Ｐ １， Ｐ ２， Ｐ ３， Ｑ １， Ｑ ２ 并满足 Ｐ １≠ Ｐ ２，

ｈ Ｐ １≤ εＰ ２，ｈ ≤ １ ／ （２δ）， 使得以下条件成立，则观测器误差系统（１８）—（２０）是均方指数稳定的：

　 　

Ｍ ｈ（Ｋ ＴＢＰ １ － Ｐ １Ｌ ） Ｑ ２ ｈ Ｐ １ＢＫＱ １

－ ｈπ ２

４
（Ｑ ２Ｐ １ＢＱ ２） ｓｙｍ － ｈ Ｑ ２Ｐ １ＢＫＱ １

∗ － （１ － ２δｈ） Ｐ ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０ （２１）

和

　 　

Ｎ ｈ（Ｋ ＴＢＰ ２ － Ｐ ２Ｌ ） Ｑ ２ ｈ Ｐ ２ＢＫＱ １

－ ｈπ ２

４
（Ｑ ２Ｐ ２ＢＱ ２） ｓｙｍ － ｈ Ｑ ２Ｐ ２ＢＫＱ １

∗ － （１ － ２δｈ） Ｐ ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０， （２２）

其中

　 　 Ｍ ＝ Ｐ ２ － Ｐ １ ＋ ｈ（（Ｐ １Ａ ） ｓｙｍ ＋ Ｃ ＴＰ １Ｃ － （Ｐ １ＢＫ ） ｓｙｍ ＋ （Ｐ １Ｌ ） ｓｙｍ ＋ ２δＰ １），
　 　 Ｎ ＝ Ｐ ２ － Ｐ １ ＋ ｈ（（Ｐ ２Ａ ） ｓｙｍ ＋ Ｃ ＴＰ ２Ｃ － （Ｐ ２ＢＫ ） ｓｙｍ ＋ （Ｐ ２Ｌ ） ｓｙｍ ＋ ２δＰ ２） ．
证明　 令

　 　
Ｑ １Ｚ

－
（ｘ，ｔ） ＝ Ｚ（ｘ，ｔ） － Ｚ（ｘ，ｔｋ），

Ｑ ２Ｚ（ｘ，ｔ） ＝ Ｚ（ｘ，ｔ） － Ｚ（１，ｔ） ．{ （２３）

其中， Ｑ １， Ｑ ２ ＞ ０ 是对角正矩阵，并且 Ｑ １ ＝
Ｑ１ ０
∗ Ｑ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，Ｑ ２ ＝

Ｑ２ ０
∗ Ｑ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

构造相应的增广型 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函 Ｖ（ ｔ） ＝ Ｖ１（ ｔ） ＋ Ｖ２（ ｔ）， 其中

　 　 Ｖ１（ ｔ） ＝ ∫１
０
η（ ｔ）ＺＴＰ １Ｚ ＋ θ（ ｔ）ＺＴＰ ２Ｚｄｘ， （２４）

　 　 Ｖ２（ ｔ） ＝ ∫１
０
∫ｔ ＋η（ ｔ）
ｔ

Ｚ
－ Ｔ（ｘ，ｓ） Ｐ ３Ｚ

－
（ｘ，ｓ）ｄｓｄｘ， （２５）

其中， η（ ｔ），θ（ ｔ） 定义与前文一致， Ｐ １， Ｐ ２， Ｐ ３ ＞ ０ 均为对角可逆矩阵，并且

　 　 Ｐ １ ＝
Ｐ１ ０
∗ Ｐ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ｐ ２ ＝

Ｐ２ ０
∗ Ｐ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ｐ ３ ＝

Ｐ３ ０
∗ Ｐ３

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

则无穷小生成元为

　 　 ＬＶ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ∫１
０
ＺＴ（Ｐ ２ － Ｐ １）Ｚ － Ｚ

－ ＴＰ ３Ｚ
－
＋ η（ ｔ）（ＺＴ（（Ｐ １Ａ ） ｓｙｍ ＋ Ｃ ＴＰ １Ｃ ）Ｚ ＋ （ＺＴＰ １ＬＺ（１，ｔ）） ｓｙｍ ＋
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　 　 　 　 （ＺＴＰ １ＢＺｘｘ） ｓｙｍ） ＋ θ（ ｔ）（ＺＴ（（Ｐ ２Ａ ） ｓｙｍ ＋ Ｃ ＴＰ ２Ｃ ）Ｚ ＋ （ＺＴＰ １ＬＺ（１，ｔ）） ｓｙｍ ＋
　 　 　 　 （ＺＴＰ ２ＢＺｘｘ） ｓｙｍ）ｄｘ ．

由于

　 　 ∫１
０
ＺＴＰ １ＢＺｘｘｄｘ ＝

　 　 　 　 ＺＴ（１，ｔ） Ｐ １ＢＺｘ（１，ｔ） － ∫１
０
ＺＴ

ｘＰ１ ＢＺｘｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫１
０
－ （Ｚ － Ｑ ２Ｚ） ＴＰ １Ｂ （０ｎ×ｎ， Ｉｎ×ｎ） ＴＫｚ（ｘ，ｔｋ） － ＺＴ

ｘＰ １ＢＺｘｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫１
０
－ （Ｚ － Ｑ ２Ｚ） ＴＰ １Ｂ （０ｎ×ｎ， Ｉｎ×ｎ） ＴＫ（ｚ（ｘ，ｔｋ） － ｅ（ｘ，ｔｋ）） － ＺＴ

ｘＰ １ＢＺｘｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫１
０
－ （Ｚ － Ｑ ２Ｚ） ＴＰ １Ｂ （０ｎ×ｎ， Ｉｎ×ｎ） ＴＫ（ － Ｉｎ×ｎ， Ｉｎ×ｎ）Ｚ（ｘ，ｔｋ） － ＺＴ

ｘＰ １ＢＺｘｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫１
０
－ （Ｚ － Ｑ ２Ｚ） ＴＰ １ＢＫ （Ｚ － Ｑ １Ｚ

－
） － ＺＴ

ｘＰ １ＢＺｘｄｘ ≤

　 　 　 　 ∫１
０
－ （Ｚ － Ｑ ２Ｚ） ＴＰ １ＢＫ （Ｚ － Ｑ １Ｚ

－
） － π ２

４
ＺＴＱ ２Ｐ １Ｂ Ｑ ２Ｚｄｘ， （２６）

其中， Ｋ ＝ ０ ０
－ Ｋ Ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

可以得到

　 　 ＬＶ（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ∫１
０

{ＺＴ（Ｐ ２ － Ｐ １）Ｚ － Ｚ
－ ＴＰ ３Ｚ

－
＋ η（ ｔ） [ＺＴ（Ｃ ＴＰ １Ｃ ＋ （Ｐ １Ａ ） ｓｙｍ － （Ｐ １ＢＫ ） ｓｙｍ ＋

　 　 　 　 （Ｐ １Ｌ ） ｓｙｍ）Ｚ ＋ ＺＴ（Ｐ １ＢＫ Ｑ １） ｓｙｍＺ
－
＋ ＺＴ（Ｑ ２（Ｐ １ＢＫ － Ｌ Ｐ １）） ｓｙｍＺ －

　 　 　 　 ＺＴ（Ｑ ２Ｐ １ＢＫＱ １） ｓｙｍＺ
－
－ π ２

４
ＺＴ（Ｑ ２Ｐ １ＢＱ ２） ｓｙｍＺ ] ＋

　 　 　 　 θ（ ｔ） [ＺＴ（（Ｐ ２Ａ ） ｓｙｍ ＋ Ｃ ＴＰ ２Ｃ － （Ｐ ２ＢＫ ） ｓｙｍ ＋ （Ｐ ２Ｌ ） ｓｙｍ）Ｚ ＋

　 　 　 　 ＺＴ（Ｐ ２ＢＫＱ １） ｓｙｍＺ
－
＋ ＺＴ（Ｑ ２（Ｐ ２ＢＫ － ＬＰ ２）） ｓｙｍＺ －

　 　 　 　 ＺＴ（Ｑ ２Ｐ ２ＢＫＱ １） ｓｙｍＺ
－
－ π ２

４
ＺＴ（Ｑ ２Ｐ ２ＢＱ ２） ｓｙｍＺ ] } ｄｘ ． （２７）

将式（２７）重写为如下形式：

　 　 ＬＶ（ ｔ） ≤ ∫１
０
Ｙ Ｔ （Φ１ ＋ η（ ｔ）Φ２ ＋ θ（ ｔ）Φ３） Ｙｄｘ，

其中， Ｙ ＝ ｃｏｌ {Ｚ，Ｚ，Ｚ
－

} ．其余部分与定理 １ 的过程类似，不再赘述，证毕．

注 ７　 从定理 １ 和定理 ２ 的结果可以看出，系统的稳定性分析和观测器设计可以分别进行．因此，可以根据实际情况分别

采用．
注 ８　 使用反步法（ｂａｃｋ⁃ｓｔｅｐｐｉｎｇ）需要依赖于参数的状态转换，这使得在参数不确定时容易失败．相反，本文的方法关注

的是 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 分析，它不依赖于任何转换，因此非常适合考虑以下参数不确定性的情况．

３　 鲁棒镇定性

在实际应用中，参数干扰、未知输入等不确定性总是存在的．研究鲁棒镇定性是处理不确定系统的一种

必然需求．
３．１　 ＢＳＣ 的鲁棒镇定性

考虑如下参数含有不确定性的 ＳＲＤＳ：
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　 　 ｄｚ（ｘ，ｔ） ＝ （Ａ ＋ Θ（ｘ，ｔ））ｚ（ｘ，ｔ） ＋ （Ｂ ＋ χ（ｘ，ｔ）） ∂２ｚ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ ＋

　 　 　 　 （Ｃ ＋ Ξ（ｘ，ｔ））ｚ（ｘ，ｔ）ｄＷ（ ｔ）， （２８）
其中， Θ （ｘ，ｔ）， χ（ｘ，ｔ），Ξ（ｘ，ｔ） ∈ ＲＲ ｎ ×ｎ 表示不确定矩阵．初始条件和边界条件见式（２）—（４）．

以下是对不确定矩阵的一个必要假设．
假设 １　 假设不确定矩阵 Θ （ｘ，ｔ）， χ（ｘ，ｔ） 和 Ξ（ｘ，ｔ） 可以写为

　 　 Θ （ｘ，ｔ）， χ（ｘ，ｔ），Ξ（ｘ，ｔ）］ ＝ ＤΛ（ｘ，ｔ）［Ｅ，Ｆ，Ｇ］，
其中， Ｄ，Ｅ，Ｆ，Ｇ 是已知的实矩阵， Λ（ｘ，ｔ） 是关于时空变量的未知矩阵，并且对于任意 ｘ ∈ ［０，１］， ｔ ∈ ［０，
∞ ） 均满足 ΛＴ（ｘ，ｔ）Λ（ｘ，ｔ） ≤ Ｉ ．

以下是关于 ＳＲＤＳ 的鲁棒均方指数稳定的定义．
定义 ２　 如果系统（２８）对于满足假设 １ 的任何不确定参数 Θ（ｘ，ｔ）， χ（ｘ，ｔ） 和 Ξ（ｘ，ｔ） 都是均方指数稳

定的，那么它被称为鲁棒均方指数稳定的．
以下定理为采用 ＢＳＣ 实现系统（２８）的鲁棒均方指数稳定提供了一个可行的方案．
定理 ３　 在假设 １ 下，如果对于给定的控制增益 Ｋ， 正标量 ｈ，ε，δ，ｒ１，ｒ２，ｒ３，ｒ４ 以及非奇异的正对角矩阵

Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３，Ｑ１，Ｑ２， 满足条件 Ｐ１ ≠ Ｐ２ 和式（２９）—（３３）， 则系统（２８）在边界采样控制（４）下是鲁棒均方指数

稳定的：

　 　 ｈＰ１ ＜ εＰ２， ｈ ≤ １
２δ

， Ｐ －１
１ ＞ ｒ２ＤＤＴ， Ｐ －２

１ ＞ ｒ２ＤＤＴ， （２９）

　 　

－ １
２

Ｐ１Ｐ － １
２

ＢＰ１
１
ｒ４

ＦＴ ｒ４ Ｐ１Ｄ

－ Ｉｎ ０
∗ － Ｉｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＜ ０， （３０）

　 　

－ １
２

Ｐ２Ｂ － １
２

ＢＰ２
１
ｒ４

ＦＴ ｒ４ Ｐ２Ｄ

－ Ｉｎ ０
∗ － Ｉｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＜ ０， （３１）

　 　
Γ１１ Γ１２ Γ１３

Γ２２ Γ２３

∗ Γ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０， （３２）

　 　

Γ１１ Γ１２ Γ１３

∗ Γ２２ Γ２３

∗ ∗ Γ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０， （３３）

其中

　 　 Γ１１ ＝

Ω１１ Ｐ１Ｄ ＧＴ ＥＴ ＫＴＦＴ ＣＴ

Ω２２ ０ ０ ０ ０

－
ｒ２
ｈ

Ｉｎ ０ ０ ０

－
ｒ１
ｈ

Ｉｎ ０ ０

－
ｒ３
ｈ

Ｉｎ ０

∗ Ω５５

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，
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　 　 Γ１２ ＝ ｈ（（Ｑ２Ｐ１ＢＫ） Ｔ － ｒ３Ｐ１ＤＤＴＰ１Ｑ２）， Γ１３ ＝ ｈ Ｐ１ＢＫＱ１ － １
ｒ３

ＫＴＦＴＦ ＫＱ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Γ２２ ＝
－ ｈπ ２

８
（Ｑ２Ｐ１ＢＱ２） ｓｙｍ Ｑ２Ｐ１Ｄ

∗ － １
ｈｒ３

Ｉｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Γ２３ ＝ － ｈＱ２Ｐ１ＢＫＱ１，

　 　 Γ３３ ＝ Γ３３ ＝
－ （１ － ２δｈ）Ｐ３ Ｑ１ＫＴＦＴ

∗ －
ｒ３
ｈ

Ｉｎ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

　 　 Γ１１ ＝

Ω Ｐ２Ｄ ＧＴ ＥＴ ＫＴＦＴ ＣＴ

Ω２２ ０ ０ ０ ０

－
ｒ２
ｈ

Ｉｎ ０ ０ ０

－
ｒ１
ｈ

Ｉｎ ０ ０

－
ｒ３
ｈ

Ｉｎ ０

∗ Ω６６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

　 　 Γ１２ ＝ ｈ（Ｑ２Ｐ２ＢＫ － ｒ３Ｐ２ＤＤＴＰ２Ｑ２）， Γ１３ ＝ ｈ Ｐ２ＢＫＱ１ － １
ｒ３

ＫＴＦＴＦ ＫＱ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Γ２２ ＝
－ ｈπ ２

８
（Ｑ２Ｐ２ＢＱ２） ｓｙｍ Ｑ２Ｐ２Ｄ

∗ － １
ｈｒ３

Ｉｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Γ２３ ＝ － ｈＱ２Ｐ２ＢＫＱ１，

　 　 Ω１１ ＝ Ｐ２ － Ｐ１ ＋ ｈ（Ｐ１Ａ － Ｐ１ＢＫ） ｓｙｍ ＋ ２δｈＰ１， Ω２２ ＝ － １
ｈ（ ｒ１ ＋ ｒ３）

Ｉｎ， Ω５５ ＝ － １
ｈ
（Ｐ －１

１ － ｒ２ＤＤＴ），

　 　 Ω１１ ＝ Ｐ２ － Ｐ１ ＋ ｈ（Ｐ２Ａ － Ｐ２ＢＫ） ｓｙｍ ＋ ２δｈＰ２， Ω２２ ＝ － １
ｈ（ ｒ１ ＋ ｒ３）

Ｉｎ， Ω６６ ＝ － １
ｈ
（Ｐ －１

２ － ｒ２ＤＤＴ） ．

证明　 基于定理 １ 的证明，将式（１０）应用于系统（２８），可以得到

　 　 ＬＶ（ ｔ） ＝

　 　 　 　 ∫１
０

{ ｚＴ（Ｐ２ － Ｐ１）ｚ － ｚ－ＴＰ３ｚ
－ ＋ η（ ｔ）［ｚＴ（（Ｐ１（Ａ ＋ Θ（ｘ，ｔ））） ｓｙｍ ＋

　 　 　 　 （Ｃ ＋ Ξ（ｘ，ｔ）） ＴＰ１（Ｃ ＋ Ξ（ｘ，ｔ）））ｚ ＋ （ｚＴＰ１（Ｂ ＋ χ（ｘ，ｔ））ｚｘｘ） ｓｙｍ］ ＋
　 　 　 　 θ（ ｔ）［ｚＴ（（Ｐ２（Ａ ＋ Θ（ｘ，ｔ））） ｓｙｍ ＋ （Ｃ ＋ Ξ（ｘ，ｔ）） ＴＰ２（Ｃ ＋ Ξ（ｘ，ｔ）））ｚ ＋
　 　 　 　 （ｚＴＰ２（Ｂ ＋ χ（ｘ，ｔ））ｚｘｘ） ｓｙｍ］ } ｄｘ ． （３４）

根据引理 ３ 和假设 １，对于任意正数 ｒ１，ｒ２， 有

　 　 ∫１
０
ｚＴＰ１（Ａ ＋ Θ（ｘ，ｔ））ｚｄｘ ≤ ∫１

０
ｚＴＰ１Ａｚ ＋

ｒ１
２

ｚＴＰ１ＤＤＴＰＴ
１ ｚ ＋ １

２ｒ１
ｚＴＥＴＥｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ （３５）

和

　 　 ∫１
０
ｚＴ（Ｃ ＋ Ξ（ｘ，ｔ）） ＴＰ１（Ｃ ＋ Ξ（ｘ，ｔ））ｚｄｘ ≤ ∫１

０
ｚＴ ＣＴ（Ｐ －１

１ － ｒ２ＤＤＴ） －１Ｃ ＋ １
ｒ２

ＧＴＧæ

è
ç

ö

ø
÷ ｚｄｘ ． （３６）

基于之前的分析，已经证明了

　 　 ∫１
０
ｚＴＰ１Ｂｚｘｘｄｘ ≤
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　 　 　 　 ∫１
０

－ （ｚ － Ｑ２ｚ） ＴＰ１ＢＫ（ｚ － Ｑ１ｚ
－） － １

２
ｚＴｘＰ１Ｂｚｘ － π ２

８
ｚＴＱ２Ｐ１ＢＱ２ｚ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ． （３７）

根据引理 ４，并结合式（３）、（４）和（７），对于标量 ｒ３，ｒ４ ＞ ０， 可以得到

　 　 ∫１
０
ｚＴＰ１ χ（ｘ，ｔ）ｚｘｘｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫１
０
ｚＴＰ１ＤΛ（ｘ，ｔ）Ｆｚｘｘｄｘ ＝

　 　 　 　 ｚＴ（１，ｔ）Ｐ１ＤΛ（ｘ，ｔ）Ｆｚｘ（１，ｔ） － ∫１
０
ｚＴｘＰ１ＤΛ（ｘ，ｔ）Ｆｚｘｄｘ ＝

　 　 　 　 － ∫１
０
（ｚ － Ｑ２ｚ） ＴＰ１ＤΛ（ｘ，ｔ）ＦＫ（ｚ － Ｑ１ｚ

－）ｄｘ － ∫１
０
ｚＴｘＰ１ＤΛ（ｘ，ｔ）Ｆｚｘｄｘ ≤

　 　 　 　 ∫１
０

ｒ３
２
（ｚ － Ｑ２ｚ） ＴＰ１ＤＤＴＰＴ

１（ｚ － Ｑ２ｚ） ＋ １
２ｒ３

（ｚ － Ｑ１ｚ
－） ＴＫＴＦＴＦＫ（ｚ － Ｑ１ｚ

－） ＋æ

è
ç

　 　 　 　
ｒ４
２

ｚＴｘＰ１ＤＤＴＰＴ
１ ｚｘ ＋ １

２ｒ４
ｚＴｘＦＴＦｚｘ

ö

ø
÷ ｄｘ ． （３８）

将式（３５）—（３８）代入式（３４），并考虑到式（３０）和（３１），容易得到

　 　 ＬＶ（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ∫１
０

( ｚＴ（Ｐ２ － Ｐ１）ｚ － ｚ－ＴＰ３ｚ
－ ＋ η（ ｔ） ( ｚＴ（（Ｐ１Ａ） ｓｙｍ ＋ ＣＴ（Ｐ －１

１ － ｒ２ＤＤＴ） －１Ｃ ＋

　 　 　 　 ｒ１Ｐ１ＤＤＴＰＴ
１ ＋ １

ｒ２
ＧＴＧ ＋ １

ｒ１
ＥＴＥ ) ｚ － π ２

８
ｚＴ（Ｑ２Ｐ１ＢＱ２） ｓｙｍｚ －

　 　 　 　 （（ｚ － Ｑ２ｚ） ＴＰ１ＢＫ（ｚ － Ｑ１ｚ
－）） ｓｙｍ ＋ ｒ３（ｚ － Ｑ２ｚ） ＴＰ１ＤＤＴＰＴ

１（ｚ － Ｑ２ｚ） ＋

　 　 　 　 １
ｒ３
（ｚ － Ｑ１ｚ

－） ＴＫＴＦＴＦＫ（ｚ － Ｑ１ｚ
－） ＋ ｚＴｘ ( ｒ４Ｐ１ＤＤＴＰＴ

１ ＋ １
ｒ４

ＦＴＦ －

　 　 　 　 １
２

Ｐ１Ｂ － １
２

ＢＰ１ ) ｚｘ ) ＋ θ（ ｔ） ( ｚＴ (（Ｐ２Ａ） ｓｙｍ ＋ ＣＴ（Ｐ －１
２ － ｒ２ＤＤＴ） －１Ｃ ＋

　 　 　 　 ｒ１Ｐ２ＤＤＴＰＴ
２ ＋ １

ｒ２
ＧＴＧ ＋ １

ｒ１
ＥＴＥ ) ｚ － π ２

８
ｚＴ（Ｑ２Ｐ２ＢＱ２） ｓｙｍｚ －

　 　 　 　 （（ｚ － Ｑ２ｚ） ＴＰ２ＢＫ（ｚ － Ｑ１ｚ
－）） ｓｙｍ ＋ ｒ３（ｚ － Ｑ２ｚ） ＴＰ２ＤＤＴＰＴ

２（ｚ － Ｑ２ｚ） ＋

　 　 　 　 １
ｒ３
（ｚ － Ｑ１ｚ

－） ＴＫＴＦＴＦＫ（ｚ － Ｑ１ｚ
－） ＋

　 　 　 　 ｚＴｘ ( ｒ４Ｐ２ＤＤＴＰＴ
２ ＋ １

ｒ４
ＦＴＦ － １

２
Ｐ２Ｂ － １

２
ＢＰ２ ) ｚｘ ) )ｄｘ ≤

　 　 　 　 ∫１
０
Ξ Ｔ（Ψ１ ＋ η（ ｔ）Ψ２ ＋ θ（ ｔ）Ψ３）Ξｄｘ， （３９）

其中

　 　 Ψ１ ＝ ｅ１（Ｐ２ － Ｐ１）ｅＴ
１ － ｅ３Ｐ３ｅＴ

３，

　 　 Ψ２ ＝ ｅ１ （Ｐ１Ａ） ｓｙｍ ＋ ＣＴ（Ｐ －１
１ － ｒ２ＤＤＴ） －１Ｃ ＋ ｒ１Ｐ１ＤＤＴＰＴ

１ ＋ １
ｒ２

ＧＴＧ ＋ １
ｒ１

ＥＴＥ －é

ë
êê

　 　 　 　 （Ｐ１ＢＫ） ｓｙｍ ＋ ｒ３Ｐ１ＤＤＴＰＴ
１ ＋ １

ｒ３
ＫＴＦＴＦＫù

û
úú ｅ

Ｔ
１ ＋

　 　 　 　 ｅ１［（Ｑ２Ｐ１ＢＫ） ｓｙｍ － ２ｒ３Ｐ１ＤＤＴＰ１Ｑ２］ｅＴ
２ ＋

　 　 　 　 ｅ１ （Ｐ１ＢＫＱ１） ｓｙｍ － ２
ｒ３

ＫＴＦＴＦＫＱ１
é

ë
êê

ù

û
úú ｅ

Ｔ
３ －

　 　 　 　 ｅ２（Ｑ２Ｐ１ＢＫＱ１） ｓｙｍｅＴ
３ ＋ ｅ２ ｒ３Ｑ２Ｐ１ＤＤＴＰ１Ｑ２ － π ２

８
（Ｑ２Ｐ１ＢＱ２） ｓｙｍ

é

ë
êê

ù

û
úú ｅ

Ｔ
２ ＋
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　 　 　 　 ｅ３
１
ｒ３

Ｑ１ＫＴＦＴＦＫＱ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅＴ

３， （４０）

　 　 Ψ３ ＝ ｅ１ （Ｐ２Ａ） ｓｙｍ ＋ ＣＴ（Ｐ －１
２ － ｒ２ＤＤＴ） －１Ｃ ＋ ｒ１Ｐ２ＤＤＴＰＴ

２ ＋ １
ｒ２

ＧＴＧ ＋ １
ｒ１

ＥＴＥ －é

ë
êê

　 　 　 　 （Ｐ２ＢＫ） ｓｙｍ ＋ ｒ３Ｐ２ＤＤＴＰＴ
２ ＋ １

ｒ３
ＫＴＦＴＦＫù

û
úú ｅ

Ｔ
１ ＋

　 　 　 　 ｅ１［（Ｑ２Ｐ２ＢＫ） ｓｙｍ － ２ｒ３Ｐ２ＤＤＴＰ２Ｑ２］ｅＴ
２ ＋ ｅ１ （Ｐ２ＢＫＱ１） ｓｙｍ － ２

ｒ３
ＫＴＦＴＦＫＱ１

é

ë
êê

ù

û
úú ｅ

Ｔ
３ －

　 　 　 　 ｅ２（Ｑ２Ｐ２ＢＫＱ１） ｓｙｍｅＴ
３ ＋ π ２

８
ｅ２［ ｒ３Ｑ２Ｐ２ＤＤＴＰ２Ｑ２（Ｑ２Ｐ２ＢＱ２） ｓｙｍ］ｅＴ

２ ＋

　 　 　 　 ｅ３
１
ｒ３

Ｑ１ＫＴＦＴＦＫＱ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅＴ

３ ． （４１）

引理 ２ 表明，如果式（３２）和（３３）成立，可以直接推导出

　 　 ＬＶ（ ｔ） ＋ ２δＶ（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ∫１
０
Ξ Ｔ［Ψ１ ＋ ２δｈｅ３Ｐ３ｅＴ

３ ＋ η（ ｔ）（Ψ２ ＋ ２δｅ１Ｐ１ｅＴ
１） ＋ θ（ ｔ）（Ψ３ ＋ ２δｅ１Ｐ２ｅＴ

１）］Ξｄｘ ＜ ０． （４２）

余下证明与定理 １ 的证明类似，证毕．
３．２　 基于观测器的边界采样控制的鲁棒稳定性

基于式（２８），提出以下观测器：

　 　 ｄｚ（ｘ，ｔ） ＝ Ａｚ（ｘ，ｔ） ＋ Ｂ ∂２ ｚ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

＋ Ｌ（ ｚ（１，ｔ） － ｚ（１，ｔ））é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ， （４３）

其满足

　 　 ｚ（ｘ，０） ＝ ϕ（ｘ） （４３）
和边界条件

　 　 ｚ ｘ（０，ｔ） ＝ ０， ｚ ｘ（１，ｔ） ＝ ｕ（ ｔ）， （４５）

其中， ｚ（ｘ，ｔ） 是 ｚ（ｘ，ｔ） 的估计， Ｌ 为观测器增益矩阵， ｕ（ ｔ） ＝ － Ｋ∫１
０
ｚ（ｘ，ｔｋ）ｄｘ ．

定义观测器估计误差为 ｅ（ｘ，ｔ） ＝ ｚ（ｘ，ｔ） － ｚ（ｘ，ｔ） ．设 Ｚ（ｘ，ｔ） ＝ （ｅ（ｘ，ｔ），ｚ（ｘ，ｔ）） Ｔ ∈ ＲＲ ２ｎ， 可以得到

　 　 ｄＺ（ｘ，ｔ） ＝ Ａ
－
Ｚ（ｘ，ｔ） ＋ Ｂ

－ ∂２Ｚ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

＋ Ｌ Ｚ（１，ｔ）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ ＋ Ｃ

－
Ｚ（ｘ，ｔ）ｄＷ（ ｔ）， （４６）

其中 Ａ
－
＝Ａ ＋ Ｅ ， Ｂ

－
＝ Ｂ ＋ Ｆ ， Ｌ ＝ Ｌ ０

０ ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｃ

－
＝ Ｃ ＋ Ｇ ，以及 Ａ ＝ Ａ ０

∗ Ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｅ ＝

０ Θ（ｘ，ｔ）
０ Θ（ｘ，ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｂ ＝ Ｂ ０

∗ Ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｆ ＝ ０ χ（ｘ，ｔ）
０ χ（ｘ，ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｃ ＝ ０ Ｃ

０ Ｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｇ ＝ ０ Ξ（ｘ，ｔ）

０ Ξ（ｘ，ｔ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

对应的初始和边界条件为

　 　 Ｚ（ｘ，０） ＝ Φ
－
（ｘ）， （４７）

　 　 Ｚｘ（０，ｔ） ＝ ０２ｎ， Ｚｘ（１，ｔ） ＝ （０ｎ×ｎ，Ｉｎ×ｎ） Ｔｕ（ ｔ）， （４８）

其中， Φ
－
（ｘ） ＝ （ϕ（ｘ），ϕ（ｘ）） Ｔ ∈ ＲＲ ２ｎ ．

假设 ２　 假设不确定矩阵 Ｅ （ｘ，ｔ），Ｆ （ｘ，ｔ） 和 Ｇ （ｘ，ｔ） 可以写为 ［Ｅ （ｘ，ｔ），Ｆ （ｘ，ｔ），Ｇ （ｘ，ｔ）］ ＝ Ｄ
－
Λ（ｘ，

ｔ）［Ｅ
－
，Ｆ

－
，Ｇ

－
］， 其中 Ｄ

－
，Ｅ

－
，Ｆ

－
，Ｇ

－
∈ ＲＲ ２ｎ×２ｎ 是已知实数矩阵， Λ（ｘ，ｔ） ∈ ＲＲ ２ｎ×２ｎ 是关于时空变量的未知矩阵，并

对于任意的 ｘ ∈ ［０，１］， ｔ ∈ ［０，∞ ）， 满足 ΛＴ（ｘ，ｔ）Λ（ｘ，ｔ） ≤ Ｉ２ｎ×２ｎ ．
定理 ４　 在假设 ２ 下，如果给定控制增益 Ｋ ，Ｌ ， 标量 ｈ ＞ ０， ε ＞ ０， δ ＞ ０，ｒ１，ｒ２，ｒ３，ｒ４ 和非奇异正对角

矩阵 Ｐ １，Ｐ ２，Ｐ ３，Ｑ １，Ｑ ２，满足以下条件（４９）—（５２），则系统（４６）—（４８）在 ＢＳＣ（４５）下是鲁棒均方指数稳定

的：
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　 　 Ｐ １≠ Ｐ ２， ｈＰ １ ＜ εＰ ２， ｈ ≤ １
２δ

， Ｐ －１
１ ＞ ｒ２ ＤＤ Ｔ， Ｐ －２

１ ＞ ｒ２ ＤＤ Ｔ， （４９）

　 　

－ １
２

Ｐ １Ｂ
－
－ １

２
Ｂ
－

Ｐ １
１
ｒ４

Ｆ
－ Ｔ ｒ４ Ｐ １Ｄ

－

－ Ｉ２ｎ×２ｎ ０
∗ － Ｉ２ｎ×２ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＜ ０， （５０）

　 　

－ １
２

Ｐ ２Ｂ
－
－ １

２
Ｂ
－

Ｐ ２
１
ｒ４

Ｆ
－ Ｔ ｒ４ Ｐ ２Ｄ

－

－ Ｉ２ｎ×２ｎ ０
∗ － Ｉ２ｎ×２ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＜ ０， （５１）

　 　

Γ
－

１１ Γ
－

１２ Γ
－

１３

Γ
－

２２ Γ
－

２３

∗ Γ
－

３３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＜ ０，

Γ１１ Γ１２ Γ１３

Γ２２ Γ２３

∗ Γ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０， （５２）

其中

　 　 Γ
－

１１ ＝

Ω
－

１１ Ｐ １Ｄ
－

Ｇ
－ Ｔ Ｅ

－ Ｔ Ｋ ＴＦ
－ Ｔ Ｃ

－ Ｔ

Ω
－

２２ ０ ０ ０ ０

Ω
－

３３ ０ ０ ０

Ω
－

４４ ０ ０

Ω
－

５５ ０

∗ Ω
－

６６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 Γ
－

１２ ＝ ｈ（（Ｋ ＴＢ Ｐ １Ｑ ２ － Ｐ １ＬＱ ２） － ｒ３ Ｐ １Ｄ
－

Ｄ
－ ＴＰ １Ｑ ２），

　 　 Γ
－

１３ ＝ ｈ Ｐ １ＢＫ Ｑ １ －
１
ｒ３

Ｋ ＴＦ －ＴＦ －Ｋ Ｑ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Γ
－

２２ ＝
－ ｈπ ２

８
（Ｑ ２Ｐ １Ｂ Ｑ ２） ｓｙｍ Ｑ ２Ｐ １Ｄ

－

∗ － １
ｈｒ３

Ｉ２ｎ×２ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Γ
－

２３ ＝ － ｈＱ ２Ｐ １Ｂ Ｋ Ｑ １，

　 　 Γ
－

３３ ＝ Γ３３ ＝
－ （１ － ２δｈ） Ｐ ３ Ｑ １Ｋ

ＴＦ
－ Ｔ

∗ －
ｒ３
ｈ

Ｉ２ｎ×２ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Γ１１ ＝

Ω Ｐ ２Ｄ
－

Ｇ
－ Ｔ Ｅ

－ Ｔ Ｋ －ＴＦ
－ Ｔ Ｃ

－ Ｔ

Ω
－

２２ ０ ０ ０ ０

Ω
－

３３ ０ ０ ０

Ω
－

４４ ０ ０

Ω
－

５５ ０

∗ Ω６６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

　 　 Γ１２ ＝ ｈ（（Ｋ ＴＢ Ｐ ２Ｑ ２ － Ｐ ２Ｌ Ｑ ２） － ｒ３ Ｐ ２Ｄ
－

Ｄ
－ ＴＰ ２Ｑ ２），

　 　 Γ１３ ＝ ｈ Ｐ ２Ｂ Ｋ Ｑ １ －
１
ｒ３

Ｋ ＴＦ
－ Ｔ Ｆ

－
Ｋ Ｑ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，
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　 　 Γ２２ ＝
－ ｈπ ２

８
（Ｑ ２Ｐ ２Ｂ Ｑ ２） ｓｙｍ Ｑ ２Ｐ ２Ｄ

－

∗ － １
ｈｒ３

Ｉ２ｎ×２ｎ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Γ２３ ＝ － ｈＱ ２Ｐ ２Ｂ Ｋ Ｑ １，

　 　 Ω
－

１１ ＝ Ｐ ２ － Ｐ １ ＋ ｈ（Ｐ １Ａ － Ｐ １Ｂ Ｋ ＋ Ｐ １Ｌ ） ｓｙｍ ＋ ２δｈＰ １， Ω
－

２２ ＝ － １
ｈ（ ｒ１ ＋ ｒ３）

Ｉ２ｎ×２ｎ，

　 　 Ω
－

３３ ＝ －
ｒ２
ｈ

Ｉ２ｎ×２ｎ， Ω
－

４４ ＝ －
ｒ１
ｈ

Ｉ２ｎ×２ｎ， Ω
－

５５ ＝ －
ｒ３
ｈ

Ｉ２ｎ×２ｎ， Ω
－

６６ ＝ － １
ｈ
（Ｐ －１

１ － ｒ２ Ｄ
－ Ｔ），

　 　 Ω ＝ Ｐ ２ － Ｐ １ ＋ ｈ（Ｐ ２Ａ － Ｐ ２ＢＫ ＋ Ｐ ２Ｌ ） ｓｙｍ ＋ ２δｈＰ ２， Ω６６ ＝ － １
ｈ
（Ｐ －１

２ － ｒ２ Ｄ
－

Ｄ
－ Ｔ） ．

证明　 采用相同的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函，则微分算子如下：

　 　 ＬＶ（ ｔ） ＝ ∫１
０
ＺＴ（Ｐ ２ － Ｐ １）Ｚ － Ｚ

－ ＴＰ ３Ｚ
－
＋

　 　 　 　 η（ ｔ）（ＺＴ（（Ｐ １Ａ
－
） ｓｙｍ ＋ Ｃ

－ ＴＰ １Ｃ
－
）Ｚ ＋ （ＺＴＰ １ＬＺ（１，ｔ）） ｓｙｍ ＋ （ＺＴＰ １Ｂ

－
Ｚｘｘ） ｓｙｍ） ＋

　 　 　 　 θ（ ｔ）（ＺＴ（（Ｐ ２Ａ
－
） ｓｙｍ ＋ Ｃ

－ ＴＰ ２Ｃ
－
）Ｚ ＋ （ＺＴＰ １ＬＺ（１，ｔ）） ｓｙｍ ＋ （ＺＴＰ ２Ｂ

－
Ｚｘｘ） ｓｙｍ）ｄｘ ．

使用与式（３５）—（３８）相似的处理方法，直接给出如下结果：
　 　 ＬＶ（ ｔ） ≤

　 　 　 　 ∫１
０

(ＺＴ（Ｐ ２ － Ｐ １）Ｚ － Ｚ
－ ＴＰ ３Ｚ

－
＋ η（ ｔ） (ＺＴ (（Ｐ １Ａ ） ｓｙｍ ＋ Ｃ Ｔ（Ｐ －１

１ － ｒ２ Ｄ
－

Ｄ
－ Ｔ） －１ Ｃ ＋

　 　 　 　 ｒ１ Ｐ １Ｄ
－

Ｄ
－ ＴＰ １ ＋

１
ｒ２

Ｇ
－ Ｔ Ｇ

－
＋ １

ｒ１
Ｅ
－ Ｔ Ｅ

－
)Ｚ ＋ （ＺＴＰ １ＬＺ（１，ｔ）） ｓｙｍ －

　 　 　 　 π ２

８
ＺＴ（Ｑ ２Ｐ １ＢＱ ２） ｓｙｍＺ － （（Ｚ － Ｑ ２Ｚ） ＴＰ １ＢＫ （Ｚ － Ｑ １Ｚ

－
）） ｓｙｍ ＋

　 　 　 　 ｒ３（Ｚ － Ｑ ２Ｚ） ＴＰ １Ｄ
－

Ｄ
－ ＴＰ １（Ｚ － Ｑ ２Ｚ） ＋ １

ｒ３
（Ｚ － Ｑ １Ｚ

－
） ＴＫ ＴＦ

－ Ｔ Ｆ
－

Ｋ （Ｚ － Ｑ １Ｚ
－
） ＋

　 　 　 　 ＺＴ
ｘ ( ｒ４ Ｐ １Ｄ

－
Ｄ
－ ＴＰ １ ＋

１
ｒ４

Ｆ
－ Ｔ Ｆ

－
－ １

２
Ｐ １Ｂ － １

２
ＢＰ １ )Ｚｘ ) ＋

　 　 　 　 θ（ ｔ） (ＺＴ (（Ｐ ２Ａ ） ｓｙｍ ＋ Ｃ Ｔ（Ｐ －１
２ － ｒ２ Ｄ

－
Ｄ
－ Ｔ） －１ Ｃ ＋ ｒ１ Ｐ ２Ｄ

－
Ｄ
－ ＴＰ ２ ＋

１
ｒ２

Ｇ
－ Ｔ Ｇ

－
＋

　 　 　 　 １
ｒ１

Ｅ
－ Ｔ Ｅ

－
)Ｚ ＋ （ＺＴＰ ２Ｌ Ｚ（１，ｔ）） ｓｙｍ － π ２

８
ＺＴ（Ｑ ２Ｐ ２Ｂ Ｑ ２） ｓｙｍＺ －

　 　 　 　 （（Ｚ － Ｑ ２Ｚ） ＴＰ ２Ｂ Ｋ （Ｚ － Ｑ １Ｚ
－
）） ｓｙｍ ＋ ｒ３（Ｚ － Ｑ ２Ｚ） ＴＰ ２Ｄ

－
Ｄ
－ ＴＰ ２（Ｚ － Ｑ ２Ｚ） ＋

　 　 　 　 １
ｒ３
（Ｚ － Ｑ １Ｚ

－
） ＴＫ ＴＦ

－ Ｔ Ｆ
－

Ｋ （Ｚ － Ｑ １Ｚ
－
） ＋

　 　 　 　 ＺＴ
ｘ ( ｒ４ Ｐ ２Ｄ

－
Ｄ
－ ＴＰ ２ ＋

１
ｒ４

Ｆ
－ Ｔ Ｆ

－
－ １

２
Ｐ ２Ｂ － １

２
Ｂ Ｐ ２ )Ｚｘ )ｄｘ ． （５３）

类似的分析过程可以证明，在基于观测的 ＢＳＣ 策略下，只要满足适当的条件，具有参数扰动的随机系统

（４６）即可保持稳定，证毕．

注 ９　 值得注意的是，上述结果也适用于混合边界条件．即将 ｚｘ（０，ｔ） ＝ ０ 替换为 ｚ（０，ｔ） ＝ ０．基于文献［２９］中的讨论，这
种方法也可以解决 Ｈ∞ 控制问题．不仅如此，根据文献［３３］，本文的结果还可以通过指数变换扩展到一维随机反应扩散对流或

平流系统．
注 １０　 从分析过程中可以看出，引理 ２ 和引理 ３ 与结果的保守性密切相关．尽管一些研究人员已经推广了引理 ２， 例如文

献［２６］．但是，当引理 ２ 用于处理空间积分的形式时，它不能直接应用于本文．这也是下一步将要研究突破的课题．
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４　 数 值 仿 真

本节将提供三个数值例子来说明理论的有效性，三个例子分别对应于定理 １、定理 ２ 和定理 ３．
例 １　 考虑以下 ＳＲＤＳ：

　 　 ｄｚ（ｘ，ｔ） ＝ ０．６ｚ（ｘ，ｔ） ＋ ０．２ ∂２ｚ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ ＋ ０．１ｚ（ｘ，ｔ）ｄＷ（ ｔ）， （５４）

其中， Ａ ＝ ０．６，Ｂ ＝ ０．２，Ｃ ＝ ０．１，ｘ ∈ ［０，１］，ｔ ∈ ［０，４］ ．初始值为 ｚ（ｘ，０） ＝ π
３

ｘ － ｓｉｎ（２πｘ） ．

设 Ｐ１ ＝ １．９９９ ９，Ｐ２ ＝ ２，Ｐ３ ＝ １，Ｑ１ ＝ ０．１，Ｑ２ ＝ ５，δ ＝ ０．８．假设时间采样描述数值离散点为奇数．那么最大

采样间隔给定为 ｈ ＝ ０．００２．选择 Ｋ ＝ １０， 相应的 ＢＳＣ 设计为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ － １０∫１
０
ｚ（ｘ，ｔｋ）ｄｘ， ｋ ＝ １，２，３，…，２ ０００．

然后，通过计算矩阵的特征值，可以直接得到式（５）和（６）都成立．根据定理 １，此时系统（５４）应是均方指数

稳定的．系统（５４）的响应如图 １ 所示．另外，取 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０， 系统（５４）的响应如图 ２ 所示．这两张图对比证明了

提出的 ＢＳＣ 是有效的．

图 １　 系统（５４）的状态响应（有控制）
Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （５４） （ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ）

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

图 ２　 系统（５４）的状态响应（无控制）

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （５４） （ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｔｒｏｌ）

例 ２　 考虑如下 ＳＲＤＳ：

　 　 ｄｚ（ｘ，ｔ） ＝
０．１ ０．２
０．２５ － ０．２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｚ（ｘ，ｔ） ＋

０．６ ０．３
０．３ ０．６

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂２ｚ（ｘ，ｔ）

∂ｘ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ ＋

　 　 　 　
０．３ － ０．３
０．３ － ０．３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｚ（ｘ，ｔ）ｄＷ（ ｔ）， （５５）

其中，初始函数和边界条件为
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　 　 ｚ（ｘ，０） ＝

π
３

ｘ － ｓｉｎ（２πｘ）

π
３

ｘ － ｓｉｎ（２πｘ）

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， ｚｘ（０，ｔ） ＝ ０ｎ×ｎ， ｚｘ（１，ｔ） ＝ ｕ（ ｔ）（０ｎ×ｎ，Ｉｎ×ｎ） Ｔ ．

设 Ｐ１ ＝
１．９ ０．６
０．６ １．９

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｐ２ ＝

２ ０．４
０．４ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｐ３ ＝

１ ０．２５
０．２５ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｑ１ ＝

０．１ ０．２
０．２ ０．１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｑ２ ＝

５ １
１ ５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，δ ＝ ０．２， 最大

采样间隔给定为 ｈ ＝ ０．００４． 通过求解 ＬＭＩ 矩阵不等式 （ ２１） 和 （ ２２），可得 Ｋ ＝
－ ２．４４ ０．７８
０．７８ － １．７４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｌ ＝

－ ２．０３ － ０．１６
－ ０．１６ － １．３３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 根据定理 ２，此时系统（５５）为均方指数稳定的．系统（５５） 的响应如图 ３ 所示．另外，取

ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０， 系统（５５）的响应如图 ４ 所示．这两张图对比证明了提出的基于观测的 ＢＳＣ 是有效的．

图 ３　 系统（５５）的状态响应（有控制）

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （５５） （ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ）

例 ３　 针对定理 ３，考虑以下系统：

　 　 ｄｚ（ｘ，ｔ） ＝ （０．２ ＋ ΔＡ） ｚ（ｘ，ｔ） ＋ （０．１ ＋ ΔＢ） ∂２ｚ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

＋ ｕ（ｘ，ｔ）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｔ ＋

　 　 　 　 （０．０５ ＋ ΔＣ） ｚ（ｘ，ｔ）ｄＷ（ ｔ）， （５６）
其中， ｘ ∈ ［０，１］，ｔ ∈ ［０，５］，ΔＡ，ΔＢ 和 ΔＣ 是不确定参数．这里采用 ＢＳＣ（４）．

假设 ΔＡ ＝ ０．００２ｅ －ｘｓｉｎ（ ｔ），ΔＢ ＝ ０．００１ｅ －ｘｓｉｎ（ ｔ） 和 ΔＣ ＝ ０．０１５ｅ －ｘｃｏｓ（ ｔ） ．选择 ｒ１ ＝ ２，ｒ２ ＝ １．５，ｒ３ ＝ ２，ｒ４ ＝
５，Ｐ１ ＝ １．９９９ ９，Ｐ２ ＝ ２，Ｐ３ ＝ ０．５，Ｑ１ ＝ ０．１，Ｑ２ ＝ ０．８，δ ＝ ０．８，ｈ ＝ ０．００２．系统（５５）的初始函数为 ｚ（ｘ，０） ＝ ４πｘ ／ ７

－ ｓｉｎ（２πｘ） ．可以看出，在给定的信息下，假设 １ 是成立的．取 Ｋ ＝ ５，则采样控制器公式为 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ － ５∫１
０
ｚ（ｘ，

ｔｋ）ｄｘ， ｋ ＝ １，２，３，…，２ ５００．条件（２９）—（３３）成立．根据定理 ３，系统（５５）是均方指数随机稳定的．系统（５５）的
响应如图 ５ 所示，可以看出它是均方指数随机稳定的．为了展示所提 ＢＳＣ 的有效性，取 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ０， 响应如图

６ 所示．显然，它不是均方指数随机稳定的．
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图 ４　 系统（５５）的状态响应（无控制）

Ｆｉｇ． ４　 ｈｅ ｓｔａｔｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （５５） （ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｔｒｏｌ）

图 ５　 系统（５６）的状态响应（有控制）

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （５６） （ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ）

图 ６　 系统（５６）的状态响应（无控制）

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （５６） （ｗｉｔｈｏｕｔ ｃｏｎｔｒｏｌ）
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５　 结　 　 论

本文研究了 ＳＲＤＳ 在边界采样控制策略下的稳定性和鲁棒稳定性问题．针对系统状态可能无法全部获

得的情况，设计了 ＯＢＢＳＣ，并构造了新颖的分段不连续 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函．通过引入齐次离散变换和不等式技

术，推导出了系统均方指数稳定和鲁棒均方指数稳定的充分条件．仿真结果表明，所设计的控制器能够有效

镇定不稳定的 ＳＲＤＳ，验证了所提理论的有效性．这些结果不仅扩展了 ＳＲＤＳ 控制理论的研究范围，也为实际

工程应用提供了理论支持．对于难以建立精确数学模型的随机偏微分系统，如何将模糊规则和边界采样控制

策略结合，设计自适应的有效镇定系统，将是下一步研究的主要课题．
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［２５］　 ＦＲＩＤＭＡＮ Ｅ， ＢＬＩＧＨＯＶＳＫＹ Ａ． Ｒｏｂｕｓｔ ｓａｍｐｌｅｄ⁃ｄａｔａ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｓｅｍｉｌｉｎｅａｒ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ［ Ｊ］ ．

Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ， ２０１２， ４８（５）： ８２６⁃８３６．
［２６］　 ＬＵＯ Ｓ Ｘ， ＤＥＮＧ Ｆ Ｑ． Ａ ｎｏｔｅ ｏｎ ｄｅｌａｙ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ Ｉｔô⁃ｔｙｐｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ． Ａｕｔｏ⁃

ｍａｔｉｃａ， ２０１９， １０５： ４４３⁃４４７．
［２７］　 ＣＨＥＮ Ｗ Ｈ， ＬＵＯ Ｓ Ｘ， ＺＨＥＮＧ Ｗ Ｘ． Ｓａｍｐｌｅｄ⁃ｄａｔａ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ Ｈ∞ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ １⁃Ｄ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ

ｕｎｄｅｒ ｓｐａｔｉａｌｌｙ ｐｏｉｎｔ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｒａｎｋｌｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ， ２０１７， ３５４（１）： １９７⁃２１４．
［２８］　 ＺＨＡＮＧ Ｘ Ｍ， ＷＵ Ｈ Ｎ． Ｈ∞ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｐａｒａｍｅ⁃

ｔｅｒ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｒｏｂｕｓｔ ａｎｄ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０１９， ２９（１４）： ４６６５⁃４６８０．
［２９］　 ＷＵ Ｚ Ｇ， ＰＡＲＫ Ｊ Ｈ， ＳＵ Ｈ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｉｍｅ⁃

ｄｅｌａｙ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｕｓｉｎｇ ｓａｍｐｌｅｄ⁃ｄａｔａ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１２， ６９（４）： ２０２１⁃２０３０．
［３０］　 ＸＩＮＧ Ｍ Ｌ， ＤＥＮＧ Ｆ Ｑ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｏｕｔｐｕｔ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｎｅｔｗｏｒｋｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ａ

ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｅｖｅｎｔ⁃ｔｒｉｇｇｅｒｅｄ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ［Ｊ］ ． Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０１９， ４１
（７）： １９７５⁃１９８４．

［３１］　 ＬＩＵ Ｘ Ｚ， ＷＵ Ｋ Ｎ， ＺＨＡＮＧ Ｗ Ｈ． Ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｓｔａｂｉｌｉｓａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｈ∞ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒ
ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅａｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０１９， ５０（７）： １３８８⁃１３９８．

［３２］　 ＨＡＮ Ｘ Ｘ， ＷＵ Ｋ Ｎ， ＤＩＮＧ Ｘ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅａｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ Ｍａｒｋ⁃
ｏｖｉａｎ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｒｏｂｕｓｔ ａｎｄ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０２０， ３０（１０）： ４１２９⁃４１４８．

［３３］　 ＷＥＩ Ｔ Ｄ， ＷＡＮＧ Ｌ Ｓ， ＷＡＮＧ Ｙ Ｆ． Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ， ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｍｉｌｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅａｃｔｉｏｎ⁃
ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙｓ ａｎｄ Ｗｉｅｎｅｒ ｐｒｏｃｅｓｓｅｓ［ Ｊ］ ． Ｎｅｕｒｏｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０１７，
２３９： １９⁃２７．

６８４ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷


