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摘要：　 当结构尺度减小到微纳米尺寸时，一种新型的力电耦合效应（即挠曲电效应）愈发重要．建立了在微尺寸下

考虑挠曲电效应的声子晶体梁模型，研究了结构的色散曲线以及振动响应．首先基于挠曲电效应的纳米电介质理

论，从电学 Ｇｉｂｂｓ 自由能密度出发，得到了挠曲电材料的本构方程．并基于 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ⁃Ｅｕｌｅｒ 梁的理论假设和变分原理

推导出考虑挠曲电效应、微惯性效应以及动挠曲电效应的梁的振动控制方程．通过传递矩阵法计算考虑了挠曲电效

应的声子晶体梁的能带结构，以及有限长悬臂梁的固有频率．研究了挠曲电效应以及结构参数对固有频率和带隙的

影响规律．结果表明，挠曲电效应显著提高了固有频率，可通过改变结构参数来获得更宽带隙．仿真结果与理论结果吻

合较好，验证了理论方法的有效性．该文工作可为今后考虑挠曲电效应的微纳米声子晶体梁的设计提供理论指导．
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０　 引　 　 言

压电效应是一种典型的力电耦合效应，已经在工业上得到了广泛的应用．然而，压电效应只存在于非中

心对称材料中，且存在污染严重、能转换效率较低（一般 １０％左右）等诸多缺陷，大大限制了其在微纳系统的

发展和应用．挠曲电效应作为一种新型的力电耦合效应，具有很多压电效应不具备的优势，近些年得到了广

泛的关注．
１９６４ 年，当 Ｋｏｇａｎ［１］在研究中心对称的晶体时，首次提出了挠曲电效应的唯象学框架，描述了应变梯度

与极化之间的耦合．随后，关于挠曲电效应的理论研究就开始迅速发展起来．１９６５ 年，Ｈａｒｒｉｓ［２］ 提出了挠曲电

效应的微观机理．１９６８ 年，Ｍｉｎｄｌｉｎ［３］在传统的弹性介电能函数中引入了极化梯度，然而由于没有考虑应变梯

度，该理论只能在一定程度上解释挠曲电效应的概念．１９７０ 年，Ａｓｋａｒ 等［４］ 首次利用点阵动力学法计算出了

四种立方离子晶体的挠曲电系数．１９８１ 年，Ｉｎｄｅｎｂｏｍ 等［５］ 提出了挠曲电效应的 Ｌａｕｄａｕ 理论，将挠曲电效应

和非局部压电效应［６］做了形式上的划分．２１ 世纪初，Ｍａｒａｎｇａｎｔｉ 等［７］建立了包含应变梯度和极化耦合的数学

框架，提出了控制方程的 Ｇｒｅｅｎ 函数解，解决了夹杂问题．Ｈｕ 和 Ｓｈｅｎ［８⁃９］建立了考虑挠曲电效应、表面效应和

静电效应的介电变分原理，并推导了相应的控制方程和边界条件．他们的理论不仅适用于纳米介质中复杂的

静态机电耦合问题，而且可以通过在介质变分原理中引入动能方便分析响应的动力学问题．
另一方面，波在周期结构（即声子晶体）中的传播特性已成为近些年来学术界的热点问题．早在 １９４６ 年，

Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ［１０］就深入地研究了周期性材料中的传播特性，但是并没有引起很多注意．直到 １９９５ 年，Ｍａｒｔíｎｅｚ⁃Ｓａｌａ
等［１１］测试了西班牙一个著名雕塑的声学特性，第一次从实验的角度证实了波动带隙的存在，才引起了广泛

的关注．在 ２０００ 年以前，声子晶体的研究基本局限于 Ｂｒａｇｇ 散射原理，即晶格常数和带隙频率应在同一数量

级［１２⁃１３］ ．因此， 需要大尺寸的声子晶体来屏蔽低频噪声， 这通常是不现实的．２０００ 年， Ｌｉｕ 等［１４］ 创造性地提

出了局域共振超材料，该超材料的晶格常数比带隙对应的波长小两个数量级，实现了小尺寸控制大波长的效

果．在声子晶体的带隙研究中，Ｋｕｓｈｗａｈａ 等［１３］首先计算了声子晶体的完全带，并提出了设计完整的声带隙，
为高精度机械系统提供无振动环境．Ｇｏｌｕｂ 等［１５］ 研究了水平横波在带条状裂纹的层状声子晶体中的传播和

共振，揭示了波的共振和带隙中的局域性．Ｂｅｎｃｈａｂａｎｅ 等［１６］ 对二维压电声子晶体的全表面声带隙进行了测

试，发现全带隙的频率范围与理论预测完全一致．
然而，现有的绝大多数研究局限于宏观结构，较少考虑微纳米尺度，考虑挠曲电效应的微纳米声子晶体

的研究就更为有限．举例来说，Ｌｉｕ 等［１７］利用传递矩阵法研究了考虑挠曲电效应的一维无限大声子晶体的波

动特性．Ｙａｎｇ 等［１８⁃２０］建立了一个模型来分析纳米层状声子晶体中的弹性波、压电纳米复合材料中的 Ｌｏｖｅ 波

和无限纳米板中的 Ｌａｍｂ 波．Ｈａｎ 等［２１］利用传递矩阵法计算了声子晶体梁的能带结构．Ｌｉａｎｇ 等［２２⁃２３］ 研究了

挠曲电效应对纳米尺度梁力学性能的影响．Ｓｈｅｎ 等［２４］ 研究了考虑挠曲电效应失谐声子晶体的波动特性．赵
昊阳等［２５］对多孔挠曲电型超材料板的弯曲波进行了理论计算与分析，他们发现孔洞的尺寸对弯曲波禁带有

明显的影响．郝一涵等［２６］通过配点混合有限元法研究了固体材料中常见缺陷微孔洞间挠曲电场的相互作用．
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Ｈｅ 等［２７］则通过在板结构上引入周期布置的 ＬＣ 电路，实现了一种可编程挠曲电超材料板，可以方便地对波

动特性进行调控．总的来说，到目前为止，关于挠曲电声子晶体梁的研究还不充分．
总的来说，挠曲电效应最大的不足在于力电耦合效应较小，而声子晶体可以显著放大结构中的波动能

量，因此两者的结合有望提升整体结构的力电耦合效应，而且通过结合声子晶体梁和挠曲电效应，未来可进

一步设计相关的微纳米力电传感器，这些考量也是本文研究的主要动机．

１　 理 论 模 型

声子晶体梁如图 １ 所示．梁模型由 Ｎ 个单胞组成，每个单胞包含 Ａ，Ｂ 两种材料．每个单胞总长为 ｌ ，其中

材料 Ａ 和 Ｂ 的长度分别为 ｌＡ 和 ｌＢ ．由材料的横截面尺寸图可以看出 ｈＡ，ｈＢ，ｂＡ，ｂＢ 分别代表材料 Ａ 和材料 Ｂ
的高度和宽度（图 ２）．

图 １　 挠曲电声子晶体梁示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｐｈｏｎｏｎｉｃ ｃｒｙｓｔａｌ ｂｅａｍ

图 ２　 材料 Ａ 和 Ｂ 的横截面尺寸

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍａｔｅｒｉａｌｓ Ａ ａｎｄ Ｂ

１．１　 挠曲电梁的控制方程

为在压电本构关系中引入挠曲电效应，通过电学 Ｇｉｂｂｓ 自由能密度函数中增加关于极化与应变梯度的

耦合项．对于非中心对称电介质，电学 Ｇｉｂｂｓ 自由能密度函数可以写成［８，２４］

　 　 Ｕｂ ＝ － １
２

ａｋｌＥｋＥ ｌ －
１
２

ｂｉｊｋｌＥ ｉ，ｊＥｋ，ｌ ＋
１
２

ｃｉｊｋｌεｉｊεｋｌ － ｖｉｊｋεｉｊＥｋ － ｆｉｊｋｌＥ ｉη ｊｋｌ， （１）

ａ，ｂ，ｃ，ｅ，ｆ 是材料性质张量，其中 ａ 和 ｃ 分别是二阶介电张量和四阶弹性张量， ｂ 是高阶介电常数张量，表征

电场梯度之间的耦合， ｅ 是三阶压电常数张量，对于非中心对称介质， ｅ ≡ ０， ｆ 是四阶挠曲电耦合系数张量，
表征正挠曲电效应； Ｅ 是电场向量； ε 是应变向量； η 表征应变梯度，分别定义为

　 　 ε ｉｊ ＝
１
２
（ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｉ，ｊ）， Ｅ ｉ ＝ － φ ，ｉ， （２）

ｕ 是位移矢量， φ 是静电势．应变梯度可定义为［２５］

　 　 η ｉｊｋ ＝ ε ｉｊ，ｋ ＝
１
２
（ｕ ｊ，ｉｋ ＋ ｕｉ，ｊｋ） ． （３）

根据定义，应变和应变梯度之间的关系式应该满足 ε ｉｊ ＝ ε ｊｉ，η ｉｊｋ ＝ η ｊｉｋ ＝ ε ｉｊ，ｋ ．
小变形假设下，考虑挠曲电效应的纳米电介质的本构方程可以写成［２８］

　 　 σ ｉｊ ＝ ｃｉｊｋｌε ｋｌ － ｅｋｉｊＥｋ， τ ｉｊｋ ＝ － ｆｉｊｋｌＥ ｌ， Ｄｉ ＝ ａｉｊＥ ｊ ＋ ｅｉｊｋε ｊｋ ＋ ｆｉｊｋｌη ｊｋｌ， （４）
式中， σ ｉｊ 是应力张量分量，等同于经典弹性理论中的应力张量； τ ｉｊｋ 是高阶应力张量分量； Ｄｉ 是电位移向量

分量．基于 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ⁃Ｅｕｌｅｒ 梁的变形假设：

　 　 ｕ０（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ － ｚ ∂ｗ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

， ｖ０（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ０， ｗ０（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ｗ（ｘ，ｔ）， （５）

式中， ｕ０，ｖ０，ｗ０ 分别对应 ｘ，ｙ，ｚ 方向的位移．进一步，可得到应变和应变梯度为

　 　 ε １１ ＝ － ｚ ∂
２ｗ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２ ， η １１１ ＝ － ｚ ∂

３ｗ（ｘ，ｔ）
∂ｘ３ ， η １１３ ＝ － ∂２ｗ（ｘ，ｔ）

∂ｘ２ ． （６）
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对于细长梁，一般来说，梁在长度方向的应变梯度远小于沿厚度方向的应变梯度，即可以忽略 η １１１ 的影

响．类似于压电问题中关于电场的假设，忽略除厚度方向以外的电场分量，此时电位移表达式为

　 　 Ｄ３ ＝ ａ３３Ｅ３ ＋ ｅ３１１ε １１ ＋ ｆ３１１３η １１３ ． （７）
在开路电学条件下，表面电位移为零，根据静电学中 Ｇａｕｓｓ 定义 Ｄ３，３ ＝ ０ 可知极化电荷产生的电场为

　 　 Ｅ３ ＝ －
ｅ３１１
ａ３３

ε １１ －
ｆ３１１３
ａ３３

η １１３ ． （８）

将式（８）代入本构方程（４）可以得到

　 　 σ １１ ＝ ｃ１１１１ ＋
ｅ３１１ｅ３１１
ａ３３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ε １１ ＋

ｅ３１１ ｆ３１１３
ａ３３

η １１３， （９）

　 　 τ １１３ ＝
ｅ３１１ ｆ３１１３
ａ３３

ε １１ ＋
ｆ３１１３ ｆ３１１３

ａ３３
η １１３ ． （１０）

在开路电学条件下，表面电位移为零，此时电学 Ｇｉｂｂｓ 自由能密度可以表示为［２９］

　 　 ｕｂ ＝ １
２

σ ｉｊε ｉｊ ＋
１
２

τ ｉｊｋη ｉｊｋ ． （１１）

若考虑微惯性效应和动挠曲电效应，此时的动能密度可写为

　 　 ｋ ＝ １
２

ρｗ２ ＋ ＭｉｊｗＰ ｊ ＋
１
２

ρＬ２（ｗ ｉ，ｊ） ２， （１２）

其中， ρ 为质量密度， Ｍｉｊ 为动态挠曲电系数， Ｐ ｊ 为极化对时间的导数，可写成 Ｐ ｊ ＝ ｆｉｊｋｌη ｉｊｋ，Ｌ 为材料的微惯性

特征长度．考虑挠曲电效应、动态挠曲电效应以及微惯性效应的梁的控制方程可通过 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理推导得到

　 　 δ ∫Ｔ
０
（Ｋ － Ｕ）ｄｔ ＝ ０， （１３）

其中， Ｋ 为动能， Ｕ 为弹性势能．经过变分推导，最终可得到控制方程：

　 　 ｃ１１１１ ＋
ｅ３１１ｅ３１１
ａ３３

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉｙ ＋

ｆ３１１３ ｆ３１１３
ａ３３

Ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷
∂４ｗ
∂ｘ４

＋ ρＬ２Ａ ∂４ｗ
∂ｘ２∂ｔ２

－ ２ＡＭ３１ ｆ３１１３
∂４ｗ

∂ｘ２∂ｔ２
＋ ρＡ ∂２ｗ

∂ｔ２
＝ ０， （１４）

其中， ρＬ２Ａ ∂４ｗ
∂ｘ２∂ｔ２

与 ２ＡＭ３１ ｆ３１１３
∂４ｗ

∂ｘ２∂ｔ２
分别代表由于动挠曲电效应以及微惯性效应所导致的关于时间与位移

相关的耦合项．若忽略体挠曲电效应、动挠曲电效应以及微惯性效应，上述公式将会退化成

　 　 ｃ１１１１ ＋
ｅ３１１ｅ３１１
ａ３３

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉｙ

∂４ｗ
∂ｘ４

＋ ρＡ ∂２ｗ
∂ｔ２

＝ ０， （１５）

该公式即为经典的压电梁控制方程．为了忽略压电效应的影响，本文选用中心对称的电介质材料，此时梁结

构动力学方程可写成

　 　 ｃ１１１１Ｉｙ ＋
ｆ３１１３ ｆ３１１３

ａ３３
Ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂４ｗ
∂ｘ４

＋ ρＬ２Ａ ∂４ｗ
∂ｘ２∂ｔ２

－ ２ＡＭ３１ ｆ３１１３
∂４ｗ

∂ｘ２∂ｔ２
＋ ρＡ ∂２ｗ

∂ｔ２
＝ ０． （１６）

１．２　 声子晶体梁能带计算

假设声子晶体梁的材料 Ａ 和材料 Ｂ 共同组成单胞， 长度分别为 ｌＡ 和 ｌＢ， 此时声子晶体梁单胞总长度为

ｌ ＝ ｌＡ ＋ ｌＢ ．若定义 ｉ 代表单胞中各段的编号， 比如， ｉ ＝ １ 代表单胞中的第 １ 段梁， ｉ ＝ ２ 代表单胞中的第 ２ 段

梁．此时，考虑体挠曲电效应、动挠曲电效应以及微惯性效应的第 ｉ 段梁的控制方程可写成

　 　 ｃ１１１１Ｉｙ ＋
ｆ３１１３ ｆ３１１３

ａ３３
Ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷
∂４ｗ
∂ｘ４

＋ ρＬ２Ａ ∂４ｗ
∂ｘ２∂ｔ２

－ ２ＡＭ３１ ｆ３１１３
∂４ｗ

∂ｘ２∂ｔ２
＋ ρＡ ∂２ｗ

∂ｔ２
＝ ０， （１７）

其中， ＥＩｉｅｆｆ ＝ ｃｉ１１１１Ｉｉｙ ＋
ｆｉ３１１３ ｆｉ３１１３

ａｉ３３
Ａｉ， 可以理解为考虑挠曲电效应时梁的等效抗弯刚度．对于稳态振动问题，梁

的横向位移响应可以表示为

　 　 ｗ ｉ（ｘ，ｔ） ＝ φ ｉ（ｘ）ｅｊωｔ ． （１８）
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将横向位移通解（１８）代入梁的控制方程（１７）中，可得到以下条件：

　 　
∂４φ ｉ

∂ｘ４
－ γ ｉ

∂２φ ｉ

∂ｘ２
－ β ｉφ ｉ ＝ ０， （１９）

其中， γ ｉ，β ｉ 分别满足

　 　 γ ｉ ＝
Ａｉω ２（ρ ｉ ｌ２ｉ － ２Ｍｉ３１ ｆｉ３１１３）

ＥＩｉｅｆｆ
， β ｉ ＝

ρ ｉＡｉω ２

ＥＩｉｅｆｆ
． （２０）

进一步，可写出方程（１９）的通解形式：
　 　 φ ｉ（ｘ） ＝ Ｂ ｉｓｉｎ（λ （１）

ｉ ｘ） ＋ Ｃ ｉｃｏｓｈ（λ （２）
ｉ ｘ） ＋ Ｄｉｓｉｎｈ（λ （２）

ｉ ｘ） ＋ Ｅ ｉｃｏｓ（λ （１）
ｉ ｘ）， （２１）

其中， Ｂ ｉ，Ｃ ｉ，Ｄｉ，Ｅ ｉ 为待定系数， λ （１）
ｉ ，λ （２）

ｉ 为对应特征方程的解，具体表达式为

　 　 λ （１）
ｉ ＝ β ｉ ＋

γ ２
ｉ

４
－
γ ｉ

２
， λ （２）

ｉ ＝ β ｉ ＋
γ ２

ｉ

４
＋
γ ｉ

２
． （２２）

在声子晶体梁的第 ｎ 个单胞的左右两边的边界上，横向位移、转角、弯矩以及剪力四个边界条件应当满

足连续性条件：

　 　
φ ｎ２（０） ＝ φ ｎ１（ ｌ１）， φ′ｎ２（０） ＝ φ′ｎ１（ ｌ１），
ＥＩ２ｅｆｆφ″ｎ２（０） ＝ ＥＩ１ｅｆｆφ″ｎ１（ ｌ１）， ＥＩ２ｅｆｆφ‴ｎ２（０） ＝ ＥＩ１ｅｆｆφ‴ｎ１（ ｌ１） ．{ （２３）

为了简便计算，可将上述四个式子写成矩阵形式：
　 　 Ｋ２ψｎ２ ＝ Ｈ１ψｎ１ ． （２４）
同理，在第 ｎ 个单胞的第二段和第 ｎ ＋ １ 个单胞的第一段的界面处，连续性条件可写成

　 　 Ｋ１ψ（ｎ＋１）１ ＝ Ｈ２ψｎ２， （２５）
其中

　 　 ψｎｉ ＝ ［Ｂｎｉ 　 Ｃｎｉ 　 Ｄｎｉ 　 Ｅｎｉ］ Ｔ， （２６）

　 　 Ｋｉ ＝

１ ０ １ ０
０ λ （１）

ｉ ０ λ （２）
ｉ

－ ＥＩｉｅｆｆ（λ （１）
ｉ ） ２ ０ ＥＩｉｅｆｆ（λ （２）

ｉ ） ２ ０

０ － ＥＩｉｅｆｆ（λ （１）
ｉ ） ３ ０ ＥＩｉｅｆｆ（λ （２）

ｉ ） ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， （２７）

　 　 Ｈｉ ＝

ｃｏｓ（λ （１）
ｉ ｌｉ） ｓｉｎ（λ （１）

ｉ ｌｉ）
－ λ （１）

ｉ ｓｉｎ（λ （１）
ｉ ｌｉ） λ （１）

ｉ ｃｏｓ（λ （１）
ｉ ｌｉ）

－ ＥＩｉｅｆｆ（λ （１）
ｉ ） ２ｃｏｓ（λ （１）

ｉ ｌｉ） － ＥＩｉｅｆｆ（λ （１）
ｉ ） ２ｓｉｎ（λ （１）

ｉ ｌｉ）

ＥＩｉｅｆｆ（λ （１）
ｉ ） ３ｓｉｎ（λ （１）

ｉ ｌｉ） － ＥＩｉｅｆｆ（λ （１）
ｉ ） ３ｃｏｓ（λ （１）

ｉ ｌｉ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

　 　 　 　

ｃｏｓｈ（λ （２）
ｉ ｌｉ） ｓｉｎｈ（λ （２）

ｉ ｌｉ）

λ （２）
ｉ ｓｉｎｈ（λ （２）

ｉ ｌｉ） λ （２）
ｉ ｃｏｓｈ（λ （２）

ｉ ｌｉ）

ＥＩｉｅｆｆ（λ （２）
ｉ ） ２ｃｏｓｈ（λ （２）

ｉ ｌｉ） ＥＩｉｅｆｆ（λ （２）
ｉ ） ２ｓｉｎｈ（λ （２）

ｉ ｌｉ）

ＥＩｉｅｆｆ（λ （２）
ｉ ） ３ｓｉｎｈ（λ （２）

ｉ ｌｉ） ＥＩｉｅｆｆ（λ （２）
ｉ ） ３ｃｏｓｈ（λ （２）

ｉ ｌｉ）

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （２８）

联立式（２４）和（２５），得到

　 　 ψ（ｎ＋１） ＝ Ｔψｎ１， （２９）
其中， Ｔ ＝ Ｋ －１

１ Ｈ２Ｋ
－１
２ Ｈ１ 为每个单胞的传递矩阵．结合 Ｂｌｏｃｈ 定理，周期系统中的弹性波传播可简化为特征值

问题：
　 　 Ｔ － ｅｉｋｌＩ ＝ ０， （３０）

其中， Ｉ 为四阶单位矩阵， ｋ 为波数， ｌ 代表单胞长度．通过计算不可约 Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ 区中所有波数 ｋ 对应的频率

ω， 最终得到挠曲电声子晶体能带结构．
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１．３　 声子晶体悬臂梁的固有频率

对含有 Ｎ 个单胞的一维声子晶体梁结构，整体的传递矩阵可以写成

　 　 ＴＮ ＝ ＴＮ…Ｔｒ…Ｔ２Ｔ１ ． （３１）
整体声子晶体梁结构最左侧状态向量 ＳＬ、最右侧状态向量 ＳＲ 与总体传递矩阵 ＴＮ 之间的关系式为

　 　 ＴＮＳＬ ＝ ＳＲ ． （３２）
写成矩阵形式为

　 　

ＴＮ
１１ 　 ＴＮ

１２ 　 ＴＮ
１３ 　 ＴＮ

１４

ＴＮ
２１ 　 ＴＮ

２２ 　 ＴＮ
２３ 　 ＴＮ

２４

ＴＮ
３１ 　 ＴＮ

３２ 　 ＴＮ
３３ 　 ＴＮ

３４

ＴＮ
４１ 　 ＴＮ
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， （３３）

其中 ｗ，θ，Ｍ 以及 Ｑ 分别代表位移、转角、弯矩以及剪力，下标 Ｌ 和 Ｒ 则分别表示左端和右端．为了求解挠曲

电声子晶体梁的固有频率，需进一步考虑梁的边界条件．假设结构为悬臂梁，此时的 ＳＬ 和 ＳＲ 分别可以写成

［０　 ０　 ＭＬ 　 ＱＬ］ Ｔ 和 ［ｗＲ 　 θＲ 　 ０　 ０］ Ｔ， 代入式（３３），可以得到
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为使方程（３４）存在非零解，系数矩阵的行列式必须为零，则频率方程可写成

　 　 ＴＮ
３３ＴＮ

４４ － ＴＮ
３４ＴＮ

４３ ＝ ０． （３５）
因此，运用 Ｐｒｏｈｌ 法方程则可得到挠曲电声子晶体悬臂梁的固有频率．

２　 数值结果和讨论

为了忽略压电效应的影响，选取了两种典型的中心对称材料（ＢａＴｉＯ３ 和 ＳｒＴｉＯ３）开展数值讨论，两种材

料分别对应图 １ 中材料 Ａ 和材料 Ｂ，具体材料和几何参数见表 １．
表 １　 声子晶体梁的材料和几何性质

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ａｎｄ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｐｈｏｎｏｎ ｃｒｙｓｔａｌ ｂｅａｍｓ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ＢａＴｉＯ３ ＳｒＴｉＯ３

ｒｅｌａｔｉｖｅ ｐｅｒｍｉｔｔｉｖｉｔｙ （ａ） ４×１０３ ３×１０２

ρ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ４．５０×１０３ ４．８１×１０３

ｆ ／ （Ｃ ／ ｍ） ５．０×１０－４ １．０×１０－４

Ｅ ／ （Ｎ ／ ｍ２） １．６２×１０１１ ３．５０×１０１１

ｂ ／ ｍ １×１０－１０ １×１０－１０

２．１　 各种微观效应对色散曲线的影响

图 ３ 为考虑各种微观效应时声子晶体梁的能带结构，其中黑色正方形点对应经典声子晶体梁的色散曲

线，红色圆圈对应考虑了挠曲电效应的情况，蓝色正三角曲线以及紫色倒三角曲线则是在挠曲电效应基础上

分别加上了微惯性效应以及动挠曲电效应．在分析中用 π ／ ｌ 对波数 ｋ 进行了归一化处理．
结果表明，对于微米尺寸的声子晶体梁而言，微惯性效应以及动挠曲电效应对声子晶体梁能带结构的影

响不大．定量规律可参考式（２２），实际上，挠曲电效应对梁动力学特性的影响主要是改变了材料的等效弹性

模量，因此， 挠曲电效应具有明显的尺寸效应， 对于结构几何参数越小的声子晶体梁模型， 挠曲电效应越明

显．微惯性效应以及动挠曲电效应是位移与时间的耦合项，对声子晶体梁波动特性的影响较小．
从色散曲线上看，与经典的弹性声子晶体梁模型相比，挠曲电效应显著提高了第一带隙以及第二带隙的

中心频率以及宽度．此外，色散曲线的斜率代表了声子群速度，而声子晶体的群速度会影响结构的热传输性

质．结果表明，挠曲电效应将引起更大的声子群速度和热导率．总的来看，挠曲电效应显著改变了声子晶体梁

的能带结构．若继续缩小声子晶体梁的结构尺寸，挠曲电效应的影响作用会更加明显．下文将着重分析，当结

构缩小到何种尺度时，微惯性效应以及动挠曲电效应才有明显的影响作用．
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从理论式（１７）可以看出， ρＬ２Ａ∂４ｗ ／ （∂ｘ２∂ｔ２） 与 ２ＡＭ３１ ｆ３１１３∂４ｗ ／ （∂ｘ２∂ｔ２） 分别为代表微惯性效应以及动

挠曲电效应所引起的耦合项，它们的大小反映了各自对结构动力特性的影响程度．其中，因为动挠曲电效应

系数包含了挠曲电系数，因此动挠曲电效应必须与挠曲电效应同时考虑．比较微惯性效应的系数 ρＬ２Ａ 与动

挠曲电效应的系数 ２ＡＭ３１ ｆ３１１３， 代入文中参数发现，动挠曲电系数的数值比微惯性效应大 １ ０００ 倍．换句话

说，在同一尺寸下，动挠曲电效应比微惯性效应的影响更加显著．

图 ３　 考虑各种微观效应的声子晶体梁色散曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｐｈｏｎｏｎｉｃ ｃｒｙｓｔａｌ ｂｅａｍｓ ｕｎｄｅｒ ｖａｒｉｏｕｓ ｍｉｃｒｏｓｃｏｐｉｃ ｅｆｆｅｃｔｓ

（ａ） 经典弹性和只考虑微惯性效应结果对比 （ｂ） 经典弹性和考虑所有微观效应结果对比

（ａ） Ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｖｓ． ｍｉｃｒｏ⁃ｉｎｅｒｔｉａｌ ｅｆｆｅｃｔｓ （ｂ） Ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｖｓ． ａｌｌ ｍｉｃｒｏ⁃ｅｆｆｅｃｔｓ
图 ４　 第一带隙频率随单胞长度变化曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ｇａｐ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｗｉｔｈ ｃｅｌｌ ｌｅｎｇｔｈｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

为更清楚地讨论挠曲电效应、微惯性效应以及动挠曲电效应在什么尺寸下对结构动力学特性产生明显

的影响．图 ４（ａ）描绘了经典声子晶体梁与仅微惯性效应（此时不含挠曲电效应）的声子晶体梁第一带隙起止

频率随单胞尺寸的变化曲线．结果表明，考虑微惯性效应会明显改变声子晶体梁第一带隙的带宽以及中心频

率，整体呈现上升的趋势，即第一带隙变得更宽更高．微惯性效应体现了时间与位移的耦合项，因此考虑微惯

性本质上增大了结构的动能密度．
进一步绘制经典声子晶体梁与考虑所有微观效应（即挠曲电效应、微惯性效应及动挠曲电效应）的声子

晶体梁第一带隙的对比图（图 ４（ｂ））．结果发现，当单胞尺寸越小时，挠曲电效应对第一带隙的影响就越大，
体现了挠曲电的尺寸效应本质．数值上，结构尺寸大于 １００ μｍ 时，挠曲电效应可以忽略．总的来说，当单胞尺

寸小于 １０ ｎｍ 时，微惯性效应不可忽略，单胞尺寸小于 １００ μｍ 时，挠曲电效应不可忽略．由方程（２０）中各项

系数计算可知，当尺寸在微米级别时，挠曲电效应远比动挠曲电效应明显，起主导作用．在后文的计算中，选
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取的单胞尺寸为 ４０ μｍ，此时微惯性效应以及动挠曲电效应可以忽略不计，后文将着重关注挠曲电效应的影响．
２．２　 单胞数以及结构尺寸对固有频率的影响

本小节将讨论在有无挠曲电效应下，声子晶体中结构的厚度比、长度比以及单胞数对声子晶体梁固有频

率的影响．定义厚度比为 α１ ＝ ｈＡ ／ ｈＢ， 其中单胞中材料 Ｂ 的厚度是不变的，仅改变了单胞中材料 Ａ 的厚度．定
义长度比为 α２ ＝ ｌＡ ／ ｌＢ， 声子晶体梁总的含有的单胞数为 Ｎｕ ．假设声子晶体悬臂梁总长为 ３２０ μｍ，固定不

变，此时每一单胞的长度 ｌ 为总长除单胞数．
如图 ５ 所示，分析挠曲电效应、厚度比 α１、不同的单胞数（２，４，６，８）对声子晶体梁固有频率的影响．图上

区分开的三组曲线分别对应前三阶频率．结果表明，无论是否考虑挠曲电效应，声子晶体梁的固有频率均随

厚度比的增加而增大．单胞个数越多，结构固有频率越小，但影响幅度不大．

（ａ） 经典声子晶体梁 （ｂ） 考虑挠曲电效应的声子晶体梁

（ａ） Ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｐｈｏｎｏｎｉｃ ｂｅａｍ （ｂ） Ｔｈｅ ｐｈｏｎｏｎｉｃ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｆｆｅｃｔｓ
图 ５　 单胞数以及厚度比对梁固有频率的影响曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｃｅｌｌ ｎｕｍｂｅｒｓ ａｎｄ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｒａｔｉｏｓ ｏｎ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ

比较图 ５（ａ）和 ５（ｂ）可以发现，相比于经典声子晶体梁，单胞个数对考虑挠曲电效应的声子晶体梁固有

频率影响更小．为了更清楚地说明挠曲电效应的影响，图 ６ 给出了挠曲电效应与厚度比对声子晶体梁固有频

率的影响，此时单胞数为 ８．结果表明，考虑挠曲电效应时结构的固有频率均大于经典弹性理论结果．原因在

于，挠曲电效应本质上增加了声子晶体梁中结构的弹性模量，具体可以从理论部分方程（１７）看出．整体来看，
无论挠曲电效应考虑与否，随着厚度比增大，声子晶体梁固有频率随之逐渐增大．

图 ６　 挠曲电效应与厚度比对声子晶体梁固有频率的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｆｆｅｃｔ ａｎｄ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｒａｔｉｏ ｏｎ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｈｏｎｏｎ ｃｒｙｓｔａｌ ｂｅａｍ

图 ７（ａ）及图 ７（ｂ）分别描述了在总长固定不变的情况下，不同的单胞数（２，４，６，８）、长度比以及挠曲电

效应对声子晶体梁前三阶固有频率的影响．结果表明，与厚度比的影响规律不同的是，随着长度比的增加，声
子晶体梁固有频率呈现减小的趋势，但是长度比对固有频率的影响不及厚度比那么明显．挠曲电效应的考虑

４４０１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２５ 年　 第 ４６ 卷



与否并不影响声子晶体梁固有频率随长度比的变化趋势．单胞数越小，固有频率随着长度比的变化较为明

显，当单胞数越多时，固有频率的数值基本重合．
当取单胞数为 ８ 时，图 ８ 给出了挠曲电效应与长度比的变化对声子晶体梁固有频率的影响．结果表明，

考虑挠曲电效应时，固有频率的数值都是大于经典弹性理论计算得到的固有频率的．随着长度比的增加，声
子晶体梁的固有频率呈现下降的趋势，当考虑挠曲电效应时，固有频率下降的幅度就越大．

（ａ） 经典声子晶体梁 （ｂ） 考虑挠曲电效应的声子晶体梁

（ａ） Ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｐｈｏｎｏｎｉｃ ｂｅａｍ （ｂ） Ｔｈｅ ｐｈｏｎｏｎｉｃ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｆｆｅｃｔｓ
图 ７　 单胞数以及长度比对梁固有频率的影响曲线

Ｆｉｇ． ７　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｃｅｌｌ ｎｕｍｂｅｒｓ ａｎｄ ｌｅｎｇｔｈ ｒａｔｉｏｓ ｏｎ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ

图 ８　 挠曲电效应与长度比对声子晶体梁固有频率的影响

Ｆｉｇ． ８　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｆｆｅｃｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｌｅｎｇｔｈ ｒａｔｉｏ ｏｎ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｈｏｎｏｎ ｃｒｙｓｔａｌ ｂｅａｍ

２．３　 结构尺寸对色散曲线的影响

带隙宽度以及中心频率是声子晶体梁设计的核心指标之一．本小节将讨论厚度比、长度比对声子晶体中

心频率以及带宽的影响规律，便于今后结构设计时选取较优的结构参数．
图 ９（ａ）和 ９（ｂ）分别给出了不同厚度比、长度比组合下结构第一禁带带宽的对比．其中横坐标代表厚度

比，不同曲线代表不同的长度比，纵坐标代表声子晶体梁第一带隙带宽频段．图 ９（ａ）为经典弹性理论下声子

晶体梁第一带隙带宽随着长度比以及厚度比的变化曲线，而图 ９（ｂ）则是考虑了挠曲电效应．结果表明，不考

虑挠曲电效应且长度比相同时，第一禁带的带宽随着厚度比先增加后减小，然后在转折点处继续增大，转折

点发生在 １．５～１．６ 附近，此时声子晶体梁对波的衰减效果较弱，在实际应用中需要避免．当长度比越大的时

候，转折点所在的厚度比越小．当考虑挠曲电效应时，转折点已经超过厚度比 ２，已不在目前的横坐标范围内．
总的来看，相比于经典弹性情况，考虑挠曲电效应时第一禁带的带宽整体扩宽，这与前文结论类似．

图 １０（ａ）和 １０（ｂ）分别给出了经典弹性理论与考虑挠曲电效应时第一禁带中心频率的变化曲线．横坐

标代表厚度比，不同曲线代表不同的长度比，纵坐标则是声子晶体梁第一带隙的中心频率．相同长度比情况
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下，第一禁带的中心频率随着厚度比的增加而增加．对于经典弹性情况，厚度比小于 １．６ 时，长度比越小，中
心频率越高；当厚度比大于 １．６ 时，长度比越大，中心频率越高．可认为厚度比 １．６ 为一个转折点．但是当考虑

挠曲电效应时，情况有所区别，可以预测到这个转折点是在厚度比大于 ２ 之后才会出现．

（ａ） 经典弹性模型 （ｂ） 考虑挠曲电效应

（ａ） Ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｆｆｅｃｔ
图 ９　 第一禁带带宽变化曲线

Ｆｉｇ． ９　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ｂａｎｄｇａｐ ｂａｎｄｗｉｄｔｈ

（ａ） 经典弹性模型 （ｂ） 考虑挠曲电效应

（ａ） Ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ （ｂ）Ｔｈｅ ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｆｆｅｃｔ
图 １０　 第一禁带中心频率变化曲线

Ｆｉｇ． １０　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｃｅｎｔｅｒ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ １ｓｔ ｂａｎｄｇａｐ

３　 有限元仿真验证

采用 ＣＯＭＳＯＬ Ｍｕｔｉｐｈｙｓｉｃｓ 有限元软件来计算能带结构，验证理论结果．此时，立方相的 ＢａＴｉＯ３ 以及 Ｓｒ⁃
ＴｉＯ３ 的挠曲电系数取值为 １．０×１０－５ Ｃ ／ ｍ，长度分别为 １０ μｍ 以及 ３０ μｍ，厚度为 ０．５ μｍ 以及 １ μｍ ．具体来

说，使用 ＣＯＭＳＯＬ 中的固体模块，建立单胞的三维实体模型．如理论推导部分所述，挠曲电效应对于梁动力学

特性上的影响可以等效为抗弯刚度的改变，在单胞两端施加 Ｆｌｏｑｕｅｔ 周期性边界条件．为保证具有相同的几

何尺寸来确保位移以及应力的连续，可额外建立空气域来确保最终选取的两端尺寸相同．选用扫掠网格，对
结构进行波矢 ｋｘ 以及 ｋｙ 方向的参数化扫频，最终得到考虑挠曲电效应的声子晶体梁的能带结构．单胞建模

形式、网格划分以及结果验证如图 １１ 所示．结果表明，有限元结果和理论结果两者吻合非常好，证明了理论

仿真模型的有效性．
有限元软件不仅可以计算无限周期声子晶体梁的色散曲线，还可以计算有限周期梁的位移传输损失曲

线．进一步，在 ＣＯＭＳＯＬ 软件中，分别建立具有 ５，８，１１ 个单胞的有限大声子晶体梁模型．选择频域模块， 在梁
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的左端施加简谐位移激励．使用探针分别测量末端与初始端的位移．在 １５ ＭＨｚ 的频率范围内， 进行步长为

１０ ０００ Ｈｚ 的扫频分析，利用探针得到的位移进行位移传输损失的计算，计算公式如下：

　 　 Ｔ（ω） ＝ ２０·ｌｇ
Ｗｅ

Ｗｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３６）

其中 Ｗｅ 与 Ｗｉ 分别为通过探针得到的末端位移与初始端位移．不同单胞数对应的位移传输损失曲线如图 １２
所示．结果表明，当单胞数越大时，传输损失越小，说明此时结构隔振性能越好．而且传输损失小于 ０ ｄＢ 的频

率区间和前文讨论的色散曲线禁带频段一一对应，再次证明了禁带对波动能量的控制效果．

图 １１　 ＣＯＭＳＯＬ 有限元仿真与理论计算结果对比

Ｆｉｇ． １１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＣＯＭＳＯＬ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 １２　 不同单胞数量下的位移传输损失曲线

Ｆｉｇ． １２　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｌｏｓｓ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｅｌｌ ｎｕｍｂｅｒｓ

４　 总　 　 结

本文建立了在微纳米尺寸下考虑挠曲电效应的声子晶体梁动力学模型，研究了结构的色散曲线以及悬

臂约束下的固有频率特性．首先基于挠曲电效应的纳米电介质理论，从电学 Ｇｉｂｂｓ 自由能密度出发，得到了

挠曲电材料的本构方程．进一步，基于 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ⁃Ｅｕｌｅｒ 梁的理论假设，运用变分原理推导出考虑挠曲电效应、
微惯性效应以及动挠曲电效应的梁的控制方程．通过传递矩阵法预测考虑了挠曲电效应的声子晶体梁的能

带结构以及有限长悬臂梁的固有频率．研究了挠曲电效应以及结构参数对固有频率和第一带隙的影响．
结果表明，挠曲电效应显著增加了固有频率，可通过改变结构参数来获得较宽带隙．并且通过与 ＣＯＭ⁃

ＳＯＬ 有限元软件的仿真结果比较，验证了理论方法的有效性．此外，通过 ＣＯＭＳＯＬ 有限元仿真研究了挠曲电

声子晶体的能带结构以及有限大悬臂梁的传输损失曲线．结果表明，单胞数越大时，隔振性能越好．本文模型

为今后在微纳米力电耦合传感器的研发和应用提供了理论依据．
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