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摘要：　 黏弹性材料因其优良的减振特性，被广泛运用于土木、航空等领域．本文将非线性刚度 Ｚｅｎｅｒ 模型替代传统

非线性能量阱中的能量传递元件，提出一种新型黏弹性能量阱装置，并探讨了简谐激励下模型的分岔行为．首先，基
于非线性刚度 Ｚｅｎｅｒ 模型建立了耦合主结构⁃能量阱系统的非线性动力学控制方程，采用复变量平均法解析推导了

１ ∶ １ 共振条件下的慢变系统方程．基于此，系统揭示了慢变条件下关键参数对系统黏弹性能量阱分岔行为的影响

规律，并结合数值模拟方法，以主结构减振效率和能量传递效率为指标，进一步探讨了不同分岔区域黏弹性能量阱

的振动抑制效能．研究结果表明：新型黏弹性能量阱通过参数调控可有效调控系统的鞍结分岔和 Ｈｏｐｆ 分岔等分岔

行为，显著提升了系统的减振效率与能量传递效率，并有效抑制了主结构的位移响应．本研究为新型黏弹性能量阱

的工程设计与参数优化提供了一定的理论依据．
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０　 引　 　 言

传统的线性调谐质量阻尼器（ＴＭＤ）在振动控制中通常依赖于固定的刚度和阻尼特性，这使得它们在面

对非线性振动或突发性激励时，往往表现出较低的能量吸收能力．相比之下，非线性能量阱具有独特的非线

性力学特性，使其能够在较大的振幅范围内吸收振动能量，并且提供更好的振动控制性能［１］ ．黏弹性材料因

其具有优异的非线性行为和良好的能量耗散特性而被应用于非线性能量阱中．不仅如此，黏弹性能量阱的非

线性特性使得其在振动幅度变化时能够更有效地调节能量，从而提高系统振动抑制的能力［２］ ．因此，黏弹性

能量阱在复杂系统中具有更强的适应性和更高的能效，尤其在减振领域展现出独特的优势．
在众多黏弹性模型中，Ｚｅｎｅｒ 模型因其能够准确地模拟黏弹性材料的非线性特性而被广泛应用．对于此

种模型，Ｗａｎｇ 等［３］通过将非线性刚度元件引入 Ｚｅｎｅｒ 模型中，表明具有非线性刚度的 Ｚｅｎｅｒ 模型能充分提高

线性阻尼隔振器的减振效率．文献［４］利用 Ｚｅｎｅｒ 模型对黏弹性材料的流变特性进行了分析，利用粒子群优

化算法确定了分数 Ｚｅｎｅｒ 模型的参数并对其进行分析，验证了黏弹性流变模型的有效性．Ｙｕ 等［５］ 利用 Ｚｅｎｅｒ
模型表征黏弹性材料的动力学特性，对系统进行研究，得出了系统稳定性的判别条件，以此来获取系统双参

数平面内的鞍结分岔集．
然而，黏弹性材料的非线性特性同时增加了系统分析的复杂性．尤其在简谐激励下，黏弹性系统可能会

诱发鞍结分岔、Ｈｏｐｆ 分岔等复杂动力学行为．因此，揭示能量阱系统的复杂动力学行为对提升其减振效果具

有重要意义．针对能量阱系统分岔行为的研究，严巧赟等［６］ 通过建立轴向运动梁的黏弹性模型，首次观测到

系统在特定参数域内呈现分岔与混沌等复杂动力学现象，其基于非线性动力学特征的系统分析方法为工程

中非线性运动系统的混沌调控提供了新思路．张运法等［７］ 则聚焦分岔特性与参数关联规律，建立了激励幅

值⁃频率参数空间与线性振子振幅响应的定量映射关系，并通过数值仿真验证了组合刚度 ＮＥＳ 的卓越减振

性能．文献［８］融合动力学建模与慢变流形分析方法，不仅精确刻画了系统分岔边界在参数空间的分布规律，
还通过对比实验证明几何阻尼吸振器较传统线性阻尼具有更优的能量耗散特性，为工程减振设计开辟了非

线性调控新路径．
在现有对黏弹性能量阱系统的研究中，多集中于研究其相关模型的减振机理，但对于其在黏弹性系统中

的复杂动力学行为的研究相对较少．所以本文将聚焦于研究在简谐激励下黏弹性 Ｚｅｎｅｒ 模型的分岔行为对

单自由度能量阱振动抑制行为的影响，从理论和数值两个层面来进行分析系统的分岔行为，明确不同类型的

分岔现象对系统减振效率的影响．最后，系统地评估黏弹性能量阱系统在简谐激励下的减振效率，并揭示分

岔行为与减振性能之间的内在联系．
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１　 建立动力学模型

本文将黏弹性 Ｍａｘｗｅｌｌ 器件代替传统线性阻尼， 构成黏弹性 Ｚｅｎｅｒ 模型， 如图 １ 所示． 其中， ｍ１ 为主系

统质量， ｋ１ 为主系统弹簧的线性刚度系数， ｃ１ 为主系统阻尼系数． 黏弹性能量阱安装于主系统上层并与其耦

合连接， 其组成元素包括质量 ｍ２、 黏弹性 ＮＥＳ 的立方刚度系数 ｋ２、 黏弹性 Ｍａｘｗｅｌｌ 器件的刚度系数 ｋ３ 以及

阻尼系数 ｃ２； Ｆ 和 ω 分别为外激励幅值和频率， ｘｎ（ｎ ＝ １，２，３） 分别表示主结构和黏弹性能量阱结构产生的

位移．

图 １　 黏弹性 Ｚｅｎｅｒ 模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ Ｚｅｎｅｒ ｍｏｄｅｌ

根据图 １ 可建立动力学方程如下：

　 　
ｍ１ｘ１ ＋ ｃ１ｘ１ ＋ ｋ１ｘ１ ＋ ｋ２ （ｘ１ － ｘ２） ３ ＋ ｋ３（ｘ１ － ｘ３） ＝ Ｆｃｏｓ（ωｔ），

ｍ２ｘ２ ＋ ｃ２（ｘ２ － ｘ３） ＋ ｋ２ （ｘ２ － ｘ１） ３ ＝ ０，
ｃ２（ｘ３ － ｘ２） ＋ ｋ３（ｘ３ － ｘ１） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

引入如下变量变换：

　 　 ε ＝
ｍ２

ｍ１
， ω２

１ ＝
ｋ１

ｍ１
， εα１ ＝

ｋ２

ｋ１
， εα２ ＝

ｋ３

ｋ１
， λ１ ＝

ｃ１
εｍ１ω１

， λ２ ＝
ｃ２

ｍ２ω１
， Ｆ
ｋ１

＝ εｆ， ω ＝ ω
ω１

， τ ＝ ω１ ｔ ．

上述动力学方程可化简为

　 　
ｘ１ ＋ ελ１ｘ１ ＋ ｘ１ ＋ εα１（ｘ１ － ｘ２） ３ ＋ εα２（ｘ１ － ｘ３） ＝ εｆｃｏｓ（ωτ），

ｘ２ ＋ λ２（ｘ２ － ｘ３） ＋ α１（ｘ２ － ｘ１） ３ ＝ ０，
λ２（ｘ３ － ｘ２） ＋ α２（ｘ３ － ｘ１） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２）

本文仅研究系统在外激励频率 ω 下的 １ ∶ １ ∶ １ 共振情况，考虑系统在线性振子自然频率附近的小邻域

内的动力学特性，因此假设外激励频率和线性振子自然频率之间的差距为 ε１ 的同阶小量，满足 ω ＝ １ ＋ εσ ．
为简化方程，引入变量代换：

　 　 ｕ ＝ ｘ１ ＋ εｘ２， ｖ ＝ ｘ１ － ｘ２， ｗ ＝ ｘ１ － ｘ３ ．
将上述变量代入式（２）得

　 　

ｕ ＋ ελ１
ｕ ＋ εｖ
１ ＋ ε

＋ εｖ ＋ ｕ
１ ＋ ε

＝ εｆｃｏｓ（（１ ＋ εσ）τ），

ｖ ＋ ελ１
ｕ ＋ εｖ
１ ＋ ε

＋ εｖ ＋ ｕ
１ ＋ ε

＋ （１ ＋ ε）α１ｖ３ ＋ （１ ＋ ε）α２ｗ ＝ εｆｃｏｓ（（１ ＋ εσ）τ），

ελ２（ｖ － ｗ） ＝ εα２ｗ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３）

采用复变量平均法［９］计算得到系统慢变方程时，需引入变量代换： ψ１ｅｉ（１＋εσ）τ ＝ ｕ ＋ ｉｕ，ψ２ｅｉ（１＋εσ）τ ＝ ｖ ＋ ｉｖ，
ψ３ｅｉ（１＋εσ）τ ＝ ｗ ＋ ｉｗ ，其中 ｉ 为复数单位．

将上述变量代入方程（３）并化简得到如下方程：

６５４ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



　 　

ψ１ ＋ ｉεσψ１ ＋
ｉε（ψ１ － ψ２）
２（１ ＋ ε）

＋
ελ１（ψ１ ＋ εψ２）

２（１ ＋ ε）
＝ εｆ

２
，

ψ２ ＋ ｉεσψ２ ＋
ｉ（ψ２ － ψ１）
２（１ ＋ ε）

＋
ελ１（ψ１ ＋ εψ２）

２（１ ＋ ε）
－

３ｉ（１ ＋ ε）α１ψ２ ψ２
２

８
－

ｉ（１ ＋ ε）α２ψ３

２
＝ εｆ

２
，

ψ３ ＝
λ２

λ２ － ｉα２
ψ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（４）

为方便后续的计算，将第三式中的 ψ３ 代入第二式中得到新的慢变方程：

　 　

ψ１ ＋ ｉεσψ１ ＋
ｉε（ψ１ － ψ２）
２（１ ＋ ε）

＋
ελ１（ψ１ ＋ εψ２）

２（１ ＋ ε）
＝ εｆ

２
，

ψ２ ＋ ｉεσψ２ ＋
ｉ（ψ２ － ψ１）
２（１ ＋ ε）

＋
ελ１（ψ１ ＋ εψ２）

２（１ ＋ ε）
－

　 　
３ｉ（１ ＋ ε）α１ψ２ ψ２

２

８
＋

（α２ － ｉλ２）（１ ＋ ε）α２λ２

２（α２
２ ＋ λ２

２）
ψ２ ＝ εｆ

２
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（５）

２　 分 岔 研 究

本节将对黏弹性能量阱的分岔行为进行研究，以探讨系统参数对黏弹性能量阱分岔行为的影响．首先令

方程（５）中导数项为 ０，得慢变系统稳态平衡点代数方程：

　 　

ｉεσψ１ ＋
ｉε（ψ１ － ψ２）
２（１ ＋ ε）

＋
ελ１（ψ１ ＋ εψ２）

２（１ ＋ ε）
＝ εｆ

２
，

ｉεσψ２ ＋
ｉ（ψ２ － ψ１）
２（１ ＋ ε）

＋
ελ１（ψ１ ＋ εψ２）

２（１ ＋ ε）
－

３ｉ（１ ＋ ε）α１ψ２ ψ２
２

８
＋

　 　
（α２ － ｉλ２）（１ ＋ ε）α２λ２

２（α２
２ ＋ λ２

２）
ψ２ ＝ εｆ

２
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（６）

分离变量得

　 　 ψ１ ＝
ｆ（１ ＋ ε） ＋ ψ２（ｉ － ελ１）
（２εσ ＋ ２σ ＋ １）ｉ ＋ λ１

ｉεσ ＋ ｉ
２

＋
ε（ελ１ － ｉ）
２（１ ＋ ε）

＋
２ｉελ１ ＋ １ － ε２λ２

１

２（１ ＋ ε）（（２εσ ＋ ２σ ＋ １）ｉ ＋ λ１）
－æ

è
ç

　 　 　 　
ｉα２λ２（１ ＋ ε）
２（ｉα２ － λ２）

－
３ｉα１ ψ２

２（１ ＋ ε）
８

ö

ø
÷ ψ２ ＝ εｆ

２
＋

ｆ（ｉ － ελ１）
２（（２εσ ＋ ２σ ＋ １）ｉ ＋ λ１）

．

设 ψ２ ＝ Ｎｅｉθｔ， 将第二个式子关于两侧复变量取模并平方可得关于相对幅值平方的高次代数方程：
　 　 ｒ３Ｒ３ ＋ ｒ２Ｒ２ ＋ ｒ１Ｒ ＋ ｒ０ ＝ ０， （７）

方程（７）中的系数详见附录．
一元三次方程（７）的根可根据 Ｃａｒｄａｎｏ 判别式来确定：

　 　 Δ ＝ ｐ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋ ｑ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， （８）

其中

　 　 ｐ ＝
３ｒ１ｒ３ － ｒ２２

３ｒ２３
， ｑ ＝

２７ｒ０ｒ２３ － ９ｒ１ｒ２ｒ３ ＋ ２ｒ３２
２７ｒ３３

．

当 Δ ＞ ０ 时，方程（７）有一个实数根，这时系统只有一个平衡点；当 Δ ＜ ０ 时，方程（７）有三个不相等实

根，这时系统有三个不相等的平衡点．当 Δ ＝ ０ 时，系统会发生鞍结分岔．
图 ２ 绘制了阻尼参数与判别式的关系图，系统性地展示了调谐质量参数 （σ） 、质量比 （ε） 及刚度比

（α１） 变化等关键参数与阻尼的映射关系．通过式（８）可知，当 Δ ＝ ０ 时系统会出现鞍结分岔现象．图 ２（ａ）揭示

了调谐质量参数 （σ） 与阻尼参数间的负相关性，即调谐质量参数 （σ） 的增大，诱发鞍结分岔所需的阻尼值

呈单调递减趋势．与之形成鲜明对比的是，质量比 （ε） 和刚度比 （α１） 这两个参数与阻尼之间呈现的正相关
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关系，如图 ２（ｂ）和 ２（ｃ）所示，二者参数值的增加均会导致系统产生鞍结分岔所需的阻尼增大．以上参数的

讨论为鞍结分岔成图提供了理论框架．

（ａ） σ 变化时 （α１ ＝ ４ ／ ３， α２ ＝ ４．５， ε ＝ ０．１， ｆ ＝ ４， λ１ ＝ λ２）

（ａ） Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ σ（α１ ＝ ４ ／ ３， α２ ＝ ４．５， ε ＝ ０．１， ｆ ＝ ４， λ１ ＝ λ２）

（ｂ） ε 变化时 （α１ ＝ ４ ／ ３， α２ ＝ ４．５， σ ＝ ５， ｆ ＝ ４， λ１ ＝ λ２） （ｃ） α１ 变化时 （α２ ＝ ４．５，σ ＝ ５，ε ＝ ０．１， ｆ ＝ ４，λ１ ＝ λ２）

（ｂ） Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ε（α１ ＝ ４ ／ ３， α２ ＝ ４．５， σ ＝ ５， （ｃ） Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ α１（α２ ＝ ４．５， σ ＝ ５， ε ＝ ０．１，

ｆ ＝ ４， λ１ ＝ λ２） ｆ ＝ ４， λ１ ＝ λ２）

图 ２　 参数变化时的 λ２ ⁃Δ 关系图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ λ２ ⁃Δ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｄｉａｇｒａｍ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｃｈａｎｇｅｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

为证实图 ２ 结论，下面将分析不同参数变化时鞍结分岔的成图情况．
将方程（７）对 Ｒ 求导得

　 　 ３ｒ３Ｒ２
３ ＋ ２ｒ２Ｒ ＋ ｒ１ ＝ ０， （９）

再用求根公式解出 Ｒ 并代入方程（７）中可得边界条件为

　 　 ｒ∗３ Ｒ３
１，２ ＋ ｒ∗２ Ｒ２

１，２ ＋ ｒ∗１ Ｒ１，２ ＝ ｆ ２ ． （１０）
根据式（１０）绘制调谐质量参数、质量比和刚度比等参数变化时的鞍结分岔图，如图 ３ 所示．
通过对上述鞍结分岔图的对比分析，可以发现如下规律：当系统外激励幅值保持恒定时，不同参数的变

化对系统阻尼变化的影响也不同．具体而言，在图 ３（ａ）中，随着调谐质量参数 （σ） 的增大，阻尼参数呈现递
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减趋势；而在图 ３（ｂ）和 ３（ｃ）中，随着质量比 （ε） 和刚度比 （α１） 的增大，成图所需的阻尼参数也同步增加．
这一结论与图 ２ 的分析结果高度一致．进一步观察发现，在保持其他参数不变的情况下，单独调节调谐质量

参数 （σ） 或质量比 （ε） 时会显著改变分岔图的几何特征，即随着参数的增大，由平面 ［λ２， ｆ］ 构成的分岔

面积也增大．从形态学角度分析，鞍结分岔曲线的上部始终保持着稳定的几何特性，即无论参数如何变化，该
区段始终维持相对平缓的特征；而曲线下半部对参数变化具有高度敏感性，其形态会随参数改变产生显著的

陡峭度变化．特别值得注意的是刚度比 （α１） 的特殊影响：当其数值增大时，虽然分岔区域的整体面积变化幅

度较小，但分岔曲线右侧顶点始终位于一条竖直线上．

（ａ） σ 变化时 （α１ ＝ ４ ／ ３， α２ ＝ ４．５， ε ＝ ０．１， λ１ ＝ λ２）

（ａ） Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ σ（α１ ＝ ４ ／ ３， α２ ＝ ４．５， ε ＝ ０．１， λ１ ＝ λ２）

（ｂ） ε 变化时 （α１ ＝ ４ ／ ３， α２ ＝ ４．５， σ ＝ ５， λ１ ＝ λ２） （ｃ） α１ 变化时 （α２ ＝ ４．５，σ ＝ ５，ε ＝ ０．１， λ１ ＝ λ２）

（ｂ） Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ε（α１ ＝ ４ ／ ３， α２ ＝ ４．５， σ ＝ ５， λ１ ＝ λ２） （ｃ） Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ α１（α２ ＝ ４．５， σ ＝ ５， ε ＝ ０．１， λ１ ＝ λ２）

图 ３　 不同参数变化时的鞍结分岔图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｄｄｌｅ ｎｏｄｅ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ

继续探究鞍结分岔的平衡点情况，绘制 ε ＝ ０．１，α１ ＝ １．４４，α２ ＝ ３．５，σ ＝ ５，λ１ ＝ λ２ 时的鞍结分岔图．如图

４ 所示，在参数平面 ［λ２， ｆ］ 内，系统的鞍结分岔边界呈现出近似三角形的几何特征．为研究参数在平面不同

区域对应的平衡点数量特征，选取阻尼 λ２ ＝ ０．２，取三个 ｆ分别为 ７，３．５，１ 的点进行分析．计算结果表明：当参

数点位于该“三角形”区域内时 （Δ ＜ ０）， 系统呈现三个平衡点共存状态；而当参数点处于“三角形”区域外

时 （Δ ＞ ０）， 系统仅有单一平衡点存在．
为了探讨不同鞍结分岔区域中，各平衡点的稳定性，令
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　 　 ψ１ ＝ ψ１０ ＋ Δ１， ψ２ ＝ ψ２０ ＋ Δ２，
其中， Δ ｊ（ ｊ ＝ １，２，３） 与 ε 同阶，将变量代入方程（５），可以得到以下矩阵形式：

　 　

Δ１

Δ∗
１

Δ２

Δ∗
２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４

ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４

ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ３４

ａ４１ ａ４２ ａ４３ ａ４４

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

Δ１

Δ∗
１

Δ２

Δ∗
２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

， （１１）

其中各项系数详见附录．
根据矩阵（１１）可得到其特征多项式为

　 　 μ４ ＋ γ３μ３ ＋ γ２μ２ ＋ γ１μ ＋ γ０ ＝ ０， （１２）
令 λ１ ＝ ０， 经过计算可得特征多项式的系数详见附录．

根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 理论，当 Ｈｏｐｆ 分岔出现时，在复平面内系统的特征根穿越虚轴，即设虚数特征值为 μ ＝ ±
ｉΩ ．代入方程（１２）可得

　 　 Ω ４ － γ２Ω ２ ＋ γ０ ＝ ０， Ω ２ ＝
γ１

γ３
， （１３）

整理得

　 　 γ２
１ － γ１γ２γ３ ＋ γ０γ２

３ ＝ ０． （１４）
将上式整理成关于 Ｒ 的多项式：

　 　 ｖ１Ｒ２ ＋ ｖ２Ｒ ＋ ｖ３ ＝ ０， （１５）
系数 ｖｊ（ ｊ ＝ １，２，３） 详见附录．

方程（１５）的解可以表现为

　 　 Ｒ１，２ ＝
－ ｖ２ ± ｖ２２ － ４ｖ１ｖ３

２ｖ１
， （１６）

将 Ｒ１，２ 代入方程（１０）可得 Ｈｏｐｆ 分岔的稳定边界条件：
　 　 ｒ∗３ Ｒ３

ｊ ＋ ｒ∗２ Ｒ２
ｊ ＋ ｒ∗１ Ｒ ｊ ＝ ｆ ２，　 　 ｊ ＝ １，２． （１７）

取参数 ε ＝ ０．１，α１ ＝ １．４４，α２ ＝ ３．５，σ ＝ ５，λ１ ＝ λ２ 可绘制 Ｈｏｐｆ 分岔如图 ５ 所示，Ｈｏｐｆ 分岔将系统分为“稳
定区”和“不稳定区”两个区域．

图 ４　 参数平面 ［λ２， ｆ］ 内的鞍结分岔图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓａｄｄｌｅ ｊｕｎｃｔｉｏｎ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ
ｉｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐｌａｎｅ ［λ２， ｆ］

图 ５　 参数平面 ［λ２， ｆ］ 内的 Ｈｏｐｆ 分岔图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｉｎ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐｌａｎｅ ［λ２， ｆ］

　 　 通过改变参数，观察 Ｈｏｐｆ 分岔的形态演化规律．与鞍结分岔类似，如图 ６（ａ）和 ６（ｂ）所示，当其余参数均
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不变，仅 σ 或 ε 变化时，Ｈｏｐｆ 分岔曲线始终维持类椭圆状，且其覆盖区域面积随参数值的增加呈单调递增趋

势．如图 ６（ｃ）所示，当 α１ 变大后分岔边界围成的区域面积虽未显著变化，但其几何构型展现出独特的约束特

性，即曲线右侧顶点始终位于一条竖直线上．

（ａ） σ 变化时 （α１ ＝ ４ ／ ３， α２ ＝ ４．５， ε ＝ ０．１， λ１ ＝ λ２）

（ａ） Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ σ（α１ ＝ ４ ／ ３， α２ ＝ ４．５， ε ＝ ０．１， λ１ ＝ λ２）

（ｂ） ε 变化时 （α１ ＝ ４ ／ ３， α２ ＝ ４．５， σ ＝ ５， λ１ ＝ λ２） （ｃ） α１ 变化时 （α２ ＝ ４．５，σ ＝ ５，ε ＝ ０．１， λ１ ＝ λ２）

（ｂ） Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ε（α１ ＝ ４ ／ ３， α２ ＝ ４．５， σ ＝ ５， λ１ ＝ λ２） （ｃ） Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ α１（α２ ＝ ４．５， σ ＝ ５， ε ＝ ０．１， λ１ ＝ λ２）

图 ６　 不同参数变化时的 Ｈｏｐｆ 分岔图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅｓ

３　 黏弹性能量阱的抑制振动特性

本节将采用数值方法，以主结构减振效率、能量传递率为指标，探讨不同分岔区域对黏弹性能量阱抑振

性能的影响．
定义系统减振效率为 ηＡ ：

　 　 ηＡ ＝
Ａｗ － Ａｏ

Ａｗ

× １００％， （１８）

其中， Ａｗ 和 Ａｏ 分别为未耦合能量阱和耦合能量阱的主系统最大振幅．
将系统的能量表达式定义为
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　 　 Ｅ
－
＝ 〈（ｘ２

１ ＋ ｘ２
１） ／ ２〉 ｔ， （１９）

其中， 〈〉 ｔ 为一段时间 ｔ 内的平均能量， ｔ ∈ ［２ ０００，３ ０００］ ．
基于式（１９）定义平均能量传递效率 ηＥ：

　 　 ηＥ ＝
Ｅ１ － Ｅ２

Ｅ２

× １００％， （２０）

其中 Ｅ１ 和Ｅ２ 分别为耦合能量阱和未耦合能量阱的主系统平均能量．
以参数 ε ＝ ０．１，α１ ＝ １．４４，α２ ＝ ３．５，σ ＝ ５，λ１ ＝ λ２ 绘制的分岔图为实例，分析不同分岔区域对黏弹性能

量阱抑振性能的影响．
如图 ７ 所示，分岔边界将参数平面划分为 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 四个特征区域．可以观察到：在 Ａ 区域内，系统没有

分岔点产生，系统始终维持全局渐近稳定状态；Ｂ 区域对应 Ｈｏｐｆ 分岔主导系统行为的不稳定区，此时系统稳

定性较 Ａ 区域显著降低，但暂无鞍结分岔点产生；在 Ｃ 区域参数范围内，鞍结分岔与 Ｈｏｐｆ 分岔产生非线性

耦合效应，两者的交互作用引发吸引子结构重组，导致系统的不稳定性进一步加剧；Ｄ 区域则呈现鞍结分岔

主导的动力学特征，其参数条件将引导系统向三周期解方向演化．

图 ７　 参数平面 ［λ２， ｆ］ 内鞍结分岔和 Ｈｏｐｆ 分岔的结合图

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｄｄｌｅ ｊｕｎｃｔｉｏｎ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｉｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｐｌａｎｅ ［λ２， ｆ］

在 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 四区域中选取阻尼参数相同但激励幅值不同的四个点 ａ１，ｂ１，ｃ１，ｄ１， 将以上四点在 ＭＡＴ⁃
ＬＡＢ 中利用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法进行数值模拟，可得主结构频率响应如图 ８ 所示．

图 ８ 所示的下降率近似反映了黏弹性能量阱的减振效率，通过对比系统振动幅频响应可以发现：主系统

振幅达到峰值时，耦合能量阱的振动幅值始终显著低于未耦合状态．当系统位于 ａ１，ｂ１，ｃ１，ｄ１ 四个特征观测

点时，黏弹性能量阱的减振效率分别为 ８７．２５％、８８．２１％、９０．４３％和 ９７．３９％．这一数据揭示出分岔行为对系统

减振效率的提升具有决定性作用．但不同分岔类型对减振效率的影响呈现显著差异：在鞍结分岔主导的三周

期解区域，系统减振效率达到最大值．这种现象的机理在于，鞍结分岔引发的三平衡点状态显著拓展了系统

的能量捕获范围，从而实现对振动能量的高效耗散．与鞍结分岔相比，Ｈｏｐｆ 分岔对减振效果的提升有限，其主

要原因在于 Ｈｏｐｆ 分岔通常只涉及系统的振动模式变化，而非显著改变系统的能量分布路径．综合以上数值

模拟和理论分析可知，分岔现象对减振能力的提升具有决定性作用和层级化特征，不同分岔类型的减振效果

依次为：单一鞍结分岔（Ｄ 区域）＞鞍结－Ｈｏｐｆ 混合分岔（Ｃ 区域）＞单一 Ｈｏｐｆ 分岔（Ｂ 区域）＞未发生分岔状态

（Ａ 区域）．这一发现为优化黏弹性能量阱参数设计提供了重要理论依据，即通过主动诱导系统进入鞍结分岔

三周期解区域，可最大限度提升能量阱的能量耗散能力．
为了进一步验证以上结论，在 Ａ，Ｄ 两区域选取 ａ１，ａ２，ｄ１，ｄ２ 四点．对其在 ω ＝ １ 时的时间⁃位移关系分析，

如图 ９ 所示．
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（ａ） ａ１（ ｆ ＝ １９．８， λ２ ＝ ０．１５） （ｂ） ｂ１（ ｆ ＝ ８， λ２ ＝ ０．１５）

（ｃ） ｃ１（ ｆ ＝ ４．３， λ２ ＝ ０．１５） （ｄ） ｄ１（ ｆ ＝ １．１５， λ２ ＝ ０．１５）

图 ８　 主结构幅频响应

Ｆｉｇ． ８　 Ｍａｉｎ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

（ａ） ａ１（ ｆ ＝ １９．８， λ２ ＝ ０．１５） （ｂ） ａ２（ ｆ ＝ １６．５， λ２ ＝ ０．３）
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（ｃ） ｄ１（ ｆ ＝ １．１５， λ２ ＝ ０．１５） （ｄ） ｄ２（ ｆ ＝ ２．３， λ２ ＝ ０．３）

图 ９　 时程图

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｐｌｏｔｓ

通过对比分析图 ９（ａ）—９（ｄ）的时程振动响应可以发现：当系统进入稳定振动阶段时，Ａ 区域未耦合与

耦合能量阱的振幅差均明显小于 Ｄ 区域对应的量值．这表明，Ａ 区域的振动抑制效能明显弱于 Ｄ 区域．进一

步针对新增测点 ａ２，ｄ２ 进行数值模拟分析可知，其减振效率分别为 ７７．９９％和 ８７．７９％．该差异与前文进行数

值模拟后推导的预测结果呈现出良好的一致性，更加验证了 Ｄ 区域作为参数敏感性关键区在能量耗散机制

中的主导作用．
继续根据式（２０）分析 λ１ ＝ λ２ ＝ ０．１５，α１ ＝ １．４４，α２ ＝ ３．５ 时，阻尼、刚度比、质量比等参数对黏弹性能量阱

能量传递效率的影响．
通过对图 １０ 分析可以发现，在其他参数相同的情况下，当外激励幅值持续增大时，系统的能量传递效率

呈现逆向衰减趋势．值得注意的是，参数调控对能量传递的影响规律存在显著差异．如图 １０（ａ）所示，在固定

激励幅值条件下，增大阻尼系数不仅无法提升能量传递效率，反而会削弱能量传递效果，其最佳参数区间出

现在低阻尼区域．对比分析图 １０（ｂ）和 １０（ｃ）可见，增大刚度比对能量传递效率具有显著增益效应，而质量

比对系统能量传递效率的影响则呈现先上升后下降的非单调性特征．
基于上述参数响应规律，黏弹性能量阱的优化设计应遵循以下准则：优先选择低阻尼系数配置，采用较

大的刚度比参数，同时将质量比控制在较小优化区间．这种参数匹配关系可使得能量传递效率最大化，从而

有效提升能量阱系统的减振性能．
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图 １０　 其他参数对能量传递效率的影响

Ｆｉｇ． １０　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｏｔｈｅｒ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｎ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ

４　 结　 　 论

本文利用黏弹性阻尼来替代传统线性阻尼，对简谐激励下黏弹性 Ｚｅｎｅｒ 模型的分岔行为进行研究．文章

首先采用复变量平均法推导出系统 １ ∶ １ 共振的慢变方程，然后再深入对系统的分岔行为进行分析．随后以

主结构减振效率和能量传递效率为指标，在 ＭＡＴＬＡＢ 中采用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法进行数值模拟，探讨了不同分岔

行为对黏弹性能量阱振动抑制性能的影响．
主要结论包括以下几点：
１） 从数值模拟得到的图可以看出：黏弹性能量阱能够有效地降低黏弹性系统的振动幅度，且其非线性

特性使其能够捕获和耗散来自主结构的振动能量，从而提升系统的整体减振性能．
２） 系统发生分岔时，减振效率明显高于未发生分岔的情况．不同分岔类型的减振效果表现各异，具体而

言：鞍结分岔单独作用时减振性能最优；鞍结分岔与 Ｈｏｐｆ 分岔共同作用时次之；仅有 Ｈｏｐｆ 分岔作用时减振

效果相对较差，但仍优于无分岔的情况．即鞍结分岔产生三个平衡点区域为非线性能量阱的能量耗散和振动

抑制提供了最佳条件，使其减振效果达到最优．
３） 从能量传递效率来看，阻尼、刚度比和质量比等参数的变化对系统有着重要影响．在选取参数时应选

取阻尼较小，刚度比较大但质量比较小的参数，这样可以有效地优化系统的能量耗散能力并提高减振效率．

附　 　 录

１．方程（７）的系数为

　 　 ｒ３ ＝
９α２

１（１ ＋ ε） ２

６４
，

　 　 ｒ２ ＝
３α１α２λ２

２（１ ＋ ε） ２

８（α２
２ ＋ λ２

２）
－

３（ελ２
１（Ｍε ＋ ２） － Ｍ）
８（Ｍ２ ＋ λ２

１）
－

３α１Ｑ
８

，

　 　 ｒ１ ＝
ε４λ２

１ ＋ Ｑ２

４ （１ ＋ ε） ２ ＋
ε（ε２λ２

１ ＋ １）（Ｍ － ελ２
１） ＋ （Ｑ ＋ ε）（ε２λ２

１Ｍ ＋ ２ελ２
１ － Ｍ）

２（Ｍ２ ＋ λ２
１） （１ ＋ ε） ２ ＋

　 　 　 　
α２λ２（α２λ１（２Ｍε ＋ １） － （ελ２

１（２ ＋ Ｍε） － Ｍ）λ２ － α２ε２λ１
３）

２（Ｍ２ ＋ λ２
１）（α２

２ ＋ λ２
２）

－
２α２λ２ Ｑ －

（１ ＋ ε） ２α２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ λ２ － ε２λ１α２

æ

è
ç

ö

ø
÷

４（α２
２ ＋ λ２

２）
，

　 　 ｒ０ ＝ － ｆ ２ （１ ＋ Ｍε） ２

４（Ｍ２ ＋ λ２
１）

，

其中 Ｒ ＝ ψ２
２ ＝ Ｎ２， Ｍ ＝ ２εσ ＋ ２σ ＋ １， Ｑ ＝ ２ε２σ ＋ ２εσ ＋ １．
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２．矩阵（１１）中的参数为

　 　 ａ１１ ＝ － ｉεσ － ｉε
２（１ ＋ ε）

－
ελ１

２（１ ＋ ε）
，

　 　 ａ１３ ＝ ｉε
２（１ ＋ ε）

－
ε２λ１

２（１ ＋ ε）
，

　 　 ａ２２ ＝ ｉεσ ＋ ｉε
２（１ ＋ ε）

－
ελ１

２（１ ＋ ε）
，

　 　 ａ２４ ＝ － ｉε
２（１ ＋ ε）

－
ε２λ１

２（１ ＋ ε）
，

　 　 ａ３１ ＝ ｉ
２（１ ＋ ε）

－
ελ１

２（１ ＋ ε）
，

　 　 ａ３３ ＝ － ｉεσ ＋ ｉ
２（１ ＋ ε）

－
ε２λ１

２（１ ＋ ε）
＋

３ｉα１（１ ＋ ε） ψ２
２０

４
＋

（１ ＋ ε）α２λ２（ｉλ２ － α２）
２（α２

２ ＋ λ２
２）

，

　 　 ａ３４ ＝
３ｉα１（１ ＋ ε） ψ２

２０

８
，

　 　 ａ４２ ＝ － ｉ
２（１ ＋ ε）

－
ελ１

２（１ ＋ ε）
，

　 　 ａ４３ ＝ －
３ｉα１（１ ＋ ε） ψ２

２０

８
，

　 　 ａ４４ ＝ ｉεσ ＋ ｉ
２（１ ＋ ε）

－
ε２λ１

２（１ ＋ ε）
－

３ｉα１（１ ＋ ε） ψ２
２０

４
－

（１ ＋ ε）α２λ２（ｉλ２ ＋ α２）
２（α２

２ ＋ λ２
２）

，

　 　 ａ１２ ＝ ａ１４ ＝ ａ２１ ＝ ａ２３ ＝ ａ３２ ＝ ａ４１ ＝ ０．
３．方程（１２）中的系数为

　 　 γ３ ＝
α２

２λ２（１ ＋ ε）
α２

２ ＋ λ２
２

，

　 　 γ２ ＝
２７α２

１ （１ ＋ ε） ２

６４
Ｒ２ －

３α１（（Ｑ － （１ ＋ ε） ２α２）λ２
２ ＋ Ｑα２

２）
４（α２

２ ＋ λ２
２）

Ｒ ＋

　 　 　 　
（（１ ＋ ε） ２α２

２ － ２α２Ｑ ＋ ８ε２σ２ ＋ ４εσ ＋ １）λ２
２ ＋ ８α２

２ ε２σ２ ＋ １
２
εσ ＋ １

８( )
４（α２

２ ＋ λ２
２）

，

　 　 γ１ ＝
εα２

２λ２（４ε２σ２ ＋ ４εσ２ ＋ ４εσ ＋ １）
４（α２

２ ＋ λ２
２）

，

　 　 γ０ ＝
２７α２

１ε２Ｍ２

２５６
Ｒ２ －

３α１ε２Ｍ（（４ε２σ － ２εσ ＋ ２σ）（α２
２ ＋ λ２

２） － α２λ２
２）

１６（α２
２ ＋ λ２

２）
Ｒ ＋

　 　 　 　
ε２（４σ２ （２εσ ＋ １） ２（α２

２ ＋ λ２
２） ＋ ４σ２α２

２λ２
２（ε２ ＋ ε ＋ １） － １６εσ３α２λ２

２（１ ＋ ε） ＋ ８σ２α２
２λ２

２（ε － １））
１６（α２

２ ＋ λ２
２）

＋

　 　 　 　
ε２（（４σ ＋ １）α２

２λ２
２ － １６εσ２α２λ２ － ４σα２λ２

２）
１６（α２

２ ＋ λ２
２）

，

其中 Ｒ ＝ ψ２
２ ＝ Ｎ２， Ｍ ＝ ２εσ ＋ ２σ ＋ １， Ｑ ＝ ２ε２σ ＋ ２εσ ＋ １．

４．方程（１５）中的系数为

　 　 ｖ１ ＝ －
２７εα２

１α４
２λ２

２（１ ＋ ε） ２

２５６（α２
２ ＋ λ２

２） ２ ，

　 　 ｖ２ ＝
３εα１α４

２λ２
２（１ ＋ ε）（（４εσ ＋ １）（α２

２ ＋ λ２
２） － α２λ２

２（１ ＋ ε））
１６（α２

２ ＋ λ２
２） ３ ，

　 　 ｖ３ ＝ －
εα４

２λ２
２ λ２

２ εσ ＋ １
４

－
（１ ＋ ε）α２

４
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ α２
２ εσ ＋ １

４( )
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

（α２
２ ＋ λ２

２） ３ ．
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