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摘要：　 在实际工程应用中，解决质量优化问题不仅能够有效降低成本，还能显著提升结构性能．本文针对开孔功能

梯度材料的质量优化问题，提出了一种基于简化一阶剪切变形理论（Ｓ⁃ＦＳＤＴ）和扩展等几何分析（ＸＩＧＡ）的求解模

型，求解以第一自然频率和屈曲临界参数为约束、质量最小化的优化问题．优化算法采用基于 Ｌéｖｙ 飞行改进的人工

兔子优化算法（ＩＡＲＯ），显著提升了算法的全局探索能力和摆脱局部最优的能力．在优化设计中，Ｂ 样条函数取代了

传统的功能梯度材料分布函数，将材料分布的控制点作为设计变量．ＩＡＲＯ 算法通过 ＣＥＣ’２０１９ 测试函数的验证，展
现出优越的寻优性能．算例结果表明了该模型的有效性和可行性，未来可以进一步探索该模型在更复杂工程结构中

的应用，实现更全面的结构优化设计．
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０　 引　 　 言

功能梯度材料（ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌ，ＦＧＭ） ［１］是一种新型的复合材料， 其组成和性能在材料的厚

度或长度方向上呈连续或准连续变化， 通过在材料不同部分引入不同结构，可以实现材料性能呈梯度变化．
ＦＧＭ 因其独特的力学性能，已广泛应用到航空航天、核能、生物医学、机械制造等众多领域中［２⁃４］ ．

板理论是解决板结构，尤其是功能梯度（ＦＧ）板结构问题的关键工具之一，常见的板理论框架有： 经典

板理论（ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｐｌａｔｅ ｔｈｅｏｒｙ，ＣＰＴ） ［５］、一阶剪切变形理论（ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ，ＦＳＤＴ） ［６］、简单

一阶剪切变形理论（ ｓｉｍｐｌｅ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ，Ｓ⁃ＦＳＤＴ） ［７⁃８］、三阶剪切变形理论（ ｔｈｉｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ
ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ，ＴＳＤＴ） ［９］ 和高阶剪切变形理论（ｈｉｇｈｅｒ ｏｒｄｅｒ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ，ＨＳＤＴ） ［１０］ ．ＣＰＴ
由于未考虑剪切变形因素，仅适用于薄板；与 ＣＰＴ 相比，ＦＳＤＴ 可同时适用于厚板和薄板，但在处理薄板问题

时容易出现剪切锁定问题．尽管 ＨＳＤＴ 与 ＴＳＤＴ 在处理剪切变形方面更为精确，但它们都需要较高的计算成

本，并且需要满足 Ｃ１连续性．与 ＦＳＤＴ 相比，Ｓ⁃ＦＳＤＴ 通过将横向挠度划分为弯曲分量和剪切分量，能够节省

一个未知数，且有效避免了剪切锁定问题．然而，Ｓ⁃ＦＳＤＴ 需要广义位移的 Ｃ１连续性，这一要求在传统的基于

Ｃ０连续性的有限元分析中，往往会带来一些困难．然而，伴随等几何分析（ ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ，ＩＧＡ） ［１１］ 中非

均匀有理 Ｂ 样条（ＮＵＲＢＳ）等依赖于 Ｃ１ 连续性的基函数方法的引入，Ｓ⁃ＦＳＤＴ 的 Ｃ１连续性问题得到完美地解

决．ＩＧＡ 的基本思想是将计算机辅助设计（ＣＡＤ）中的 ＮＵＲＢＳ［１２］ 设为计算机辅助工程（ＣＡＥ）形函数．ＮＵＲＢＳ
基函数可构造高阶连续近似函数，利于求解高阶连续性问题．ＩＧＡ 具有几何精确性高、高阶连续、易自适应分

析、无需传统网格划分等优点，适用于计算网格设计［１３］和几何结构力学分析［１４⁃１６］ ．在 ＦＧＭ 领域，科学地优化

材料分布能够显著提升功能梯度板的力学性能．当下，国内外众多学者在 ＦＧ 板材料优化分布方面已取得了

一些研究进展：例如，陈明飞等［１７］基于平面应变理论并结合等几何方法，研究弹性边界条件下面内 ＦＧ 三角

形板的面内振动特性；Ｇｏｕｐｅｅ 等［１８］采用无单元 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法和实编码遗传算法方法，通过优化材料组成，实
现了最小化峰值残余应力和质量的目标；李信卿等［１９］采用基于 ＳＩＭＰ 模型的拓扑优化设计方法，以最小化结

构散热弱度为目标，采用灵敏度过滤和移动渐近线法优化设计变量，成功获得具有良好散热性能的周期性

ＦＧ 结构．
在众多零部件及结构中，孔洞的应用极为广泛．结构开孔不仅能够有效减轻重量，还便于安装与功能集

成，同时优化力学性能，促进热交换与通风，进而显著提升结构的适应性与灵活性．然而，由于 ＮＵＲＢＳ 参数空

间中张量积［１９⁃２０］形式的限制，导致 ＩＧＡ 在面对此问题时，灵活性不足．相关学者提出通过多片拼接［２１］和网格

剪裁［２２⁃２４］的方法来研究带孔结构的力学响应问题，但这些方法存在局限性，如：多片拼接要求在曲面边界处

需要精确地对齐与连接，计算复杂度较高；网格剪裁方法在剪裁过程中可能会产生多个细小的网格，误差影

响较大．扩展等几何有限元分析（ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ，ＸＩＧＡ）方法最早由 Ｂｅｎｓｏｎ 等［２５］ 提出，将
ＮＵＲＢＳ 作为基函数，在处理复杂几何结构和不连续问题时，提供较高的计算精度和效率．Ｗａｎｇ 等［２６］将 ＸＩＧＡ
和混沌粒子群优化算法（ＣＰＳＯ）相结合，针对具有切口结构进行形状优化，并通过数值计算成功验证了此数
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学框架的可行性和可靠性．
综上所述，本文针对开孔 ＦＧＭ 的质量优化问题，采用基于 Ｓ⁃ＦＳＤＴ 的 ＸＩＧＡ 方法，解决以第一自然频率

和屈曲载荷作为约束条件，质量最小化的优化问题．在此方法中，选用 Ｂ 样条函数作为材料函数，以 Ｂ 样条的

控制点作为变量，通过算例验证该方法的正确性和可行性．

１　 理 论 形 式

１．１　 ＦＧＭ 板

针对陶瓷⁃金属 ＦＧ 板，假定 ＦＧ 板的底面和顶面分别为全金属陶瓷结构．在本研究中，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν 为常

数，弹性模量 Ｅ 和密度 ρ 随厚度的变化而变化，并采用幂指数分布：

　 　 Ｅ（ ｚ） ＝ Ｅｍ ＋ （Ｅｃ － Ｅｍ）
１
２

＋ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

， （１）

　 　 ρ（ ｚ） ＝ ρｍ ＋ （ρｃ － ρｍ）
１
２

＋ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

， （２）

式中， ｎ 为梯度指数， ｚ 为厚度方向的坐标变量 （ － ｈ ／ ２ ≤ ｚ ≤ ｈ ／ ２）， 下标 ｃ 和 ｍ 分别代表陶瓷和金属材料．
１．２　 位移形式

在 ＦＳＤＴ 中，三维位移场 （ｕ，ｖ，ｗ） 可以用以下五个未知变量来表示：
　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｕ０（ｘ，ｙ） ＋ ｚϕｘ（ｘ，ｙ）， （３ａ）
　 　 ｖ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｖ０（ｘ，ｙ） ＋ ｚϕｙ（ｘ，ｙ）， （３ｂ）
　 　 ｗ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｗ０（ｘ，ｙ）， （３ｃ）

式中， ｕ０，ｖ０ 和 ｗ０ 分别表示板中平面在 ｘ，ｙ 和 ｚ 轴方向上的位置； ϕｘ 和 ϕｙ 表示它们和 ｘ 轴的横向、法向旋转．
Ｓ⁃ＦＳＤＴ 的假设如下： ① 横向位移 ｗ０ 分解成弯曲分量和剪切分量，即 ｗ０ ＝ ｗｂ ＋ ｗｓ； ② 旋转变量用弯曲

分量表示，即 ϕｘ ＝ － ∂ｗｂ ／ ∂ｘ，ϕｙ ＝ － ∂ｗｂ ／ ∂ｙ ．式（３）简化为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｕ０（ｘ，ｙ） － ｚ∂ｗｂ（ｘ，ｙ） ／ ∂ｘ， （４ａ）
　 　 ｖ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｖ０（ｘ，ｙ） － ｚ∂ｗｂ（ｘ，ｙ） ／ ∂ｙ， （４ｂ）
　 　 ｗ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｗｓ（ｘ，ｙ） ＋ ｗｂ（ｘ，ｙ）， （４ｃ）

与 ＦＳＤＴ 相比，Ｓ⁃ＦＳＤＴ 的位移场只包含四个未知量，即 ｕ０，ｖ０，ｗｂ，ｗｓ ．
根据几何方程，其应变⁃位移关系如下：

　 　

εｘ

εｙ

εｘｙ

γｘｚ

γｙｚ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

＝

∂ｕ０

∂ｘ
－ ｚ

∂２ｗｂ

∂ｘ２

∂ｕ０

∂ｙ
－ ｚ

∂２ｗｂ

∂ｙ２

∂ｕ０

∂ｙ
＋

∂ｖ０
∂ｘ

－ ２ｚ
∂２ｗｂ

∂ｘ∂ｙ
∂ｗｓ

∂ｘ
∂ｗｓ

∂ｙ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

． （５）

式（５）通过矩阵的形式表示为

　 　 ε ＝
ε０

０{ } ＋
－ ｚκ
γ{ } ， （６）

式中， ε０，κ，γ 表达式如下：
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　 　 ε０ ＝

∂ｕ０

∂ｘ
∂ｖ０
∂ｙ

∂ｕ０

∂ｙ
＋

∂ｖ０
∂ｘ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

， κ ＝

∂２ｗｂ

∂ｘ２

∂２ｗｂ

∂ｙ２

２
∂２ｗｂ

∂ｘ∂ｙ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

， γ ＝

∂ｕｓ

∂ｘ
∂ｕｓ

∂ｙ
∂２ｗｂ

∂ｙ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

． （７）

本构关系由 Ｈｏｏｋｅ 定律推导得到：
　 　 σ ＝ Ｄｍ（ ｚ）（ε０ － ｚκ）， τ ＝ Ｄｓ（ ｚ）γ， （８）
　 　 σ ＝ ［σ ｘ 　 σ ｙ 　 σ ｘｙ］ Ｔ， τ ＝ ［τ ｘｚ 　 τ ｙｚ］ Ｔ， （９）

　 　 Ｄｍ（ ｚ） ＝ Ｅ（ ｚ）
１ － ν ２

１ ν ０
ν １ ０
０ ０ （１ － ν） ／ ２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， （１０）

　 　 Ｄｓ（ ｚ） ＝ ｋＥ（ ｚ）
２（１ ＋ ν）

１ ０
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１１）

式中， ｋ 是修正系数，本文 ｋ 取值为 ５ ／ ６．
１．３　 弱形式

ＩＧＡ 中的参数域类似于有限元方法（ＦＥＭ）中的等参空间．因此，中间平面中的广义位移近似如下：

　 　 ｕｈ
０ ＝ ∑

ＮＰ

Ｉ ＝ １
ＲＩｕＩ， （１２）

　 　 ｕｈ
０ ＝ ［ｕｈ

０ 　 ｖｈ０ 　 ｗｈ
ｂ 　 ｗｈ

ｓ ］ Ｔ， （１３）
　 　 ｕＩ ＝ ［ｕＩ 　 ｖＩ 　 ｗｂＩ 　 ｗｓＩ］ Ｔ， （１４）

式中， ＮＰ ＝ （ｐ ＋ １）（ｑ ＋ １） 代表控制点的数量， ＲＩ 和 ｕＩ 代表第 Ｉ个控制点的形函数和位移向量．将式（１２）代
入式（７），可以得到以下结果：

　 　 ε０ ＝ ∑
ＮＰ

Ｉ ＝ １
Ｂｍ

Ｉ ｕＩ， （１５ａ）

　 　 κ ＝ ∑
ＮＰ

Ｉ ＝ １
Ｂｂ

Ｉ ｕＩ， （１５ｂ）

　 　 γ ＝ ∑
ＮＰ

Ｉ ＝ １
Ｂｓ

ＩｕＩ， （１５ｃ）

　 　 Ｂｍ
Ｉ ＝

ＲＩ，ｘ ０ ０ ０
０ ＲＩ，ｙ ０ ０
ＲＩ，ｙ ＲＩ，ｘ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （１６ａ）

　 　 Ｂｂ
Ｉ ＝

０ ０ ＲＩ，ｘｘ ０
０ ０ ＲＩ，ｙｙ ０
０ ０ ２ＲＩ，ｘ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （１６ｂ）

　 　 Ｂｓ
Ｉ ＝

０ ０ ０ ＲＩ，ｘ

０ ０ ０ ＲＩ，ｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１６ｃ）

对于静力学问题，其弱形式可以表示为

　 　 ∫
Ω
δεＴＤεｄΩ ＋ ∫

Ω
δγＴＤｓγｄΩ ＝ ∫

Ω
δ（ｗｂ ＋ ｗｓ） ｆｄΩ， （１７）

式中， ｆ 是单位面积的横向荷载．式（１３）中的 ε，Ｄ 和 Ｄｓ 分别为

　 　 ε ＝
ε０

κ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｄ ＝

Ｄｍ Ｂ

Ｂ Ｄｂ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， Ｄｓ ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
Ｄｓ（ ｚ）ｄｚ， （１８）
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式中， Ｄｍ，Ｂ 和 Ｄｂ 的积分公式如下：

　 　 Ｄｍ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

Ｄｍ（ ｚ）ｄｚ， （１９ａ）

　 　 Ｂ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｚＤｍ（ ｚ）ｄｚ， （１９ｂ）

　 　 Ｄｂ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ｚ２Ｄｍ（ ｚ）ｄｚ ． （１９ｃ）

针对动力学问题，其弱形式为

　 　 ∫
Ω
δεＴＤεｄΩ ＋ ∫

Ω
δεＴＤεεｄΩ ＝ ∫

Ω
δｕＴｍｕｄΩ， （２０）

式中

　 　 ｍ ＝
Ｉ０ Ｉ１
Ｉ１ Ｉ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （ Ｉ０，Ｉ１，Ｉ２） ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ρ（ ｚ）（１，ｚ，ｚ２）ｄｚ， （２１）

　 　 ｕ ＝
ｕ１

ｕ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２２ａ）

　 　 ｕ１ ＝

ｕｈ
０

ｖｈ０
ｗｈ

ｂ ＋ ｗｈ
ｓ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝ ∑
ＮＰ

Ｉ ＝ １
Ｎ１

Ｉ ｕＩ （２２ｂ）

　 　 ｕ２ ＝
∂ｗｈ

ｂ ／ ∂ｘ

∂ｗｈ
ｂ ／ ∂ｙ
０

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ ∑
ＮＰ

Ｉ ＝ １
Ｎ２

Ｉ ｕＩ， （２２ｃ）

　 　 Ｎ１
Ｉ ＝

ＲＩ ０ ０ ０
０ ＲＩ ０ ０
０ ０ ＲＩ ＲＩ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Ｎ２
Ｉ ＝

０ ０ ＲＩ，ｘ ０
０ ０ ＲＩ，ｙ ０
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （２３）

最后，对于屈曲分析，弱形式可表达如下：

　 　 ∫
Ω
δεＴＤεｄΩ ＋ ∫

Ω
δγＴＤｓγｄΩ ＋ ∫

Ω
ÑＴδ（ｗｂ ＋ ｗｓ）σ０ Ñ（ｗｂ ＋ ｗｓ）ｄΩ ＝ ０， （２４）

式中， ÑＴ ＝ ［∂ ／ ∂ｘ　 ∂ ／ ∂ｙ］ Ｔ 为梯度算子， σ０ ＝
σ ０

ｘ τ ０
ｘｙ

τ ０
ｘｙ σ ０

ｙ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

是平面内的前屈曲应力．

将式（１５）和（１８）代入式（１７），（２０）和（２４）中，得到结构静力问题、自由振动问题和屈服问题的计算结

果如下：
　 　 Ｋｄ ＝ Ｆ， （２５ａ）
　 　 （Ｋ － ω ２Ｍ）ｄ ＝ ０， （２５ｂ）
　 　 （Ｋ － λ ｃｒＫｇ）ｄ ＝ ０， （２５ｃ）

式中，刚度矩阵 Ｋ、载荷向量 Ｆ、全局矩阵 Ｍ 和刚度矩阵 Ｋｇ 的计算公式如下：

　 　 Ｋ ＝ ∫
Ω

Ｂｍ

Ｂｂ{ }
Ｔ Ｄｍ Ｂ

Ｂ Ｄｂ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

Ｂｍ

Ｂｂ{ } ｄΩ ＋ ∫
Ω
（Ｂｓ） ＴＤｓＢｓｄΩ， （２６）

　 　 Ｆ ＝ ∫
Ω
ｆ ＮｄΩ， ＮＩ ＝ ［０　 ０　 ＲＩ 　 ＲＩ］ Ｔ， （２７）

　 　 Ｍ ＝ ∫
Ω

Ｎ１

Ｎ２{ }
Ｔ

ｍ
Ｎ１

Ｎ２{ } ｄΩ， （２８）

　 　 Ｋｇ ＝ ∫
Ω
（Ｂｇ） Ｔσ０ＢｇｄΩ， （２９）
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式中， Ｂｇ
Ｉ ＝

０ ０ ＲＩ，ｘ ＲＩ，ｘ

０ ０ ＲＩ，ｙ ＲＩ，ｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

１．４　 ＸＩＧＡ
１．４．１　 ＮＵＢＲＳ 基函数

在参数空间 ξ 中，节点向量由一系列介于 ０ 和 １ 之间的非递减值组成．对于一个特定的节点向量，度数

为 ｐ 的第 ｉ 个 Ｂ 样条基函数递归定义如下：

　 　 Ｎｉ，０（ξ） ＝
１， ｉｆ ξ ｉ ≤ ξ ＜ ξ ｉ ＋１，
０， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ，{ 　 　 ｐ ＝ ０， （３０）

　 　 Ｎｉ，ｐ（ξ） ＝
ξ － ξ ｉ

ξ ｉ ＋ｐ － ξ ｉ
Ｎｉ，ｐ－１（ξ） ＋

ξ ｉ ＋ｐ＋１ － ξ
ξ ｉ ＋ｐ＋１ － ξ ｉ ＋１

Ｎｉ ＋１，ｐ－１（ξ），　 　 ｐ ≥ １， （３１）

式中， ｐ 为阶数； ｎ 是构成 Ｂ 样条曲线的基函数个数．通过引入二维控制点的权重，可定义二维 ＮＵＲＢＳ 基函

数为

　 　 Ｒｐ，ｑ
ｉ，ｊ （ξ，η） ＝

Ｎｐ
ｉ（ξ）Ｎｑ

ｊ（η）ω ｉ，ｊ

∑
ｎ

ｉ＾ ＝ １

∑
ｍ

ｊ＾ ＝ １

Ｎｐ
ｉ（ξ）Ｎｑ

ｊ（η）ω ｉ，ｊ

， （３２）

式中， ω ｉ，ｊ 是权重； Ｎｐ
ｉ（ξ） 和 Ｎｑ

ｊ（η） 分别是在 ξ 和 η 方向上的 ｐ 和 ｑ 的 Ｂ 样条基函数， Ｎｐ
ｉ（ξ） 和 Ｎｑ

ｊ（η） 由递

归公式得到， ｋ（η） 和 ｋ（ξ） 均为节点向量．
１．４．２　 ＸＩＧＡ 位移近似法

在 ＸＩＧＡ 中，使用 ＮＵＲＢＳ 基函数来近似位移场，其固有的高阶连续性特性使得应力场更为平滑，多孔结

构的 ＸＩＧＡ 近似值可定义为

　 　 ｕ（ｘ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
Ｒ ｉ（ｘ）Ｈ（ｘ）ｕｉ， （３３）

式中， Ｈ（ｘ） 是富集函数，定义如下：

　 　 Ｈ（ｘ） ＝
１，　 　 ｘ ∈ Ω，
０，　 　 ｘ ∉ Ω ．{ （３４）

１．４．３　 离散方程

根据近似公式（３３），利用 Ｂｕｂｎｏｖ⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ，可以得到标准离散方程：
　 　 Ｋｄ ＝ Ｒ， （３５）

式中， Ｋ 和 Ｒ 分别为全局刚度矩阵和控制点的外力向量， ｄ 是控制点处的位移向量．
Ｋ 中元素由下式计算得到：

　 　 ｋｉｊ ＝ ∫
Ω
Ｈ（ｘ）ＢＴ

ｉ ＣＢ ｊｄΩ， （３６）

式中， Ｃ 为应力应变矩阵， Ｂｉ 为应变矩阵：

　 　 Ｂｉ ＝

∂Ｒ ｉ

∂ｘ
０

０
∂Ｒ ｉ

∂ｙ
∂Ｒ ｉ

∂ｙ
∂Ｒ ｉ

∂ｘ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （３７）

此外，控制点的外力向量 Ｒ 元素由下式计算得到：

　 　 ｒｉ ＝ ∫
Ｔσ
ＨＲ ｉ ｔｄΓ ＋ ∫

Ω
ＨＲ ｉ ｆｄΩ， （３８）

式中， ｆ 为体力向量， ｔ 为边界 Ｔσ 上规定的牵引力．
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２　 优 化 问 题

２．１　 目标函数

本文选取铝和碳化硅混合作为研究材料，质量可用碳化硅所占的体积分数表示．本文在第一自振频率与

屈曲载荷临界范围内，以质量最小作为目标．为方便计算，对上述目标问题进行归一化操作，目标函数所呈现

的具体数学表达式为

最小化目标函数：

　 　 Ｍ ＝
∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
Ｖｃｄｚ

ｈ
， （３９）

式中， ｈ 为 ＦＧ 板厚度，体积分数 Ｖｃ 作为优化变量，且 Ｖｃ 在 ０～１ 之间．约束条件： ω １ ＜ ωＭＡＸ，Ｐｃｒ ＜ ＰＭＡＸ，ω １ 表

示第一自振频率， ωＭＡＸ 为第一自振频率临界值； Ｐｃｒ 表示屈曲荷载， ＰＭＡＸ 为屈曲荷载临界值．
２．２　 改进的人工兔子优化算法（ＩＡＲＯ）

人工兔子优化算法（ＡＲＯ）是由 Ｗａｎｇ 等［２７］于 ２０２２ 年提出的一种生物启发元启发式算法．该算法的灵感

来源于兔子的觅食和躲避捕食者的行为．通过融合探索和开发两种策略，兔子算法有效地增强了其探索解空

间并向最优解收敛的能力．然而，复杂问题带来了诸多挑战，如搜索空间大、计算复杂度高，以及摆脱局部最

优以实现全局最优的任务．
为了解决上述问题，通过引入自适应全局引导机制以及 Ｌéｖｙ 飞行策略帮助算法跳出局部最优，转而高

效寻找全局最优．
２．２．１　 全局自适应领导者策略

基于 ＡＲＯ 的基本原理，兔子通过利用其能量因子 Ａ［２７］ 来实施迂回觅食和随机躲藏策略．这种能量的自

适应调整可以平衡算法的探索和利用能力．然而，兔子在探索过程中有时会遇到挑战，即在面对形状复杂的

优化目标时，如何准确定位最优值．因此，有必要进一步加强 ＡＲＯ 的全局空间探索能力．
值得注意的是，受粒子群算法原理的启发，全局领导者机制在一定程度上增强了算法的全局空间探索能

力．因此，本文将这一机制嵌入原有的 ＡＲＯ 算法中，以获得更先进的探索能力．此外，还加入了自适应惯性权

重，以避免算法过早收敛．因此，ＡＲＯ 迂回觅食策略中的位置更新方程如下：

　 　 ｘ→ｉ（ ｔ ＋ １） ＝ ｘ→ｊ（ ｔ） ＋ ω·（ ｘ→ｂｅｓｔ（ ｔ） － ｘ→ｊ（ ｔ）） ＋ Ｒ·（ ｘ→ｉ（ ｔ） － ｘ→ｊ（ ｔ）） ＋
　 　 　 　 ｒｏｕｎｄ（０．５·（０．０５ ＋ ｒ１））·ｎ１，　 　 ｊ ≠ ｉ， ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ， （４０）

式中， ｘ→ｂｅｓｔ（ ｔ） 是截止时间 ｔ 的最优值， ω 是自适应惯性权重，计算公式为

　 　 ω ＝ ｅ －λ × １ － ｔ
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式中， ｎ 和 ｄｄｉｍ 分别代表种群数和维数．ｘｔ
ｉ，ｊ 是兔子 ｉ 在第 ｊ 个维度中的位置，而 ｘ－ ｔｊ 则代表时间 ｔ 第 ｊ 个维度中

的平均值．
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式中， ｂｕ
ｉ 和 ｂｌ

ｉ 分别是第 ｉ 维优化变量的上限和下限．
在进化的早期阶段，式（３９）显示出对 λ 值的高度敏感性．种群的能量因子 Ａ 轻微收敛会导致幂指数的 ω

放大，从而引导种群向全局最优位置收敛．这种收敛的结果会增加下一代的 λ 值．这种全局进化现象与马修

效应（Ｍａｔｔｈｅｗ ｅｆｆｅｃｔ）相似．随着 ω 的大幅减少，在进化的后期阶段，会有更多的个体趋向于全局最优位置．
２．２．２　 Ｌéｖｙ 飞行

Ｌéｖｙ 飞行是一种特殊的随机行走模型，由一连串轨迹组成，每个轨迹都具有随机性［２８］ ．该模型的每一步
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都从重尾分布中随机确定步长，从而增强了大距离运动路径的随机性．与传统的随机行走算法相比，Ｌéｖｙ 飞

行具有更强的探索能力，能更好地覆盖整个搜索空间．ＡＲＯ 与 Ｌéｖｙ 飞行的集成提高了搜索过程效率，有利于

兔子跳出局部最优．

　 　 ｘ→ｉ（ ｔ ＋ １） ＝ ｘｉ
→（ ｔ） ＋ Ｒ·（ＬＬéｖｙ（β）·ｂ
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式中， ＬＬéｖｙ（β） ～ μ ＝ ｔ －１－β，（０ ≤ β ≤ ２） ．

　 　 ＬＬéｖｙ（β） ～ ϕ × μ
｜ ξ ｜ １ ／ β， ϕ ＝ Γ（１ ＋ β） × ｓｉｎ（π × β ／ ２）

Γ（（（１ ＋ β） ／ ２） × β × ２（β －１） ／ ２）
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式中， μ 和 ξ 都是标准正态分布， Γ 是标准 Ｇａｍｍａ 函数， β ＝ １．５．
ＩＡＲＯ 示意图如图 １ 所示．可以看出，兔子种群会向领导者 １ 移动．领导者 １ 引导个体前进的方向与实际

方向之间的夹角 α ｉ 与自适应惯性权重 ω 相关，即 α ｉ ∝ｗ ．从图中可以看出，该算法在增强前掠夺能力和开发

能力之间取得了平衡．全局自适应领导者策略使兔子能够更有效地探索全局最佳位置．在迂回觅食阶段．与此

同时，Ｌéｖｙ 飞行机制使兔子在随机躲藏阶段摆脱了局部最优解的束缚．

图 １　 ＩＡＲＯ 示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ＩＡＲＯ

３　 算例与分析

３．１　 算法验证

为了进一步验证 ＩＡＲＯ 的优化性能，本文选择了 ＣＥＣ’２０１９ 基准函数集进行测试，并将结果与其他优化

算法进行了比较，如北方苍鹰算法（ＮＧＯ） ［２９］、蛇优化算法（ＳＯ） ［３０］、鲸鱼优化算法（ＷＯＡ） ［３１］、正弦余弦算法

（ＳＣＡ） ［３２］、灰狼优化器（ＧＷＯ） ［３３］和改进的灰狼优化器（ ＩＧＷＯ） ［３４］ ．为确保公平比较，本文中的所有算法都

在同一环境下执行．ＭＡＴＬＡＢ 编程软件在 Ｗｉｎｄｏｗｓ ７ 系统上使用，ＣＰＵ 为英特尔酷睿 ＴＭ ３．２ ＧＨｚ ．每种算法

独立运行 ３０ 次．比较算法的参数设置如表 １ 所示．在 ＣＥＣ’２０１９ 基准函数集中，这些优化算法的最大适合度

评估（ｍａｘ ＦＥｓ）和种群规模分别设置为 ５ ０００×ｄｄｉｍ和 ５０．表 ２ 中引入了平均值、标准差、ｔ 值和 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 符号

秩检验来评估这些优化算法的性能．符号“ ＋”、“ －”和“≈”表示 ＩＡＲＯ 的性能优于、劣于和等于其他竞争算

法．此外，每个函数的最佳均值和方差均以粗体标出．
所有优化器的收敛曲线如图 ２ 所示．表 ２ 显示了数理统计结果，包括均值、标准偏差、ｔ 值和符号秩检验．

如表 ２ 所示，在求解具有单一全局最优解的多模态基准函数（Ｆ１、Ｆ２、Ｆ７）时，ＩＡＲＯ 算法展现出显著的性能优

势．该算法在收敛精度和稳定性方面均优于其他对比算法．特别值得注意的是，在 Ｆ１ 函数的优化过程中，
ＩＡＲＯ 呈现出独特的阶梯状收敛曲线，这表明算法具有优异的局部最优规避能力．对于 Ｆ１０ 函数，虽然 ＩＡＲＯ
的表现未达最优，但其求解精度仍显著优于 ＳＯ、ＷＯＡ、ＳＣＡ、ＧＷＯ、ＩＧＷＯ 和 ＡＲＯ 等主流算法．在其余复杂多
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模态函数的测试中，ＩＡＲＯ 在大多数情况下均能获得具有竞争力的优化结果，验证了该算法在处理不同特性

优化问题时的鲁棒性和适应性．此外，在 Ｗｉｌｃｏｘｏｎ 符号秩检验中，ＩＡＲＯ 在所有优化器中得分最高，证实了其

在 ＣＥＣ’２０１９ 基准函数中的优化性能．
表 １　 算法参数设置

Ｔａｂｌｅ １　 Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｅｔｔｉｎｇｓ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓｅｔｔｉｎｇ

ＮＧＯ Ｉ ｉｓ ０ ｏｒ ２

ＳＯ ｃ１ ＝ ０．５， ｃ２ ＝ ０．０５， ｃ３ ＝ ２

ＧＷＯ ａ ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｆｒｏｍ ２ ｔｏ ０

ＩＧＷＯ ａ ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｆｒｏｍ ２ ｔｏ ０

ＡＯＡ α ＝ ５， μ ＝ ０．５

图 ２　 ＣＥＣ’２０１９ 测试函数收敛图

Ｆｉｇ． ２　 ＣＥＣ’ ２０１９ ｔｅｓｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｄｉａｇｒａｍ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

８６５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



表 ２　 不同优化器在 ＣＥＣ’２０１９ 基准上的性能统计

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｏｐｔｉｍｉｚｅｒｓ ｏｎ ＣＥＣ’２０１９ ｂｅｎｃｈｍａｒｋ

ｆｕｎｃｔｉｏｎ ＮＧＯ ＳＯ ＷＯＡ ＳＣＡ ＧＷＯ ＩＧＷＯ ＡＲＯ ＩＡＲＯ

Ｆ１

ｍｅａｎ １．１０ １．０７Ｅ６ ２．０２Ｅ６ １．１４Ｅ６ ９．４７Ｅ２ ７．３８Ｅ４ １．００ １．００

ｓｔｄ ４．０６Ｅ－１ １．１３Ｅ６ ４．０３Ｅ６ １．７５Ｅ６ ３．３５Ｅ３ ７．９７Ｅ４ ０．００ ０．００

ｔ ２．１３Ｅ－１ １．９２Ｅ－５ １．０２Ｅ－２ １．２８Ｅ－３ １．４０Ｅ－１ ２．６１Ｅ－５ ＮａＮ ＮａＮ

Ｗｉｌｃｏｘｏｎ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ≈

Ｆ２

ｍｅａｎ ９．３５ ４．９０Ｅ２ ７．１４Ｅ３ １．７９Ｅ３ ２．１８Ｅ２ １．０２Ｅ３ ３．９１ ３．８５

ｓｔｄ ４．８２ ４．４３Ｅ２ ２．３６Ｅ３ ９．８４Ｅ２ １．７０Ｅ２ ３．６７Ｅ２ ３．２３Ｅ－１ ３．１２Ｅ－１

ｔ １．３８Ｅ－６ ２．０７Ｅ－６ ２．４６Ｅ－１６ ７．８０Ｅ－１１ １．９８Ｅ－７ ４．０４Ｅ－１５ ５．０４Ｅ－１ ＮａＮ

Ｗｉｌｃｏｘｏｎ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ≈

Ｆ３

ｍｅａｎ １．１５ ３．９３ ２．９５ ７．４４ １．６９ ３．４２ １．４２ １．４１

ｓｔｄ １．９４Ｅ－１ １．６８ １．９９ １．５９ ９．３９Ｅ－１ １．５９ ４．０６Ｅ－２ ２．２５Ｅ－４

ｔ ９．０７Ｅ－８ ６．６２Ｅ－９ ２．０９Ｅ－４ ６．２４Ｅ－１９ １．２２Ｅ－１ １．６８Ｅ－７ ３．１６Ｅ－１ ＮａＮ

Ｗｉｌｃｏｘｏｎ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

Ｆ４

ｍｅａｎ １．４６Ｅ１ １．６６Ｅ１ ５．３８Ｅ１ ４．１６Ｅ１ １．３９Ｅ１ ２．２０Ｅ１ １．４９Ｅ１ １．３９Ｅ１

ｓｔｄ ４．０９ ５．９１ １．６９Ｅ１ ７．５０ ５．６１ ３．８８ ５．０４ ５．４６

ｔ ５．７４Ｅ－１ ８．５２Ｅ－２ ４．１７Ｅ－１２ ４．６３Ｅ－１８ ９．８０Ｅ－１ ５．２６Ｅ－７ ４．４０Ｅ－１ ＮａＮ

Ｗｉｌｃｏｘｏｎ － － ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

Ｆ５

ｍｅａｎ １．０３ １．６６ １．８９ ６．６０ １．６４ １．５１ １．０９ １．０８

ｓｔｄ １．７４Ｅ－２ ７．７６Ｅ－２ ３．７５Ｅ－１ １．１５ ６．８３Ｅ－１ ８．５３Ｅ－２ ４．８４Ｅ－２ ４．４２Ｅ－２

ｔ １．９２Ｅ－６ １．５０Ｅ－２６ １．９８Ｅ－１２ １．１１Ｅ－２１ １．０６Ｅ－４ １．６８Ｅ－２０ ６．６９Ｅ－１ ＮａＮ

Ｗｉｌｃｏｘｏｎ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

Ｆ６

ｍｅａｎ １．１２ ４．１２ ８．３９ ６．６０ ２．０８ １．００ １．５８ １．５０

ｓｔｄ ３．３４Ｅ－１ １．３７ １．７４ １．１５ ８．９３Ｅ－１ ５．４２Ｅ－４ ６．３７Ｅ－１ ７．４８Ｅ－１

ｔ ２．３７Ｅ－２ １．６６Ｅ－１０ １．０７Ｅ－１７ １．６６Ｅ－１７ ２．０６Ｅ－２ １．１２Ｅ－３ ６．１２Ｅ－１ ＮａＮ

Ｗｉｌｃｏｘｏｎ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ － ＋

Ｆ７

ｍｅａｎ ６．０１Ｅ２ ６．３８Ｅ２ １．２１Ｅ３ １．３４Ｅ３ １．７５Ｅ２ ７．５１Ｅ２ ６．２２Ｅ１ ４．５３Ｅ１

ｓｔｄ １．５８Ｅ２ ３．４２Ｅ２ ３．００Ｅ２ ２．０５Ｅ２ １．４０Ｅ２ ２．４２Ｅ２ ７．４８Ｅ１ ６．５５Ｅ１

ｔ ５．５７Ｅ－１７ ４．５９Ｅ－１０ ２．０２Ｅ－１９ １．１５Ｅ－２３ ３．２９Ｅ－４ １．０９Ｅ－１４ ３．１８Ｅ－１ ＮａＮ

Ｗｉｌｃｏｘｏｎ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

Ｆ８

ｍｅａｎ ３．１７ ３．８０ ４．３１ ４．２６ ３．５７ ３．２２ ２．６８ ２．５２

ｓｔｄ ２．９０Ｅ－１ ３．０９Ｅ－１ ４．００Ｅ－１ ２．３３Ｅ－１ ４．６６Ｅ－１ ３．４６Ｅ－１ ５．２１Ｅ－１ ６．１５Ｅ－１

ｔ ２．７６Ｅ－６ ６．１２Ｅ－１１ ２．１５Ｅ－１３ ８．００Ｅ－１５ ３．２９Ｅ－７ １．２６Ｅ－５ ２．８６Ｅ－１ ＮａＮ

Ｗｉｌｃｏｘｏｎ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

Ｆ９

ｍｅａｎ １．１３ １．３２ １．３３ １．４３ １．１５ １．１８ １．１５ １．１３

ｓｔｄ ３．５２Ｅ－２ ９．３６Ｅ－２ １．４１Ｅ－１ １．１０Ｅ－１ ５．９６Ｅ－２ ３．３０Ｅ－２ ７．２６Ｅ－２ ４．８８Ｅ－２

ｔ ８．４４Ｅ－１ ３．７３Ｅ－１１ ６．６２Ｅ－８ ９．４７Ｅ－１６ １．４２Ｅ－１ １．４６Ｅ－４ １．９４Ｅ－１ ＮａＮ

Ｗｉｌｃｏｘｏｎ － ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

Ｆ１０

ｍｅａｎ １．１４Ｅ１ ２．１４Ｅ１ ２．１１Ｅ１ ２．１４Ｅ１ ２．１４Ｅ１ ２．０７Ｅ１ １．９１Ｅ１ １．８５Ｅ１

ｓｔｄ ９．５７ ９．９３Ｅ－２ ８．６４Ｅ－２ ５．６８Ｅ－２ ５．８１Ｅ－２ ３．５８ ５．７６ ６．３９

ｔ ２．２０Ｅ－３ ２．１２Ｅ－２ ３．８２Ｅ－２ ２．２１Ｅ－２ ２．１６Ｅ－２ １．３２Ｅ－１ ７．３２Ｅ－１ ＮａＮ

Ｗｉｌｃｏｘｏｎ － ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

＋ ／ － ／ ≈ ／ ｇｍ　 　 　 ６２ ／ ６ ／ ２ ／ ６０

３．２　 算法验证

本文采用基于 Ｓ⁃ＦＳＤＴ 的 ＸＩＧＡ 方法进行数值计算．参考已有文献的相关算例，针对自然频率以及屈曲

载荷进行对比分析，旨在检验该数值方法在开孔 ＦＧ 板力学分析时的可靠性与精准度．
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３．２．１　 开心孔 ＦＧ 板的自然频率分析

图 ３　 开心形孔 ＦＧ 方板示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ａ ｓｑｕａｒｅ ＦＧＭ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｈｅａｒｔ⁃ｓｈａｐｅｄ ｃｕｔｏｕｔ

如图 ３ 所示，有一个正方形板，其厚度设定为 ｈ ＝ ０．０５
ｍ，边长 Ｌ＝ １０ ｍ，板内带有一个独特的心形孔．该心形孔的

具体尺寸参数如下：半径取值为 ｒ ＝ ２ ｍ 并且参数 ａ ＝ ２ ｍ，
该心形孔以板的斜对角线虚轴 ｌ， 呈现对称分布形态．与此

同时，该板的材料属性明确，其 Ｅ ＝ ２．０×１０１１ Ｐａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比

ν ＝ ０．３．在此算例下，几何阶次参数设置为 ｐ ＝ ｑ ＝ ３， ＦＧＭ
的分布规律遵循幂函数形式：

　 　 Ｖｃ ＝
１
２

＋ ｚ
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

， （４６）

式中， ｎ 代表材料梯度指数．
在本算例中，频率被归一化处理：
　 　 ω∗ ＝ （ω ２ρｈａ２ ／ Ｄ） －１ ／ ４， （４７）

式中， ρ ＝ ８ ０００ ｋｇ ／ ｍ３， Ｄ ＝ Ｅｈ３ ／ （１２（１ － ν ２）） ．
此外，ＸＩＧＡ 的控制点网格设置为 ２１×２１．表 ３ 列出了

不同方法下的第一自然频率统计结果．边界条件设定为全简支（ＳＳＳＳ）．从结果可以看出，本文所采用的方法

与已有方法得到的结果十分接近．
表 ３　 第一自然频率对比统计表（单位： ｒａｄ ／ ｓ）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｓｔｒｅｓｓｅｓ（ｕｎｉｔ： ｒａｄ ／ ｓ）

ｍｅｔｈｏｄ ／ ＢＣ
ｏｒｄｅｒ

１ ２ ３ ４

ｒｅｆ． ［３５］ ５．０９８ ６．６０８ ６．９２９ ８．６４４

ｒｅｆ． ［３６］ ５．１９３ ６．５７９ ６．５９７ ７．８１９

ｒｅｆ． ［３７］ ４．９１９ ６．３９８ ６．７７５ ８．６１３

ｐｒｅｓｅｎｔ ４．６３４ ６．８５６ ６．９３６ ８．８１４

３．２．２　 开圆孔 ＦＧ 板的屈曲分析

图 ４ 为边长 Ｌ 的圆形开孔的 ＦＧ 板，其材料为 Ａｌ ／ ＺｒＯ２ ．该板的基体材料和增强材料的机械模量分别为

Ｅｍ ＝ ７０ ＧＰａ， Ｅｃ ＝ １５１ ＧＰａ，且二者的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３．该板的孔半径为 ｒ，厚度为 ｈ，满足尺寸比： ａ ／ ｈ ＝ １００，
ｒ ／ ａ ＝ ０．１．板的边界条件为全简支，其材料属性按式（３２）的梯度分布．

图 ４　 开圆孔 ＦＧ 方板示意图

Ｆｉｇ． ４　 Ａ ｓｑｕａｒｅ ＦＧＭ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｈｏｌｅ

对板施加单轴压缩载荷．表 ４ 为归一化后不同方法下的临界屈曲应力结果．经验证，本文的方法和先前

文献的结果相契合．屈曲临界载荷归一化公式如下：

０７５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



　 　 ｋｃｒ ＝ σ ０λ ｃｒＬ２ ／ （π ２Ｄ）， （４８）
式中， Ｄ ＝ Ｅｍｈ３ ／ （１２（１ － ν ２）） ．

表 ４　 临界屈曲应力对比统计表（单位： Ｐａ）
Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｓｔｒｅｓｓｅｓ（ｕｎｉｔ： Ｐａ）

ｍｅｔｈｏｄ
ｍａｔｅｒｉａｌ ｇｒａｄｅｄ ｉｎｄｅｘ

０ １ ５

ｒｅｆ． ［３８］ ６．９７１ ４．６８６ ４．０６１

ｒｅｆ． ［３９］ ６．９９２ ４．８８８ ４．１５８

ｒｅｆ． ［４０］ ７．０１３ ４．９０３ ４．１７０

ｐｒｅｓｅｎｔ ７．００９ ４．９００ ４．１５８

３．３　 复杂开孔 ＦＧ 板的目标优化

图 ５ 展示了一个边长为 １０ ｍ 的陶瓷（Ａｌ２Ｏ３）⁃金属（Ａｌ）两相 ＦＧ 全固定方板，Ａｌ２Ｏ３ 的弹性模量、Ｐｏｉｓｓｏｎ
比和密度分别为 ４７６ ＧＰａ，０．１９，３ ２２０ ｋｇ·ｍ－３，材料 Ａｌ 对应材料属性为 ７０ ＧＰａ，０．３，２ ７０７ ｋｇ·ｍ－３ ．此外，图中

标注了复杂孔洞的具体尺寸．
方板厚度为 ０．１ ｍ，在其上表面施加了一个均匀载荷，大小为 １．８×１０４ Ｎ ／ ｍ２，允许的最大位移为 ０．０５ ｍ ．

在本例中，归一化修正系数的计算公式分别为 Ｎａ ＝ １ ／ １０９ ／ Ｒ２，Ｐｃｒ ＝ Ｅｍπ ２ｈ３ ／ （１２（１ － ν ２
ｍ）Ｒ２） ．此外，ＸＩＧＡ

的控制点网格布局为 １６×１６．种群规模设定为 ５０，最大迭代次数为 １００ 次，图 ６ 展示了复杂开孔 ＦＧ 板的迭代

曲线．最优解对应的目标函数分别为 ｆ ＝ ０．３８２ １，ｗ１ ＝ ０．４６５ ３，Ｐｃｒ ＝ ７．２２０ ５７．此外，图 ７ 和图 ８ 详细列出了复

杂开孔最优解的自振振型和屈曲振型．

图 ５　 复杂开孔 ＦＧ 板示意图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ ｈｏｌｅ
图 ６　 复杂开孔 ＦＧ 板的迭代曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｈｏｌｅｓ

３．４　 ＦＧ 双孔板的目标优化

图 ９ 所示为含双孔的 ＦＧ 方板结构，其几何尺寸为 １０ ｍ×１０ ｍ，厚度为 ０．１ ｍ ．该结构采用四边固支边界

条件，ＦＧＭ 由陶瓷（Ａｌ２Ｏ３）和金属（Ａｌ）组成，其材料参数与 ３．３ 小节中的算例保持一致．结构中包含两个关于

几何中心对称分布的圆形孔洞，孔洞半径 ｒ ＝ １．５ ｍ，图中已明确标注了两个孔洞的具体位置坐标．

（ａ） Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｍｏｄｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｍｏｄｅ （ｃ） Ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｍｏｄｅ
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（ｄ） Ｔｈｅ ｆｏｕｒｔｈ ｍｏｄｅ （ｅ） Ｔｈｅ ｆｉｆｔｈ ｍｏｄｅ （ｆ） Ｔｈｅ ｓｉｘｔｈ ｍｏｄｅ
图 ７　 最优解的六种自振振型

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｓｉｘ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

（ａ） Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｍｏｄｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｍｏｄｅ （ｃ） Ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｍｏｄｅ

（ｄ） Ｔｈｅ ｆｏｕｒｔｈ ｍｏｄｅ （ｅ） Ｔｈｅ ｆｉｆｔｈ ｍｏｄｅ （ｆ） Ｔｈｅ ｓｉｘｔｈ ｍｏｄｅ
图 ８　 最优解的六种屈曲振型

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｓｉｘ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

图 ９　 双孔 ＦＧ 板示意图

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｔｗｏ ｈｏｌｅｓ

该方板采用 １７×１７ 控制点的 ＸＩＧＡ 网格，板件上表面承受 １．８×１０４ Ｎ ／ ｍ２的均布荷载，并设置 ０．０５ ｍ 的

位移约束限值．归一化修正系数的计算公式与上述算例一致．在优化算法参数设置方面，种群规模为 ５０，最大
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迭代次数设为 １００ 次．最优解对应的目标函数分别为 ｆ ＝ ５．５２４ ０，ｗ１ ＝ ５．４７２ ５，Ｐｃｒ ＝ ４．７４３ ４．图 １０ 和图 １１ 详

细列出了双孔最优解的自振振型和屈曲振型．

（ａ） Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｍｏｄｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｍｏｄｅ （ｃ） Ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｍｏｄｅ

（ｄ） Ｔｈｅ ｆｏｕｒｔｈ ｍｏｄｅ （ｅ） Ｔｈｅ ｆｉｆｔｈ ｍｏｄｅ （ｆ） Ｔｈｅ ｓｉｘｔｈ ｍｏｄｅ
图 １０　 双孔板最优解的六种自振振型

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｓｉｘ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｗｏ⁃ｈｏｌｅ ｐｌａｔｅｓ

（ａ） Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｍｏｄｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｍｏｄｅ （ｃ） Ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｍｏｄｅ

（ｄ） Ｔｈｅ ｆｏｕｒｔｈ ｍｏｄｅ （ｅ） Ｔｈｅ ｆｉｆｔｈ ｍｏｄｅ （ｆ） Ｔｈｅ ｓｉｘｔｈ ｍｏｄｅ
图 １１　 双孔板最优解的六种屈曲振型

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｓｉｘ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｗｏ⁃ｈｏｌｅ ｐｌａｔｅｓ

４　 结　 　 论

本文针对开孔 ＦＧ 板的质量优化问题建立了一个 Ｓ⁃ＦＳＤＴ 与扩展等几何方法结合的数学模型，采用改进

的人工兔子优化算法得到 ＦＧ 板的最佳优化形态，算例结果表明了上述模型的有效性和可行性．该研究不仅

为开孔 ＦＧ 板的优化设计提供了一种新的方法，也为未来在更复杂工况下（如热环境）的 ＦＧ 板优化设计提
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供了理论基础和方法指导．未来的工作可以进一步探索热环境下的开孔 ＦＧ 板优化问题，以及材料或几何非

线性优化问题，以拓展该方法的应用范围和实用性．
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［６］　 尹硕辉， 余天堂， 刘鹏． 基于等几何有限元法的功能梯度板自由振动分析［Ｊ］ ． 振动与冲击， ２０１３， ３２（２４）： １８０⁃
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［２２］　 ＭＩＲＺＡＥＩ Ｍ， ＫＩＡＮＩ Ｙ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｃａｒｂｏｎ⁃ｎａｎｏｔｕｂｅ⁃ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ

ｃｕｔｏｕｔ［Ｊ］ ． Ｂｅｉｌｓｔｅｉｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｏｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１６， ７： ５１１⁃５２３．

［２３］　 ＴＲＡＮ Ｌ Ｖ， ＦＥＲＲＥＩＲＡ Ａ Ｊ Ｍ， ＮＧＵＹＥＮ⁃ＸＵＡＮ Ｈ． Ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｕｓｉｎｇ

ｈｉｇｈｅｒ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ Ｐａｒｔ Ｂ： Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１３， ５１： ３６８⁃３８３．

［２４］ 　 ＺＥＮＫＯＵＲ Ａ Ｍ． Ａ ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｐｌａｔｅｓ： ｐａｒｔ １： ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ

ｓｔｒｅｓｓｅｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００５， ４２（１８ ／ １９）： ５２２４⁃５２４２．

［２５］　 ＢＥＮＳＯＮ Ｄ Ｊ， ＢＡＺＩＬＥＶＳ Ｙ， ＤＥ ＬＵＹＣＫＥＲ Ｅ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ａｒｂｉｔｒａｒｙ ｂａ⁃

ｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ： ｆｒｏｍ ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｔｏ ＸＦＥＭ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎ⁃

ｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１０， ８３（６）： ７６５⁃７８５．

［２６］　 ＷＡＮＧ Ｃ， ＹＵ Ｔ， ＳＨＡＯ Ｇ， ｅｔ ａｌ． Ｓｈａｐｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｗｉｔｈ ｃｕｔｏｕｔｓ ｂｙ ａｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ａｐｐｒｏａｃｈ ｂａｓｅｄ

ｏｎ ＸＩＧＡ ａｎｄ ｃｈａｏｔｉｃ ｐａｒｔｉｃｌｅ ｓｗａｒｍ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ⁃Ａ ／ Ｓｏｌｉｄｓ， ２０１９， ７４：

１７６⁃１８７．

［２７］　 ＷＡＮＧ Ｌ， ＣＡＯ Ｑ， ＺＨＡＮＧ Ｚ， ｅｔ ａｌ． Ａｒｔｉｆｉｃｉａｌｒａｂｂｉｔｓ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ： ａ ｎｅｗ ｂｉｏ⁃ｉｎｓｐｉｒｅｄ ｍｅｔａ⁃ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ， ２０２２，

１１４： １０５０８２．

［２８］　 ＢＡＲＴＨＥＬＥＭＹ Ｐ， ＢＥＲＴＯＬＯＴＴＩ Ｊ， ＷＩＥＲＳＭＡ Ｄ Ｓ． Ａｌéｖｙ ｆｌｉｇｈｔ ｆｏｒ ｌｉｇｈｔ［Ｊ］ ． Ｎａｔｕｒｅ， ２００８， ４５３（７１９４）： ４９５⁃

４９８．

［２９］　 ＤＥＨＧＨＡＮＩ Ｍ， ＨＵＢÁＬＯＶＳＫＹ􀲅 Š， ＴＲＯＪＯＶＳＫＹ􀲅 Ｐ． Ｎｏｒｔｈｅｒｎ ｇｏｓｈａｗｋ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ： ａ ｎｅｗ ｓｗａｒｍ⁃ｂａｓｅｄ ａｌｇｏ⁃

ｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． ＩＥＥＥ Ａｃｃｅｓｓ， ２０２１， ９： １６２０５９⁃１６２０８０．

［３０］　 ＨＡＳＨＩＭ Ｆ Ａ， ＨＵＳＳＩＥＮ Ａ Ｇ． Ｓｎａｋｅ ｏｐｔｉｍｉｚｅｒ： ａ ｎｏｖｅｌ ｍｅｔａ⁃ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］ ． Ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ⁃

Ｂａｓｅｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０２２， ２４２： １０８３２０．

［３１］　 ＭＩＲＪＡＬＩＬＩ Ｓ， ＬＥＷＩＳ Ａ． Ｔｈｅ ｗｈａｌｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｏｆｔｗａｒｅ， ２０１６， ９５：

５１⁃６７．

５７５第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 戴钊，等： 基于简化一阶剪切变形理论的功能梯度扩展等几何材料分布优化



［３２］　 ＭＩＲＪＡＬＩＬＩ Ｓ． ＳＣＡ： ａ ｓｉｎｅ ｃｏｓｉｎｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ⁃Ｂａｓｅｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ，

２０１６， ９６： １２０⁃１３３．

［３３］　 ＭＩＲＪＡＬＩＬＩ Ｓ， ＭＩＲＪＡＬＩＬＩ Ｓ Ｍ， ＬＥＷＩＳ Ａ． Ｇｒｅｙ ｗｏｌｆ ｏｐｔｉｍｉｚｅｒ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｏｆｔｗａｒｅ， ２０１４，

６９： ４６⁃６１．

［３４］　 ＮＡＤＩＭＩ⁃ＳＨＡＨＲＡＫＩ Ｍ Ｈ， ＴＡＧＨＩＡＮ Ｓ， ＭＩＲＪＡＬＩＬＩ Ｓ． Ａｎ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｇｒｅｙ ｗｏｌｆ ｏｐｔｉｍｉｚｅｒ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ

ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｅｘｐｅｒｔ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｗｉｔｈ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０２１， １６６： １１３９１７．

［３５］　 ＹＩＮ Ｓ， ＨＡＬＥ Ｊ Ｓ， ＹＵ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｌｏｃｋｉｎｇ⁃ｆｒｅｅ ｐｌａｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ： ａ ｓｉｍｐｌｅ ｆｉｒｓｔ ｏｒｄｅｒ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

ｔｈｅｏｒｙ ｆｏｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１４， １１８： １２１⁃１３８．

［３６］　 ＳＨＯＪＡＥＥ Ｓ， ＩＺＡＤＰＡＮＡＨ Ｅ， ＶＡＬＩＺＡＤＥＨ Ｎ， ｅｔ ａｌ． Ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ａ ＮＵＲＢＳ⁃

ｂａｓｅｄ ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］ ． Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ｄｅｓｉｇｎ， ２０１２， ６１： ２３⁃３４．

［３７］　 ＣＵＩ Ｘ Ｙ， ＬＩＵ Ｇ Ｒ， ＬＩ Ｇ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ｗｉｔｈｏｕｔ ｒｏｔａｔｉｏｎ ＤＯＦｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｐｏｉｎｔ ｉｎ⁃

ｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｃｅｌｌｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

２０１１， ８５（８）： ９５８⁃９８６．

［３８］　 ＺＨＡＯ Ｘ， ＬＥＥ Ｙ Ｙ， ＬＩＥＷ Ｋ Ｍ． Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ａｎｄ ｔｈｅｒｍａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｐｌａｔｅｓ［ Ｊ］ ．

Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２００９， ９０（２）： １６１⁃１７１．

［３９］　 ＹＩＮ Ｓ， ＹＵ Ｔ， ＢＵＩ Ｔ Ｑ， ｅｔ ａｌ． Ｂｕｃｋｌｉｎｇ ａｎｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｉｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｉｍｐｅｒｆｅｃｔ ｇｒａｄｅｄ Ｒｅ⁃

ｉｓｓｎｅｒ⁃Ｍｉｎｄｌｉｎ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｄｅｆｅｃｔｓ ｕｓｉｎｇ ＮＵＲＢＳ ａｎｄ ｌｅｖｅｌ ｓｅｔｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， ２０１６，

１７７（Ｃ）： ２３⁃３８．

［４０］　 汪超， 刘涛， 辜继明， 等． 基于 ＸＩＧＡ 的开孔功能梯度板材料分布多目标优化［ Ｊ］ ． 机械强度， ２０２１， ４３（５）：

１０９５⁃１１０３．（ＷＡＮＧ Ｃｈａｏ， ＬＩＵ Ｔａｏ， ＧＵ Ｊｉｍｉｎｇ， ｅｔ ａｌ． Ｍｕｌｔｉ⁃ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｍａｔｅｒｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｏｒ

ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｃｕｔｏｕｔｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ＸＩＧＡ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｔｒｅｎｇｔｈ， ２０２１， ４３（５）：

１０９５⁃１１０３． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

６７５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷


