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摘要：　 物理信息神经网络（ＰＩＮＮ）损失函数之间的量级差异，导致训练过程收敛缓慢，有时甚至会在某些区域训

练失败．为解决这一挑战，本文提出了一种融合残差分裂和权重自适应的 ＰＩＮＮ 模型．该方法通过将主导 ＰＩＮＮ 训练

过程的偏微分方程（ＰＤＥ）残差项，按照区域分解的方式分裂为多个独立子项，并采用权重自适应加权策略，自动调

节各个子项之间的权重，从而改善了 ＰＩＮＮ 的收敛性．该方法弥补了全局残差策略忽略和抹平局部特征的缺陷，通
过分裂子项的方式增加了对局部特征的关注，改善了优化过程的效率，从而提升了求解精度．数值实验结果表明，本
文方法不仅在精度上超越了现有几种模型，且达到了 ２～３ 个数量级的提升，计算效率也表现出优越性能．

关　 键　 词：　 物理信息神经网络；　 自适应权重；　 残差分裂；　 区域分解
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０　 引　 　 言

偏微分方程（ＰＤＥ）是用来描述电学［１］、热量传输［２］ 和流体运动［３］ 等物理现象的重要数学工具，在解决

自然科学问题与实际工程应用问题中充当着非常重要的角色．快速并且准确地求解 ＰＤＥ 非常重要，常用的

传统数值解法有：有限差分法、有限元法、有限体积法等［４⁃６］ ．但是传统方法为了处理间断解或高维 ＰＤＥ 时，
往往需要足够细的网格以及采用自适应算法等精巧的方法［７⁃８］，从而使得代码量非常庞大和需要大量的计

算资源，以至于在计算复杂性和算力资源上花费昂贵的代价［９］ ．
物理信息神经网络（ＰＩＮＮ）是融合物理信息和深度学习的新范式，是一种通用求解 ＰＤＥ 的框架［１０］ ．该方

法将 ＰＤＥ 的控制方程和定解条件直接嵌入到神经网络损失函数中，通过最小化损失函数逼近 ＰＤＥ 的解．与
传统的数值方法相比 ＰＩＮＮ 具有 ４ 个优势： ① 无网格求解，能够轻松处理不规则区域问题； ② 可以克服维

数灾难，求解具有高维状态特征的 ＰＤＥ； ③ 能够在同一框架中进行正向和逆向建模［１１］； ④ 便捷地融合观

测数据．目前，ＰＩＮＮ 已经被广泛应用于流体流动、系统生物学等领域［１２⁃１３］ ．尽管展现了广阔的应用前景并取

得了显著的成功，但因为 ＰＤＥ 的复杂性以及损失函数的非凸性为优化求解过程带来了巨大挑战．
ＰＩＮＮ 的损失函数通常由多个部分组成，不同部分在量级上存在差异，优化过程中网络可能会过度关注

较大损失项，而相对忽视较小损失项［１４］ ．这种不平衡可能导致模型训练时对某些方面过分优化，而忽略了其

他重要特征或条件，从而影响整体性能和泛化能力［１５］ ．为改善 ＰＩＮＮ 优化过程的效率，Ｊａｇｔａｐ 等［１６］ 提出一种

区域分解的物理信息神经网络（ＸＰＩＮＮ）方法，它将问题域划分为多个子域，并在每个子域中使用单独的神

经网络学习解方案，从而降低整体优化的难度．Ｗｉｇｈｔ 等［１７］ 证明了在训练神经网络时，损失函数各项的权重

对收敛起着重要的作用，基于 ＰＩＮＮ 使用了非自适应加权的算法增强对求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的能力．Ｗａｎｇ
等［１８］提出了一种平衡各项损失函数量级的 ＰＩＮＮ 框架（ＭＭＰＩＮＮ），为损失项添加幂指数的形式来制约损失，
提高模型在处理复杂 ＰＤＥ 问题时的收敛速度以及准确性．Ｗａｎｇ 等［１９］ 针对 ＰＩＮＮ 训练过程中的梯度传播问

题，提出了一种基于神经正切核（ＮＴＫ）的方法．Ｅｌｈａｍｏｄ 等［２０］提出 ＣｏＰｈｙ⁃ＰＧＮＮ 方法用于对损失函数权重进

行调节，可以让更复杂的损失项主导梯度下降并进行动态细化，在不同学习阶段平衡各损失函数．Ｗａｎｇ
等［２１］在梯度流动动力学中由于刚性问题带来的困难，提出了一种学习率退火算法，该算法在训练过程中采

用反向传播的梯度统计量以达到自适应平衡损失的贡献．Ｓｏｎｇ 等［２２］针对时间尺度快速变化表现出的“刚性”
特点，提出为每个损失函数不同数据点附加不同的权重，并且在每个训练周期利用多个神经网络之间的对抗

训练动态更新每个权重．手动调节权重通常需要大量尝试和调试，很难准确找到最佳的权重组合，且容易因

为权重选择不当导致训练过程收敛缓慢或陷入局部最优．
因此，Ｑｉｕ 等［２３］基于梯度正则化技术［２１］，提出了一种整体约束思想的自适应损失平衡策略，构建了适用

于求解大尺寸比率动态耦合热力问题的 ＰＩＮＮ ．Ｙａｎｇ 等［２４］提出了自适应任务分解物理信息神经网络（ＡＴＤ⁃
ＰＩＮＮ），具体内容包含两个方面： ① 在每次训练过程中采用自适应权重平衡策略； ② 针对不同问题设计了

差异化的采样策略．对于稳态问题，该方法在整个计算域内通过多分辨率数据点采样的分阶段叠加训练，逐
步增加训练数据量；对于时变问题，采用时间维度的分域采样策略，通过时间域的渐进扩展实现计算效率优

化．Ｘｉａｎｇ 等［２５］提出了一种名为自适应损失平衡物理信息神经网络（ ｌｂＰＩＮＮ）的方法，目的是通过构建 Ｇａｕｓｓ
概率模型并运用最大似然估计来动态调整各损失项的权重，从而实现损失函数的精细平衡，进而提升训练精

度．尽管 ｌｂＰＩＮＮ 在整体上实现了损失项间的平衡，但 ＰＤＥ 残差内部各训练点之间的误差分布并不均匀，整
体平衡策略抹平并忽略了某些局部特征，从而导致精度不足．ＭｃＣｌｅｎｎｙ 等［２６］ 提出了一种软注意力机制的自

适应物理信息神经网络（ＳＡＰＩＮＮ），为每个训练点引入了对应的参数可调的掩码函数作为权重．这种方法确

保了训练过程中每个数据点的残差都得到了充分考虑，增强了局部敏感性，提高了对复杂解的学习能力．然
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而，为每个训练点引入了独立的权重参数，显著增加了模型的参数数量，可能导致训练过程中的收敛困难和

求解效率降低．庞大的可调参数不仅加重了优化难度，还可能引发过拟合问题，影响模型的泛化性能．
本研究针对全局权重调整方法和逐点权重调整方案表征的局限性，提出了一种融合残差分裂的权重自

适应 ＰＩＮＮ 框架．该框架通过引入残差分裂技术，增强对局部特征的捕捉能力和强化对奇异区域的表征能力．
主要特征是将整体区域细分为多个子域，在每个子域上构造损失函数，实现了对整体残差项的分裂处理．然
后，引入自适应权重机制，权重参数由各损失函数的量级决定，从而实现损失函数的精确调控．该方法解决了

传统方法中残差分布不均匀，局部特征被抹平忽略的问题，通过精细化管理 ＰＤＥ 的残差，优化模型性能，显
著提升模型在处理复杂优化问题时的能力．此外，结合一种三段式的优化策略，不仅提高模型的收敛速度，而
且能够增强逼近解的精度．数值实验部分对比分析了 ＰＩＮＮ、ｌｂＰＩＮＮ、ＳＡＰＩＮＮ 及本文方法的相对 Ｌ２ 误差和最

大误差．结果表明，本文方法不仅在精度上超越了 ｌｂＰＩＮＮ 和 ＳＡＰＩＮＮ，实现了 ２ ～ ３ 个数量级的改进，而且在

计算效率方面也展示了显著优势．

１　 ＰＩＮＮ 的基本原理

考虑一般形式的 ＰＤＥ 如下：
　 　 Ｎ［ｕ］（ｘ） ＝ ｆ（ｘ），　 　 ｘ ∈ Ω ⊂ ＲＲ ｄ， （１）
　 　 Ｂ［ｕ］（ｘ） ＝ ｇ（ｘ），　 　 ｘ ∈ ∂Ω， （２）

其中， Ｎ［·］ 和 Ｂ［·］ 分别为一般非线性方程和边界微分算子， ｘ 代表空间坐标， ｕ（ｘ） 表示定义在 ｄ 维域 Ω
内的解函数； ｆ（ｘ） 为源函数， ｇ（ｘ） 表示边界或初始条件，包括初始条件（Ｉ．Ｃ．）和边界条件（Ｂ．Ｃ．） ．含有时间

变量 ｔ 时，一般会将时间变量视为 ｘ 的分量进行处理［１１］ ．在这种情况下，初始条件可以被视作时空域上的一

种特殊边界条件，确保了时间和空间边界的统一处理，从而简化了求解过程．
ＰＩＮＮ 求解 ＰＤＥ 过程，主要包括三个阶段： ① 通过神经网络生成试探函数； ② 构造目标损失函数，包括

ＰＤＥ 残差项、边界条件项和标签数据项； ③ 优化目标损失函数．利用具有 Ｌ 个隐藏层的全连接神经网络构造

试探解函数 ｕθ（ｘ），其中 θ 表示可训练参数，包含神经网络权重Ｗ和偏差 ｂ，这些参数是通过优化过程最小化

损失函数获得的．
构造 ＰＩＮＮ 方法的目标损失函数如下：
　 　 Ｌ（ｘ，ｕ，θ） ＝ ＬＰＤＥ（ｘ，ｕ，θ） ＋ ＬＢＣ（ｘ，ｕ，θ）， （３）

其中

　 　 ＬＰＤＥ（ｘ，ｕ，θ） ＝ １
ＮΩ
∑
ＮΩ

ｉ ＝ １
（Ｎ［ｕθ］（ｘｉ） － ｆ（ｘｉ）） ２，　 　 ｘｉ ∈ Ω， （４）

　 　 ＬＢＣ（ｘ，ｕ，θ） ＝ １
Ｎ∂Ω

∑
Ｎ∂Ω

ｉ ＝ １
（Ｂ［ｕθ］（ｘｉ） － ｇ（ｘｉ）） ２，　 　 ｘｉ ∈ ∂Ω， （５）

式中， ＮΩ 和Ｎ∂Ω 分别表示在区域Ω内部和在边界 ∂Ω上的采样点数量．ＬＰＤＥ 表示 ＰＤＥ 残差构成的损失项， ＬＢＣ

表示边界 ／初始条件的损失项．
通过使用适当的优化算法来最小化损失函数（３），可以获取最优参数 θ∗ ＝ {Ｗ，ｂ } ．
　 　 θ∗ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ

θ
Ｌ（ｘ，ｕ，θ）， （６）

　 　 ｕ（ｘ） ≈ Ｎ（θ∗；ｘ） ． （７）
所有关于输入变量 ｘ 和参数 θ 的梯度均可以通过自动求导技术高效计算．这不仅简化了梯度计算的过

程，还提高了优化的效率和精度，使得模型能够更快速、更准确地收敛到最优解．

２　 残差分裂自适应 ＰＩＮＮ
在 ＰＩＮＮ 求 ＰＤＥ 的框架中，损失函数通常由多个不同类型的损失项构成，如式（３）所示．训练过程中，这

些损失在量级上往往存在显著差异：ＰＤＥ 残差损失由于内部高度的复杂性可能占据主要地位，而边界 ／初始

条件损失项量级较小，导致各项损失函数不平衡，难以确保模型的收敛．因此，训练过程中降低 ＰＤＥ 残差的
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同时，平衡各损失项之间的权重变得尤为重要．合理平衡各损失之间的量级差距，可以促进模型更稳定地收

敛，提高解决方案的质量．
为了降低解决复杂 ＰＤＥ 的整体难度，并确保损失函数能够更均匀地优化整个区域内的各部分．如图 １

所示，我们将原始区域 Ω均匀分裂为互不相容的 ｎ 个子域，记作： Ω ＝ Ω１ ＋ Ω２ ＋ … ＋ Ωｎ ．相应地，在整个区域

上的采样点集合也被分为互不相关的 ｎ 个子集：

　 　 Ω ＝∪
ｎ

ｉ ＝ １
Ωｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （８）

每个子域 Ωｉ 上的 ＰＤＥ 损失函数表示为

　 　 ＬＰＤＥ，ｉ（ｘ，ｕ，θ） ＝ １
ＮΩｉ

∑
ＮΩｉ

ｉ ＝ １
（Ｎ［ｕθ］（ｘｉ） － ｆ（ｘｉ）） ２，　 　 ｘｉ ∈ Ωｉ ． （９）

整体的损失函数表示为

　 　 Ｌ（ｘ，ｕ，θ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ＬＰＤＥ，ｉ（ｘ，ｕ，θ） ＋ ＬＢＣ（ｘ，ｕ，θ） ． （１０）

图 １　 区域分裂后各区域表示情况

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｂｙ ｅａｃｈ ｒｅｇｉｏｎ ａｆｔｅｒ ｒｅｇｉｏｎａｌ ｄｉｖｉｓｉｏｎ

尽管将 ＰＤＥ 残差项根据几何分布分裂为多个子区域有助于降低训练难度，实现更精细化的局部优化，
但各子损失函数组成部分的复杂性和梯度分布不均匀问题依然存在．这可能导致不同子域间的损失残差和

边界 ／初始条件约束项之间的量级差异显著，在训练过程中过度关注高损失量级项损失，而忽视低损失量级

项损失．这种不平衡现象不仅阻碍了损失函数的有效收敛，还可能限制模型对奇异值的捕捉能力．
因此，必须引入自适应损失权重平衡系数，以动态调整各项损失，确保它们在训练过程中的有效性和量

级一致性．添加自适应权重系数后的损失函数表达式为

　 　 Ｌ（ｘ，ｕ，θ，ω） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ω ＰＤＥ，ｉＬＰＤＥ，ｉ（ｘ，ｕ，θ） ＋ ωＢＣＬＢＣ（ｘ，ｕ，θ）， （１１）

其中，表达式中 ω ＰＤＥ，ｉ 和ωＢＣ 为自适应权重系数，使用以下采用 Ｇａｕｓｓ 概率分布模型结合最大似然估计的方

法来进行权重的动态调整［２５］：

　 　 － ｌｎ ｐ（ｕ ｜ Ｎ（θ；ｘ）） ∝ １
２ε ２

ｄ

‖ｕ － Ｎ（θ；ｘ）‖２ ＋ ｌｎ ε ｄ ＝

　 　 　 　 １
２ε ２

ｄ

Ｌ（θ；ｘ） ＋ ｌｎ ε ｄ， （１２）

式中 ε ｄ 为可训练参数，与神经网络中的参数 θ 一同训练．
通过为每一项损失函数添加适当的平衡系数，可以显著改善训练中的损失失衡问题，实现更好的收敛效

果，并增强模型对局部奇异值的捕捉能力．优化损失函数寻找网络参数 θ 是深度学习中的关键步骤，常用的

优化算法包括 Ａｄａｍ 优化器和 Ｌ⁃ＢＦＧＳ 优化器［２７⁃２８］ ．Ａｄａｍ 优化器具有自适应学习率、偏置校正机制以及高效

的计算性能，在处理大型数据集和高维空间时表现出更快的收敛速度，并对噪声具有良好的鲁棒性．然而，它
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对于超参数较为敏感，可能收敛到次优解．Ｌ⁃ＢＦＧＳ 作为一种准 Ｎｅｗｔｏｎ 法，通过近似 Ｈｅｓｓｅ 矩阵利用二阶导数

信息，适用于更复杂的优化任务，提供更高的收敛精度．不过，Ｌ⁃ＢＦＧＳ 内存需求较高，不适合在线学习场景．
为了提高优化效率，一种有效的策略是结合两种优化器的特性［２９］：在训练初期使用 Ａｄａｍ 优化器进行灵活

探索，随后切换至 Ｌ⁃ＢＦＧＳ 优化器加速局部收敛并提升模型精度．这种分阶段的优化策略充分利用了两种优

化器的优势，通常能够显著改善最终模型的性能．
本文提出的融合残差分裂自适应的 ＰＩＮＮ 架构和三段式优化策略来改善损失函数的收敛性，提高逼近

精度，具体框架如图 ２ 所示：
① 预训练阶段：基于标准 ＰＩＮＮ 框架与 Ａｄａｍ 优化器进行初步训练以获得初始解．这一阶段的目标是快

速收敛到一个较为合理的解空间，为后续更细致的训练奠定基础．
② 残差分裂阶段：引入残差分裂算法模型，继续使用 Ａｄａｍ 优化器调整各子项 ＰＤＥ 残差的权重．该阶段

的关键在于确保即使是残差量级较小的区域也不会被忽视，进而强化对复杂局部特征的捕捉能力，提升模型

细节表达力．
③ 精细微调阶段：在完成残差分裂训练后，固定所学得的各项损失对应的权重，转而采用 Ｌ⁃ＢＦＧＳ 优化

器进行最终的精细微调．此阶段旨在进一步优化模型参数，确保其在全局和局部层面均达到最佳性能．
与其他方式不同的是本文方法在整个训练过程只使用一个神经网络，然后将整个训练过程分为三个阶

段并结合不同的优化器来实现改善损失函数收敛性的目的．

图 ２　 本文方法求解 ＰＤＥ 的模型框架图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｆｒａｍｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｏｌｖｉｎｇ ＰＤＥ ｗｉｔｈ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ

算法 １　 残差分裂自适应 ＰＩＮＮ
① 初始化网络参数 θ ＝ {Ｗ０，ｂ０ } ，初始数据点集 Ω ＝ { ｘｉ } ．
② 第一阶段：预训练

使用 Ａｄａｍ 优化器训练，得到网络参数 θ∗１ ＝ {Ｗ１，ｂ１ } ．
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③ 第二阶段：残差分裂自适应平衡

将数据点集 Ω 分裂为 ｎ 个子区间：

　 　 Ω ＝∪
ｎ

ｊ ＝ １
Ωｊ，　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ ．

④ 为每个子区间构造对应的损失函数：

　 　 ＬＰＤＥ，ｉ（ｘ，ｕ，θ∗１） ＝ １
ＮΩｉ

∑
ＮΩｉ

ｉ ＝ １
（Ｎ［ｕθ∗１］（ｘｉ） － ｆ（ｘｉ）） ２，　 　 ｘｉ ∈ Ωｉ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．

⑤ 构造损失函数，为每项损失函数添加可自动调节的权重系数：

　 　 Ｌ（ｘ，ｕ，θ∗１，ω） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ω ＰＤＥ，ｉＬＰＤＥ，ｉ（ｘ，ｕ，θ∗１） ＋ ωＢＣＬＢＣ（ｘ，ｕ，θ∗１） ．

⑥ 使用 Ａｄａｍ 优化器最小化损失函数 θ∗２ ＝ ａｒｇ ｍｉｎθ∗１Ｌ（ｘ，ｕ，θ∗１，ω）， 得到最优网络参数：
　 　 θ∗２ ＝ {Ｗ２，ｂ２，ω′ＰＤＥ，ｉ，ω′ＢＣ } ．
⑦ 第三阶段：微调阶段

将得到的各项权重系数固定，构造损失函数：

　 　 Ｌ（ｘ，ｕ，θ∗２，ω） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ω′ＰＤＥ，ｉＬＰＤＥ，ｉ（ｘ，ｕ，θ∗２） ＋ ω′ＢＣＬＢＣ（ｘ，ｕ，θ∗２） ．

⑧ 使用 Ｌ⁃ＢＦＧＳ 优化器最小化损失函数 θ∗３ ＝ ａｒｇ ｍｉｎθ∗２Ｌ（ｘ，ｕ，θ∗２，ω）， 得到最优网络参数：
　 　 θ∗３ ＝ {Ｗ３，ｂ３ } ．
⑨ 得到神经网络近似解： ｕ（ｘ） ≈ Ｎ（θ∗３；ｘ） ．

３　 数 值 验 证

本节针对二维 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程、非线性 ＫｄＶ 方程、平流扩散方程以及球面非线性对流扩散方程进行数值验

证，对比本文方法与 ＰＩＮＮ、ｌｂＰＩＮＮ 及 ＳＡＰＩＮＮ 四种方法的性能．通过比较各方法的损失函数误差 ｅｌｏｓｓ、 相对

Ｌ２ 误差 ｅ２、无穷范数误差 ｅ∞ ， 进一步评估本文方法的稳定性．在训练过程中，所有模型均采用 ｓｉｎ 激活函数，
学习率 η：０．００５，使用两个隐藏层、 每层包含 ２０ 个神经元的网络结构．迭代步数： ＰＩＮＮ， ７０ ０００ 步； ｌｂＰＩＮＮ，
７０ ０００ 步；ＳＡＰＩＮＮ，Ａｄａｍ（４０ ０００ 步）＋Ｌ⁃ＢＦＧＳ（３０ ０００ 步）；本文方法，Ａｄａｍ（１０ ０００ 步）＋Ａｄａｍ（３０ ０００ 步）＋
Ｌ⁃ＢＦＧＳ （ ３０ ０００ 步 ）． ＣＰＵ： ｉ５⁃１２６００ｋｆ； ＲＡＭ： ３２ ＧＢ； ｔｅｎｓｏｒｆｌｏｗ １． ｘ 版 本． 代 码： ｈｔｔｐｓ： ／ ／ ｇｉｔｈｕｂ． ｃｏｍ ／
Ｆａｎｋｕｎｋｕｎ１２３ ／ ＰＩＮＮ ．

　 　 ｅ２ ＝ ｜ ｕ（ｘｉ） － ｕ（ｘｉ） ｜ ２

｜ ｕ（ｘｉ） ｜ ２
， ｅ∞ ＝ ｍａｘ

１≤ｉ≤Ｎ
ｕ（ｘｉ） － ｕ（ｘｉ） ， （１３）

式中的 ｕ（ｘ） 表示神经网络逼近解．
算例 １　 考虑经典二维 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程为

　 　
∂２ｕ
∂ｘ２

＋ ∂２ｕ
∂ ｙ２

＝ ｆ（ｘ，ｙ），　 　 ０ ≤ ｘ， ｙ ≤ １，

ｕ ｜ ｘ ＝ ０，１ ＝ ０， ｕ ｜ ｙ ＝ ０，１ ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（１４）

其中， ｆ（ｘ，ｙ） 是已知的源项，在边界上满足齐次 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，方程的解析解为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ） ＝ ｓｉｎ（ωｙ）（ｅｘ － １）（１ － ｘ２）（１ － ｙ２）， （１５）
解析解中的频率参数 ω 能够调节解的空间变化率．在每次训练过程中采用时空域离散化训练策略，其边界初

始化条件配置 ４００ 个采样点，区域内均匀选取 ２ ５００ 个采样点构成训练集．
表 １ 展示了四种不同方法在不同频率下的损失函数误差、相对 Ｌ２ 误差、最大误差以及训练所需时间．可

以看出：本文提出的方法在将区域分裂为 ３ 份时，各种误差方面显著优于其他三种方法，而且无穷范数误差

精度提高了 ２～４ 个数量级．本文方法在误差精度存在明显优势下，其训练时间与 ＰＩＮＮ、ｌｂＰＩＮＮ 基本持平，与
ＳＡＰＩＮＮ 方法相比效率高出近 ７ 倍．
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表 ２ 展示了本文方法在不同残差分裂策略下误差对比结果．当不进行区域分裂的情况下，相当于是在自

适应权重损失函数的基础上进行三段式训练．数据表明，在对整体 ＰＤＥ 区域上施加自适应权重策略并不能

有效降低训练难度，但通过 Ｌ⁃ＢＦＧＳ 优化器进行深度优化后，相较于 ｌｂＰＩＮＮ 全过程使用 Ａｄａｍ 优化器训练的

方案，其误差指标只有微弱的提升．当采用残差分裂策略时，通过将区域均匀分裂为若干子域，使得各子域损

失函数能够更有效地捕捉局部特征，提升求解精度．值得注意的是，本文方法在 ３ ～ ６ 子域划分条件下均保持

稳定的误差表现 Ｅ－３ 量级，显现出不同分裂策略在训练精度和训练效率上都具有良好鲁棒性．随着子域数

量增加自适应权重参数也随之增多，会导致优化变得困难，损失函数收敛效果变差，致使预测误差出现明显

反弹现象．
表 １　 算例 １ 在不同频率下的误差、训练时间

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｔｉｍｅｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １

ｍｅｔｈｏｄ ω ｓｕｂｄｏｍａｉｎ ｅｌｏｓｓ ｅ２ ｅ∞ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｔｉｍｅ ／ ｓ

ＰＩＮＮ

１５ － ６．９２Ｅ－２ ７．６４Ｅ－２ ８．１４Ｅ－２ １９０．６３

２０ － ７．４０Ｅ－１ ３．００Ｅ－１ １．８６Ｅ－１ １８９．０２

２５ － ３．２６ ８．７５Ｅ－１ ８．１３Ｅ－１ １９５．７８

ｌｂＰＩＮＮ

１５ － １．５８Ｅ－２ １．５５Ｅ－２ １．５７Ｅ－２ １８０．６７

２０ － ９．３４Ｅ－３ １．８２Ｅ－２ １．８３Ｅ－２ １９９．５６

２５ － ２．６３Ｅ－２ ９．４１Ｅ－２ ５．２０Ｅ－２ ２１０．１０

ＳＡＰＩＮＮ

１５ － ６．１２ ３．７６ １．７８ １ ５５４．４６

２０ － ２．８５Ｅ－１ ４．２０ ２．８９ １ ４９９．２２

２５ － ６．８４Ｅ－２ ６．５９Ｅ－１ ２．１０Ｅ－１ １ ５１４．７１

ｏｕｒ ａｐｐｒｏａｃｈ

１５ （３，１） ７．３４Ｅ－７ ８．０３Ｅ－４ ７．８４Ｅ－４ １９６．５２

２０ （３，１） ２．４９Ｅ－６ １．２０Ｅ－３ ８．４１Ｅ－４ １８０．７１

２５ （３，１） １．１７Ｅ－５ ３．４５Ｅ－３ ２．２９Ｅ－３ １９６．８５

表 ２　 不同残差分裂策略的误差

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ

ｍｅｔｈｏｄ ω ｓｕｂｄｏｍａｉｎ ｅｌｏｓｓ ｅ２ ｅ∞ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｔｉｍｅ ／ ｓ

ｏｕｒ ａｐｐｒｏａｃｈ ２５

（１，１） １．５７Ｅ－４ ３．５９Ｅ－２ ２．０２Ｅ－２ ２０２．１１

（３，１） １．１７Ｅ－５ ３．４５Ｅ－３ ２．２９Ｅ－３ １９６．８５

（５，１） ８．８４Ｅ－５ ４．８７Ｅ－３ ５．３４Ｅ－３ ２１２．７７

（３，２） １．０７Ｅ－４ ３．５５Ｅ－３ １．１９Ｅ－３ １９９．４９

（３，３） ４．７２Ｅ－４ ２．１０Ｅ－２ １．９０Ｅ－２ ２１７．９４

　 　 图 ３ 展示了在频率 ω ＝ ２５ 的情况下，不同方法的损失函数收敛曲线．可以看出，本文方法在损失函数误

差方面显著优于其他三种方法．不仅收敛速度更快，而且在三个阶段的训练过程中均表现出极小的波动，体
现了出色的收敛性能．图 ４ 展示了算例 １ 在 ω ＝ ２５ 时，四种不同方法的预测解和最大误差．可以看出 ＰＩＮＮ 与

ＳＡＰＩＮＮ 在求解精度方面明显不足，其预测解与解析解之间的误差较大．本文方法比 ｌｂＰＩＮＮ 表现出更为优越

的性能，不仅提高了预测解的准确性，还增强了解析解的稳定性和鲁棒性．
算例 ２　 考虑用于描述浅水波的单向传播特性的 １＋１ 维非线性 ＫｄＶ 方程：
　 　 ｕｔ ＋ ６ｕｕｘ ＋ ｕｘｘｘ ＝ ０，　 　 （ｘ，ｔ） ∈ （ － ３０，３０） × （０，３０）， （１６）

其解析解为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ １
２

λｓｅｃｈ２ １
２

λ （ｘ － λｔ ＋ ｘ０）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１７）

式中， λ ＞ ０为波速，ｘ０ 为任意常数（这里 ｘ０ ＝ ０）， ｓｅｃｈ２ 表示为一个孤立子波并且在传播过程中形状保持不

变．在每次训练过程中采用时空域离散化训练策略，其边界初始化条件配置 ６００ 个采样点，区域内均匀选取

１１ ２５０ 个采样点构成训练集．
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图 ３　 不同方法的损失函数收敛曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｌｏｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

图 ４　 四种不同方法的预测解和误差分布

Ｆｉｇ． ４　 Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ４ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

表 ３ 对比了四种方法在求解不同的波速 λ 下 ＫｄＶ 方程时的表现，包含损失函数误差、相对 Ｌ２ 误差、最
大误差以及训练时间．从表中数据可以看出，当波速 λ ＝ ０．２ 时，ＰＩＮＮ、ｌｂＰＩＮＮ 和 ＳＡＰＩＮＮ 三种方法仍能在求

解精度上保持一定的水平．但随着波速 λ 的增加，ＰＩＮＮ、ｌｂＰＩＮＮ 和 ＳＡＰＩＮＮ 三种方法的求解精度显著下降；
而本文方法将区域分裂为 ５ 份时，求解精度相对于其他三种方法提升了 ３ ～ ４ 个数量级，尽管在训练速度方

面与 ＰＩＮＮ 和 ｌｂＰＩＮＮ 相当，但相较于 ＳＡＰＩＮＮ，该方法的训练效率提高了近 １０ 倍．在提高求解精度的同时本

文方法并未牺牲训练效率，在精度和效率两方面均展现出明显的优势．
图 ５ 展示了波速 λ ＝ ０．６ 时四种不同方法损失函数收敛曲线．可以看出，尽管 ＰＩＮＮ、ｌｂＰＩＮＮ 和 ＳＡＰＩＮＮ

三种方法的损失函数随着训练步数的增加有所下降，但它们并未达到理想的收敛效果．而本文方法在整个训

练过程中表现出平滑且稳定的收敛性，显著优于其他三种方法．图 ６ 展示了 ＫｄＶ 方程在 λ ＝ ０．６ 时的预测解

及对应的误差分布．可以看出，本文方法的预测解与解析解高度吻合．相较于其他三种方法，不仅能够准确捕

捉 ＫｄＶ 方程复杂的非线性动态特性，还能有效减少解析解中的波动和不稳定性，确保了模型在处理此类

ＰＤＥ 时具有更高的精度和可靠性．
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表 ３　 在不同波速情况下四种方法误差、时间对比

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｔｉｍｅｓ ｏｆ ４ ｍｅｔｈｏｄｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗａｖｅ ｓｐｅｅｄｓ

ｍｅｔｈｏｄ λ ｓｕｂｄｏｍａｉｎ ｅｌｏｓｓ ｅ２ ｅ∞ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｔｉｍｅ ／ ｓ

ＰＩＮＮ

０．２ － ２．０７Ｅ－８ ３．７８Ｅ－２ ５．８１Ｅ－３ １０９．７２

０．４ － １．１２Ｅ－６ ３．９０Ｅ－１ １．１４Ｅ－１ １１１．０６

０．６ － ２．２５Ｅ－８ ５．３４Ｅ－２ ３．２０Ｅ－２ １１４．３９

ｌｂＰＩＮＮ

０．２ － １．２０Ｅ－１１ ３．０１Ｅ－２ ４．０８Ｅ－３ １１７．０８

０．４ － ２．１９Ｅ－１１ ５．３５Ｅ－２ ２．０４Ｅ－２ １２３．７７

０．６ － ６．６６Ｅ－１１ ２．７２Ｅ－１ １．３６Ｅ－１ １４６．０７

ＳＡＰＩＮＮ

０．２ － ９．３９Ｅ－６ １．８０Ｅ－２ ３．３７Ｅ－３ ９８１．９５

０．４ － １．６０Ｅ－６ ８．８２Ｅ－３ ２．７６Ｅ－３ ９６２．９４

０．６ － １．０２Ｅ－５ ８．９３Ｅ－１ ２．９６Ｅ－１ １０１９．１０

ｏｕｒ ａｐｐｒｏａｃｈ

０．２ （５，１） ５．７４Ｅ－１６ １．５２Ｅ－５ １．５４Ｅ－６ １０３．９０

０．４ （５，１） １．３４Ｅ－１３ ９．０１Ｅ－５ ２．９４Ｅ－５ １０１．１５

０．６ （５，１） ８．１８Ｅ－１４ ９．１０Ｅ－５ ４．２８Ｅ－５ １０３．８２

图 ５　 不同方法损失函数收敛曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｌｏｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

图 ６　 四种不同方法的预测解和误差分布

Ｆｉｇ． ６　 Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ４ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

　 　 算例 ３　 考虑广泛应用于流体力学、大气科学等领域的 １＋１ 维平流方程：

３６６第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 范昆昆，等： 残差分裂自适应物理信息神经网络求解偏微分方程



　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＋ λ ∂ｕ
∂ｘ

＝ ０，　 　 （ｘ，ｔ） ∈ （ａ，ｂ） × （０，Ｔ）， （１８）

满足以下解析解：
　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｓｉｎ（π（ｘ － λｔ））， （１９）

其中， λ 为波速，表示沿 ｘ 轴的扩散速率， ａ ＝ － １，ｂ ＝ １，Ｔ ＝ １．在每次训练过程中采用时空域离散化训练策

略，其边界初始化条件配置 ３００ 个采样点，区域内均匀选取 ２ ５００ 个采样点构成训练集．表 ４ 对比了四种方法

在不同扩散速率条件下的性能，包含了损失函数误差、相对 Ｌ２ 误差、最大误差以及训练时间．可以看出，在区

域被划分为四个子区域时，本文方法在精度上相较于其他三种方法有着明显的提升，而采用全局数据点添加

自适应权重的方法在求解该方程时，却无法有效捕捉解的形状特征．尽管 ＣＰＵ 计算成本与 ＰＩＮＮ 方法相当，
但本文方法在收敛性和精度方面展现出显著的优势．

表 ４　 四种方法在不同扩散速率下的各种误差与训练时间

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｖａｒｉｏｕｓ ｅｒｒｏｒｓ ｖｓ． ｔｒａｉｎｉｎｇ ｔｉｍｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ４ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｒａｔｅｓ

ｍｅｔｈｏｄ λ ｓｕｂｄｏｍａｉｎ ｅｌｏｓｓ ｅ２ ｅ∞ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｔｉｍｅ ／ ｓ

ＰＩＮＮ

８ － ３．７８Ｅ－５ １．０２Ｅ－２ １．８６Ｅ－２ １０９．７２

１０ － ９．８４Ｅ－３ ７．８０Ｅ－２ １．３８Ｅ－１ １１１．０６

１２ － １．６３Ｅ－３ ３．１１Ｅ－２ ５．２７Ｅ－２ １１４．３９

ｌｂＰＩＮＮ

８ － ７．３９Ｅ－３ １．１２Ｅ－２ ２．２２Ｅ－２ １１７．０８

１０ － １．７６Ｅ－３ ４．６１Ｅ－２ ８．３８Ｅ－２ １２３．７７

１２ － ５．５０Ｅ－３ １．１６Ｅ－１ １．８３Ｅ－１ １４６．０７

ＳＡＰＩＮＮ

８ － ４．５１Ｅ－１ １．３６ １．９９ ７７８．９１

１０ － ４．５１Ｅ－１ １．３６ １．９９ ７７３．５６

１２ － ４．５１Ｅ－１ １．３６ １．９９ ７７５．８３

ｏｕｒ ａｐｐｒｏａｃｈ

８ （２，２） ４．６７Ｅ－１０ ７．７５Ｅ－４ １．６１Ｅ－３ １０３．９０

１０ （２，２） ９．２９Ｅ－９ ３．７６Ｅ－３ ５．５０Ｅ－３ １０１．１５

１２ （２，２） ５．０９Ｅ－１０ ９．３１Ｅ－４ １．５８Ｅ－３ １０３．８２

　 　 图 ７ 展示了波速 λ ＝ １２ 时的损失函数收敛情况．从图中看出，尽管 ＰＩＮＮ、ｌｂＰＩＮＮ 和 ＳＡＰＩＮＮ 损失函数均

有所下降，但它们与解析解之间的误差显著．相比之下，本文方法在不同的扩散速率下表现出色：其损失函数

能够稳定且持续下降，无穷范数误差维持在 Ｅ－３ 量级，并且这是在保持高效率训练的前提下实现的．这表

明，通过采用残差分裂和分阶段训练策略，该方法在求解 ＰＤＥ 方面具有显著优势，不仅提高了求解精度，还
确保了计算效率．

图 ７　 不同方法的损失函数误差收敛图

Ｆｉｇ． ７　 Ｅｒｒｏｒ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｏｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

图 ８ 则比较了不同方法在相同条件下的预测解和相对于解析解的无穷范数误差．从图中可以看出 ＰＩＮＮ
和 ｌｂＰＩＮＮ 方法可以大致重现解析解的趋势，但 ＳＡＰＩＮＮ 则未能有效捕捉到解的关键特征．相较于其他三种

４６６ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



方法，本文方法不仅预测解与解析解更为贴近，而且误差分布也表现出更高的均匀性．结果凸显了残差分裂

技术在提高求解精度方面的显著优势．

图 ８　 四种方法的预测解和误差分布

Ｆｉｇ． ８　 Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｒｒｏｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ４ ｍｅｔｈｏｄｓ

算例 ４　 考虑 ３＋１ 维的球面非线性对流扩散方程：

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＝ （ａΔｓ － ｖ·Ñｓ ＋ ｃ）ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＋ ｇ（ｕ） ＋ ｆ，　 　 ０ ≤ ｘ，ｙ，ｚ ≤ １， ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ ． （２０）

其方程的解析解为

　 　 ｕ ＝ ｓｉｎ（ｘ ＋ ｙ ＋ ｚ）ｃｏｓ（ ｔ）， （２１）
其中， ｇ（ｕ）＝ ｕ２，ａ ＝ １，ｖ ＝ ［０，０，１］ Ｔ，ｃ ＝ ０， ｆ为源函数［３０］ ．在每次训练过程中采用时空域离散化训练策略，其
边界初始化条件配置 ５００ 个采样点，区域内均匀选取 ２ ０００ 个采样点构成训练集．为评估残差分裂策略对模

型性能的影响，分别将时间域 Ｔ 均分为 ２，４，８ 个子域，重点考察按照时间维度划分对求解精度的影响．表 ５
统计了在不同时间域尺度 （Ｔ ＝ １ ｓ， ２ ｓ）下的相对 Ｌ２ 误差和最大误差．可以看出，在时间域 （０ ≤ ｔ ≤ ２ ｓ）条
件下，随着时间子域划分数量的增加，最大误差 ｅ∞ 呈现递减趋势，且数值解保持较好的稳定性．在未使用监

督学习点的情况下，与文献［３０］的结果相比，求解精度有 １～２ 个数量级的提升，凸显了本方法在减少数据依

赖性和提升求解精度上具有一定的优势．图 ９ 展示了本方法在时间域［０，２ ｓ］内采用不同的时间域分裂策

略，预测解 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） 在 ｚ ＝ ０，ｔ ＝ ２ ｓ 时刻误差分布．结果表明，随着子域划分数量增加，其预测解误差呈现递

减趋势，且在不同子域划分策略下误差值波动幅度较小．通过合理增加子域划分，能够有效提升模型对复杂

时空问题的逼近精度．
表 ５　 不同时间区域的不同分裂策略误差对比

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ’ ｅｒｒｏｒｓ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ

ｍｅｔｈｏｄ
Ｔ ＝ １ ｓ

ｓｕｂｄｏｍａｉｎ ｅ２ ｅ∞ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｔｉｍｅ ／ ｓ

Ｔ ＝ ２ ｓ

ｓｕｂｄｏｍａｉｎ ｅ２ ｅ∞ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｔｉｍｅ ／ ｓ

ＰＩＮＮ － ７．９２Ｅ－４ ８．２４Ｅ－３ ２２３．５６ － ６．９２Ｅ－４ ３．４９Ｅ－３ ２０５．８９

ｌｂＰＩＮＮ － ６．５４Ｅ－４ ６．８５Ｅ－３ ２１０．６６ － ５．８６Ｅ－４ ３．７９Ｅ－３ １８９．１９

ｏｕｒ ａｐｐｒｏａｃｈ

１ ０．６７Ｅ－５ ９．６６Ｅ－４ １９８．６７ １ ９．１８Ｅ－４ １．１０Ｅ－３ １８８．９８

２ ８．８６Ｅ－６ ７．２９Ｅ－５ １５８．８２ ２ ８．６４Ｅ－５ ５．４４Ｅ－４ １９１．５６

４ １．１５Ｅ－５ １．３８Ｅ－４ １６５．７３ ４ ８．１８Ｅ－６ ４．４４Ｅ－５ ２２９．７１

８ １．２３Ｅ－５ ６．６０Ｅ－５ ２４８．２９ ８ １．２２Ｅ－５ ８．０９Ｅ－５ ２５２．９２
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图 ９　 不同区域分裂策略下预测解 ｕ（ｘ， ｙ， ０， ２）的误差对比

Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｕ（ｘ， ｙ， ０， ２） ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｇｉｏｎａｌ ｄｉｖｉｓｉｏｎ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ

４　 结　 　 论

使用 ＰＩＮＮ 求解 ＰＤＥ 时，经常会遇到 ＰＤＥ 残差项的量级过大而导致损失函数整体不平衡，这将严重影

响损失函数的收敛性．本文提出残差分裂自适应权重策略．其核心思想是将复杂的 ＰＤＥ 残差损失拆分为多个

相对独立的部分，将一个复杂的大问题转换为若干个小而集中的子问题来处理．这样做不仅使每个子损失函

数能够更好地捕捉到那些在全局损失中容易被忽略的局部特性，还降低了优化的难度，并减少了全局损失掩

盖局部特征的可能性．此外，为提高优化效率，在训练过程中划分为具有三个阶段的混合训练结构，通过分阶

段逐步优化，每个阶段都针对特定的目标进行调整和改进，最终使得整个优化过程更加高效且精准，为解决

实际应用中的优化难题提供了强有力的支持，进一步提升了模型的精确度与鲁棒性．然而，本文的思路是基

于所求问题的解梯度分布不均匀导致的训练不稳定情况，因此对于此类问题相对比较有效．当问题解存在高

频振荡或多尺度等特征时，采用区域分解的办法很难对此类特征进行捕捉，需要设计更精妙的算法．
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