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摘要：　 热屈曲是薄壁类结构在高温环境下常见的失稳现象，准确预测临界失稳温度是热屈曲分析的重要内容．高
温环境下材料参数的温度相关性导致临界热屈曲分析呈现不可忽略的非线性特征，关于该问题的解算目前仍以精

度和效率不高的试验误差类启发式算法为主．本文从非线性特征值问题的角度研究其高效解算方法．首先，基于热

屈曲分析的力学原理，将材料参数温度相关的热屈曲分析表征为一个非线性特征值解算的问题．其次，给出了求解

热屈曲分析非线性特征值问题的一种逐次线性化方法，该算法中采用自动微分技术计算迭代过程中所需的刚度矩

阵和几何刚度矩阵的导数信息；与已有的迭代类算法相比，所提算法在不提高计算复杂度的基础上显著提高了算

法效率．最后，具体针对非均匀温度场作用下的薄板结构，给出其非线性特征值热屈曲分析的有限元方程及逐次线

性化特征值解算方法，并以数值算例验证了所提方法的有效性与准确性．
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０　 引　 　 言

高温环境下服役的薄壁结构，由于约束、非均匀加热等因素的影响，容易引发结构的热屈曲问题［１⁃２］ ．屈
曲不仅会导致结构的刚度和强度下降进而改变结构的静动特性，而且甚至可能引发结构的破坏，严重影响其

安全性和使用寿命［３］ ．在工程设计和安全评估中，准确预测临界屈曲温度和屈曲模态是研究热环境下薄壁结

构屈曲行为的重要课题［４］ ．与单纯受机械载荷作用下的屈曲分析不同，热载荷作用下材料参数的温度相关性

增加了热屈曲分析的非线性程度［５⁃７］ ．文献［８］关于碳目钢圆板在非均匀温度场下的热屈曲分析结果表明，如
果在预测过程中忽略材料参数温度相关性所导致的非线性，所求得的临界屈曲温度与考虑材料性质温度相

关性的结果的偏差达 ２０％．而对于材料属性温度更为敏感的复合材料结构，材料参数的温度相关性对临界热

屈曲温度的影响就更不可忽略了．因此，在近期的文献中，针对功能梯度材料等复合材料板壳类结构的热屈

曲分析研究，均着重考虑了材料参数的温度依赖性［９⁃１７］ ．
考虑材料参数温度相关性的热屈曲分析虽然越来越被重视，但是关于其高效率数值解算方法的系统研

究却不多见，目前如 ＡＢＡＱＵＳ 等大型商用 ＣＡＥ 软件尚不具备直接求解材料参数温度相关结构热屈曲分析的

功能．已有研究［７⁃１９］中引入了一些启发式迭代过程来考虑材料参数的温度相关性对临界屈曲温度的影响．例
如文献［６，２０］采用的迭代算法中，先施加一温度增量，然后做线性特征值屈曲计算，如此迭代，直至所求得

的特征值为 １．这类算法通过试错法来调整温度载荷，进而逐步逼近临界屈曲温度和屈曲模态，在本质上属

于效率不高的“ｔｒｉａｌ ａｎｄ ｅｒｒｏｒ”类方法，算法的收敛速度慢且稳定性差．为了提高计算效率，文献［８⁃９，２１］提出

了一些加速迭代的策略．
通过建立临界屈曲平衡方程解算临界屈曲温度和屈曲模态的分叉屈曲分析法，本质上是一个特征值解

算问题［４，２２］ ．不考虑材料参数温度相关的热屈曲分析是一个线性特征值问题，而考虑材料参数温度相关的热

屈曲分析应是一个非线性特征值问题．关于非线性特征值问题的研究［２３］，在数学上已经发展了如 Ｎｅｗｔｏｎ
法、子空间投影法、逐次线性化方法等高效解算方法，并在阻尼结构动力分析、流⁃固结构振动分析、量子点数

值模拟和时滞系统稳定性分析等领域得到应用［２４⁃２６］ ．但是，截至目前，还未见到从非线性特征值问题的角度

进行热屈曲分析研究的工作．
针对上述现状，本文研究了基于非线性特征值解算的热屈曲分析方法．基本的思路是：首先，在热屈曲分

析方程中引入材料参数温度相关性，将其在数学上表征为一个非线性特征值问题；其次，给出一种基于逐次
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线性化非线性特征值解算的热屈曲分析高效算法；最后，具体针对非均匀温度场下的薄板热屈曲问题，给出

其有限元方程和算例验证．

１　 薄板热屈曲控制方程

为表述简明而又不失一般性，这里以各向同性均质薄板为例，阐述考虑材料参数温度相关性热屈曲分析

方法．若在建立热屈曲控制方程时采用的是复合材料层合板壳理论，则本文所提方法不难被拓展至功能梯度

材料板壳等复杂问题的热屈曲分析．
考虑一厚度为 ｈ 的薄板，假设在薄板上作用一温度变化场：
　 　 ΔＴ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ） － Ｔｒｅｆ， （１）

其中 ｘ，ｙ，ｚ 表示三维直角坐标，ｘ，ｙ 坐标轴位于板的中面；Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ） 表示作用于薄板上的温度场； Ｔｒｅｆ 表示参

考温度值．忽略变形对热传导的影响，薄板上的温度场可通过热传导分析获得．进一步假设沿薄板厚度方向

的温度变化不大，即温度变化场可以表示为仅是坐标 ｘ，ｙ 的函数，即 ΔＴ（ｘ，ｙ，ｚ） ΔＴ（ｘ，ｙ，０） ．为方便计算，
记为 ΔＴ（ｘ，ｙ） ．

将问题讨论限制在线弹性、小变形范围内，则与热变形相关的材料参数包括弹性模量 Ｅ、 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν 和

热膨胀系数 α ．这些参数一般随温度改变，文献中多将其表达为温度的多项式函数［６］，即

　 　 Ｅ（Ｔ） ＝ ∑
ｉ
ａｉＴ ｉ， （２）

　 　 ν（Ｔ） ＝ ∑
ｊ
ｂ ｊＴ ｊ， （３）

　 　 α（Ｔ） ＝ ∑
ｋ
ｃｋＴ ｋ， （４）

式中 ａｉ，ｂ ｊ，ｃｋ 表示根据实验数据拟合的多项式系数．
在小变形条件下，薄板的热屈曲分析可以将膜内力的解算过程和屈曲分析过程解耦，即，首先通过热载

荷下的平面应力分析求得薄板的膜内力，然后建立微弯状态下膜内力作用下的热屈曲平衡方程．
薄板在热载荷作用下的平面应力分析控制方程为

　 　 Ｎｘ ＝
Ｅｈ

１ － ν２（εｘ ＋ νεｙ） － ＮＴ， （５）

　 　 Ｎｙ ＝
Ｅｈ

１ － ν２（εｙ ＋ νεｘ） － ＮＴ， （６）

　 　 Ｎｘｙ ＝
Ｅｈ

２（１ ＋ ν）
γｘｙ， （７）

　 　 ＮＴ ＝ Ｅαｈ
１ － ν

ΔＴ， （８）

　 　 εｘ ＝
∂ｕ０

∂ｘ
， （９）

　 　 εｙ ＝
∂ｖ０
∂ｙ

， （１０）

　 　 γｘｙ ＝
∂ｖ０
∂ｘ

＋
∂ｕ０

∂ｙ
， （１１）

　 　
∂Ｎｘ

∂ｘ
＋

∂Ｎｘｙ

∂ｙ
＝ ０， （１２）

　 　
∂Ｎｘｙ

∂ｘ
＋

∂Ｎｙ

∂ｙ
＝ ０， （１３）

式（５）—（８）为物理方程， Ｎｘ，Ｎｙ，Ｎｘｙ 为薄板膜内力， ＮＴ 为热力；式（９）—（１１）为几何方程， ｕ０，ｖ０ 为薄板中面

沿 ｘ，ｙ 方向的位移分量，εｘ，εｙ，γｘｙ 为中面面内应变；式（１２）、（１３）为平衡方程．给定边界条件，利用有限元等
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方法可解出温度载荷下薄板的膜内力场 Ｎｘ，Ｎｙ，Ｎｘｙ ．由于考虑了材料参数的温度相关性，所得的膜内力场是

关于温变的非线性函数．
微弯状态下薄板的临界热屈曲平衡方程为

　 　 Ｅｈ３

１２（１ － ν２）
∂４ｗ
∂ｘ４

＋ ２ ∂２ｗ
∂ｘ２∂ｙ２

＋ ∂４ｗ
∂ｙ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｎｘ

∂２ｗ
∂ｘ２

＋ ２Ｎｘｙ
∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ

＋ Ｎｙ
∂２ｗ
∂ｙ２ ， （１４）

其中 ｗ（ｘ，ｙ） 表示薄板中面上各点沿垂直方向的位移．给定边界条件后，可通过临界热屈曲平衡方程的解算

获得临界热屈曲温度和热屈曲模态．针对复杂的工程问题，通过能量法或 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法，并引入有限元等离散

化方法，将偏微分方程（１４）转化为代数方程解算．相关细节可参见文献［１７］，这里直接给出离散化后的代数

方程，即
　 　 （ＫＥ（Ｔ） ＋ ＫＧ（Ｔ））Ｕ ＝ ０， （１５）

其中 Ｕ为节点位移向量，ＫＥ 为结构总体刚度矩阵，ＫＧ 为几何刚度矩阵．由于材料参数随温度变化，因此ＫＥ 和

ＫＧ 均是温度的矩阵函数．
给定一个温变分布 ΔＴ０（ｘ，ｙ）， 温变场值是该温变分布乘以一个线性比例因子 λ， 即

　 　 ΔＴ（ｘ，ｙ） ＝ λΔＴ０（ｘ，ｙ）， （１６）
则温度场为

　 　 Ｔ（ｘ，ｙ） ＝ Ｔｒｅｆ ＋ λΔＴ０（ｘ，ｙ） ． （１７）
则温度相关的材料参数转化为关于比例因子的函数，即

　 　
Ｅ（Ｔ） Ｅ（λ），
ν（Ｔ） ν（λ），
α（Ｔ） α（λ） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１８）

代入离散化方程（１５），得
　 　 （ＫＥ（λ） ＋ ＫＧ（λ））Ｕ ＝ ０， （１９）

这是一个关于 λ 的特征值问题．如果不考虑材料参数的温度相关性，刚度矩阵 ＫＥ 与 λ 无关，几何刚度矩阵

ＫＧ 是 λ 的线性函数，则问题退化为线性特征值屈曲问题，即
　 　 （ＫＥ ＋ λＫＧ０）Ｕ ＝ ０， （２０）

其中 ＫＧ０ 为按照温变场 ΔＴ０（ｘ，ｙ） 计算的几何刚度矩阵．利用线性特征值解算方法，如子空间迭代法、Ｌａｎｃｚｏｓ
方法等，可实现高效求解．如果考虑材料参数的温度相关性，刚度矩阵 ＫＥ 和几何刚度矩阵 ＫＧ 均是 λ 的非线

性矩阵函数，问题变成了一个非线性特征值问题．

２　 非线性特征值热屈曲分析方法

非线性特征值问题的解算方法包括基于矩阵分解的 Ｎｅｗｔｏｎ 方法、基于非线性方程组的 Ｎｅｗｔｏｎ 方法、逐
次近似方法、子空间投影方法等［２３⁃２６］ ．下面给出采用逐次线性近似方法进行热屈曲分析的算法．

设 λ ｋ 是非线性特征值问题（１９）的一个近似特征值，将刚度矩阵函数和几何刚度矩阵函数在 λ ｋ 处做

Ｔａｙｌｏｒ 展开，有
　 　 ＫＥ（λ ｋ ＋ Δλ） ＋ ＫＧ（λ ｋ ＋ Δλ） ＝

　 　 　 　 ＫＥ（λ ｋ） ＋ Ｋ′Ｅ（λ ｋ）Δλ ＋ ＫＧ（λ ｋ） ＋ Ｋ′Ｇ（λ ｋ）Δλ ＋ （Δλ） ２

２
Ｒ２（λ ｋ，Δλ） ． （２１）

在刚度矩阵 ＫＥ 和几何刚度矩阵 ＫＧ 关于 λ 二次可微，且 Ｒ２（λ ｋ，Δλ） 是一个 Ｌ２ 范数有界矩阵的条件下，可用

如下线性特征值问题处理：
　 　 （ＫＥ（λ ｋ） ＋ ＫＧ（λ ｋ） ＋ Δλ（Ｋ′Ｅ（λ ｋ） ＋ Ｋ′Ｇ（λ ｋ）））Ｕ ＝ ０． （２２）
近似非线性特征值问题（１９），如果 Δλ 是特征值问题模最小的特征值，则 λ ｋ＋１ ＝ λ ｋ ＋ Δλ 可以作为非线

性特征值问题（１９）的新近似特征值．可以证明［２３］，逐次线性化方法具有局部二次收敛率．
在上述逐次线性算法中，需要计算刚度矩阵和几何刚度矩阵关于比例因子的导数，即 Ｋ′Ｅ（λ ｋ） 和 Ｋ′Ｇ（λ ｋ） ．
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考虑到实际问题中温度场以及材料参数随温度变化的复杂性，很难统一给出这两个矩阵函数导数的解析表

达式，需要采用数值手段计算导数值．这里采用自动微分法来计算矩阵函数的导数．自动微分技术的基本思

想是将复杂的函数分解为一系列基本运算（如加法、乘法、指数函数、三角函数等），然后逐层计算每个运算

的导数，最终通过链式法则得到函数的导数［２７］ ．与传统的有限差分法相比，自动微分技术是一种导数计算的

精确方法，而且其计算复杂度与函数值计算相当，计算效率更高．自动微分分为两种模式，即前向模式和反向

模式，其中前向模式适用于输入变量较少的情形，反向模式适用于输出变量较少的情形．本文计算刚度矩阵

和几何刚度矩阵关于比例因子的导数，输入变量只有一个，因此采用前向模式的自动微分技术．根据链式法

则，刚度矩阵与几何刚度矩阵关于比例因子的导数计算如下：

　 　
ｄＫＥ（λ）

ｄλ
＝
∂ＫＥ（λ）

∂Ｅ
ｄＥ
ｄＴ

ｄＴ
ｄλ

＋
∂ＫＥ（λ）

∂ν
ｄν
ｄＴ

ｄＴ
ｄλ

＋
∂ＫＥ（λ）

∂α
ｄα
ｄＴ

ｄＴ
ｄλ

， （２３）

　 　
ｄＫＧ（λ）

ｄλ
＝
∂ＫＧ（λ）

∂Ｎｘ

∂Ｎｘ

∂Ｅ
ｄＥ
ｄＴ

＋
∂Ｎｘ

∂ν
ｄν
ｄＴ

＋
∂Ｎｘ

∂α
ｄα
ｄＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄＴ
ｄλ

＋

　 　 　 　
∂ＫＧ（λ）

∂Ｎｙ

∂Ｎｙ

∂Ｅ
ｄＥ
ｄＴ

＋
∂Ｎｙ

∂ν
ｄν
ｄＴ

＋
∂Ｎｙ

∂α
ｄα
ｄＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄＴ
ｄλ

＋

　 　 　 　
∂ＫＧ（λ）
∂Ｎｘｙ

∂Ｎｘｙ

∂Ｅ
ｄＥ
ｄＴ

＋
∂Ｎｘｙ

∂ν
ｄν
ｄＴ

＋
∂Ｎｘｙ

∂α
ｄα
ｄＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷
ｄＴ
ｄλ

． （２４）

基于式（２３）和（２４）中的链式微分关系，即可通过自动微分技术计算 Ｋ′Ｅ（λ ｋ） 和 Ｋ′Ｇ（λ ｋ） ．
在逐次线性化迭代求解过程中，可以使用以下收敛准则：
　 　 ‖λ ｋ＋１ － λ ｋ‖ ＜ 􀆠， （２５）

其中 􀆠 是预设的容差．
总结上述内容，给出利用逐次线性化方法进行非线性特征值屈曲分析的算法：
Ｓｔｅｐ ０　 给定初始 λ ０， 误差参数 􀆠， 扰动参数 δ， ｋ ０．
Ｓｔｅｐ １　 计算温度场为 Ｔ（ｘ，ｙ） ＝ Ｔｒｅｆ ＋ λ ｋΔＴ０（ｘ，ｙ） 的弹性模量 Ｅ（Ｔ）、 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν（Ｔ）、热膨胀系数

α（Ｔ） ．
Ｓｔｅｐ ２　 生成刚度矩阵 ＫＥ（λ ｋ） 和几何刚度矩阵 ＫＧ（λ ｋ）， 并利用自动微分技术计算导数矩阵 Ｋ′Ｅ（λ ｋ），

Ｋ′Ｇ（λ ｋ） ．
Ｓｔｅｐ ３　 解关于 Δλ 的线性特征值问题：
　 　 （ＫＥ（λ ｋ） ＋ ＫＧ（λ ｋ） ＋ Δλ（Ｋ′Ｅ（λ ｋ） ＋ Ｋ′Ｇ（λ ｋ）））Ｕ ＝ ０

并更新 λ ｋ＋１ ＝ λ ｋ ＋ Δλ ．
Ｓｔｅｐ ４　 收敛性判断，若 ‖λ ｋ＋１ － λ ｋ‖ ＜ 􀆠， 算法终止；否则， ｋ ｋ ＋ １， 转 ｓｔｅｐ １．

３　 数 值 算 例

我们通过两个具体的数值算例来验证所提方法的有效性．算例中的温度载荷为非均匀温度场，材料的弹

性模量和热膨胀系数均与温度相关．采用四种不同的方法进行计算，通过对比分析验证算法的有效性．四种

算法分别为线性特征值屈曲分析法、Ｒｉｋｓ 法、文献［９］的启发式迭代法以及本文算法．
线性特征值屈曲分析法中，材料参数保持不变，按照线性特征值解算方法给出薄板的临界屈曲温度和屈

曲模态．由于忽略了材料参数的温度相关性，所得的临界屈曲温度值一般偏大．
Ｒｉｋｓ 法是一种静态弧长法，它能够较为准确地模拟薄板的热屈曲和热后屈曲过程．本文在计算出挠度温

度曲线后，采用 Ｓｏｕｔｈｗｅｌｌ 方法提取临界屈曲温度值，并将其结果用作验证非线性特征值屈曲分析结果的正

确性．该方法的特点是考虑了包括材料属性温度相关等非线性，但其计算成本高，且对初始缺陷敏感．
启发式迭代算法，这里采用文献［９］给出的材料参数温度相关结构临界热屈曲分析迭代方法．该方法通

过线性热屈曲分析法求解热屈曲临界温度，并据此调整材料参数值，反复迭代直至收敛．文献［９］中还给出一

种利用前两次迭代结果预测第三次结果的加速迭代策略，其计算公式为
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　 　 （ΔＴｃｒ） ３ ＝
（ΔＴｃｒ） １

２ －
（ΔＴｃｒ） ２

（ΔＴｃｒ） １

， （２６）

该方法能够提供较为准确的热屈曲载荷估计，但其计算效率仍然较低．
３．１　 矩形薄板的热屈曲分析算例

３．１．１　 几何参数与材料特性

矩形薄板的长宽比为 ａ ／ ｂ ＝ １，厚度为 ｈ， 单位为 ｍ ．材料为各向同性材料，其弹性模量 Ｅ和热膨胀系数 α
按式（２７）和（２８）随温度变化，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν 取 ０．３：

　 　 Ｅ ＝ （ － ３ｅ －９ × Ｔ ３ ＋ １ｅ －６ × Ｔ ２ － ３ｅ －４ × Ｔ ＋ １．０２２ ４） × ２０５ ０００， （２７）
　 　 α ＝ ３ｅ －１０ × Ｔ ２ ＋ ２．９ｅ －８ × Ｔ ＋ ７ｅ －６ ． （２８）
温度场为式（２９）的非均匀温度场：

　 　 Ｔ（ｙ） ＝ Ｔ０ ０．５ × ｃｏｓ
π × ｙ － ｂ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

５０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
＋ ０．５

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
． （２９）

温度场分布云图如图 １ 所示．
板的边界条件为四边简支．有限元模型中采用缩减积分四边形 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板单元对矩形板进行离散化， 单

元个数为 ４０×４０， 如图 ２ 所示．为了考察算法的效果， 对不同板厚的问题进行计算．将板的厚度设置为 ０．１ ＋
０．０２（ｎ － １），ｎ ＝ １，２，…，２０， 共 ２０ 个计算样本．图 ３ 和图 ４ 展示了利用 Ｒｉｋｓ 法和 Ｓｏｕｔｈｗｅｌｌ 法计算的临界屈

曲温度结果．图 ５ 展示了利用 ４ 种方法对 ２０ 个计算样本的临界热屈曲温度计算结果．表 １ 列出了其中 ３ 个厚

度的板的临界热屈曲温度计算结果．由图 ５ 和表 １ 可见，本文结果与 Ｒｉｋｓ 法、文献［９］算法的结果一致，这验

证了本文算法的正确性．而未考虑材料参数温度相关性的线性特征值屈曲分析结果要偏大，并且偏差随着板

的厚度的增加而增大．

图 １　 矩形薄板温度场

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｆｉｅｌｄ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ
图 ２　 矩形薄板网格划分

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｍｅｓｈｉｎｇ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．
表 １　 矩形薄板临界屈曲温度计算结果对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ｆｏｒ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ

ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ／ ｍ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｒｅｓｕｌｔ［９］ Ｒｉｋｓ ｌｉｎｅａｒ ｂｕｃｋｌｉｎｇ

０．１２ １０１．５５３ １ １０１．７９８ ７ １００．７８２ １ １３９．１８１ ７

０．２２ ２８０．６５７ １ ２８０．７８３ ２ ２７１．１１２ ４ ４６０．７４４ ９

０．３２ ４８９．３５６ ５ ４９０．１１８ ４ ４９９．８８２ ７ ９５２．１２５ ６

３．１．２　 不同方法的计算结果对比

进一步，针对板厚为 ０．１４ ｍ 的矩形薄板，对本文所提出的非线性特征值法与文献［９］算法的迭代效率进
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行比较，如图 ６ 所示．本文方法经过 ４ 次迭代后即满足收敛条件，而文献［９］算法需要 １８ 次迭代．

图 ３　 矩形薄板 Ｒｉｋｓ 方法温度⁃位移图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ
ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｒｉｋｓ ｍｅｔｈｏｄ

图 ４　 矩形薄板 Ｓｏｕｔｈｗｅｌｌ 方法得到临界屈曲温度图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ
ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｓｏｕｔｈｗｅｌｌ ｍｅｔｈｏｄ

图 ５　 不同厚度板的临界热屈曲温度计算结果

Ｆｉｇ． ５　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｔｈｅｒｍａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ｆｏｒ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｅｓ

图 ６　 矩形薄板⁃本文方法与文献［９］方法的迭代误差比较

Ｆｉｇ． ６　 Ｆｏｒ ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ａｎｄ ｔｈａｔ ｏｆ ｒｅｆ． ［９］

３．２　 圆环薄板的热屈曲分析算例

３．２．１　 几何参数与材料特性

圆环薄板的内外半径分别为 ５０ ｍｍ 和 １００ ｍｍ，厚度 ｈ ．材料参数同 ３．１ 小节的算例．对圆环施加沿径向

非均匀分布的温度场，见式（３０）：

６５５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



　 　 Ｔ（ｘ，ｙ） ＝ Ｔ０
１ － （ｌｎ ２） × ｌｎ ５０

ｘ２ ＋ ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３０）

温度场分布云图如图 ７ 所示．
板的边界条件为圆环外圆简支．采用缩减积分四边形 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板单元对圆环进行离散化，内圆和外圆单

元划分为 ４０，纵向划分为 ６，网格图如图 ８ 所示．为了考察算法的效果，对不同板厚的问题进行计算．将板的厚

度设置为 ０．５ ＋ ０．５（ｎ － １），ｎ ＝ １，２，…，１０，共 １０ 个计算样本．图 ９ 和图 １０ 展示了利用 Ｒｉｋｓ 法和 Ｓｏｕｔｈｗｅｌｌ 法
计算的临界屈曲温度结果．图 １１ 展示了利用 ４ 种方法对 １０ 个计算样本的临界热屈曲温度计算结果．表 ２ 列

出了 ３ 个厚度的板的临界屈曲温度计算结果．由图 １１ 和表 ２ 可见，本文结果与 Ｒｉｋｓ 法、文献［９］算法的结果

一致，这验证了本文算法的正确性．而未考虑材料参数温度相关性的线性特征值屈曲分析结果要偏大，并且

偏差随着板的厚度的增加而增大．

图 ７　 圆环薄板温度场

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｒｉｎｇ ｐｌａｔｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｆｉｅｌｄ
图 ８　 圆环薄板网格划分

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｒｉｎｇ ｐｌａｔｅ ｍｅｓｈｉｎｇ

图 ９　 圆环薄板 Ｒｉｋｓ 方法温度⁃位移图

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ⁃ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ
ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｒｉｋｓ ｍｅｔｈｏｄ

图 １０　 圆环薄板 Ｓｏｕｔｈｗｅｌｌ 方法得到临界屈曲温度图

Ｆｉｇ．１０　 Ｔｈｅ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉａｇｒａｍ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｓｏｕｔｈｗｅｌｌ ｍｅｔｈｏｄ

表 ２　 圆环薄板临界热屈曲温度计算结果对比

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｔｈｅｒｍａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ｆｏｒ ｒｉｎｇ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ

ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ／ ｍｍ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｒｅｓｕｌｔ［９］ Ｒｉｋｓ ｌｉｎｅａｒ ｂｕｃｋｌｉｎｇ

１ ３８．８７９ ４ ３８．５７５ ５９ ３８．８７９ ４ ３８．４３９ ９５

３ １２６．２８１ ６６ １２６．９７３ ８８ １２８．３２８ ５７ ２６５．４７７ ４６

５ ２６０．１１４ ３１ ２５９．４８１ ５４ ２６１．６１７ １４ ６４１．５４５ ５４

３．２．２　 不同方法的计算结果

进一步，针对板厚为 ２ ｍｍ 的圆形薄板，对本文方法与文献［９］算法之间的迭代效率进行比较，如图 １２
所示．从图可见，本文方法仅需 ３ 次迭代即满足收敛条件，而文献［９］算法需要 ３０ 次迭代．
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图 １１　 不同厚度圆环薄板的临界热屈曲温度计算结果

Ｆｉｇ． １１　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｔｈｅｒｍａｌ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ
ｆｏｒ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓｅｓ

图 １２　 圆环薄板： 本文方法与文献［９］方法的迭代误差比较

Ｆｉｇ． １２　 Ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ
ｅｒｒｏｒｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ａｎｄ ｔｈａｔ ｏｆ ｒｅｆ． ［９］

４　 结　 　 论

本文将材料参数的温度相关性引入热屈曲分析，并将其转化为一非线性特征值屈曲问题进行求解．进一

步地，给出了采用逐次线性化方法进行非线性特征值屈曲分析的方法．由于在算法中用到了结构刚度矩阵和

几何刚度矩阵关于温度载荷比例因子的导数信息，因此所给出的算法具有较高的效率和精度．通过对两个算

例的计算，并与传统的线性特征值屈曲分析方法、Ｒｉｋｓ 法、文献算法结果的比较，验证了所提方法的有效性

与准确性．
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