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摘要：　 本文在二维有界区域上估计一类伴有无穷时滞效应的不可压缩非 Ｎｅｗｔｏｎ 微极流方程组的确定模个数．结
果表明， 伴有无穷时滞效应的非 Ｎｅｗｔｏｎ 微极流方程组任意弱解的渐近行为可以完全由其前有限个 Ｆｏｕｒｉｅｒ 模的渐

近行为所决定．
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０　 引　 　 言

时滞微分方程是应用数学的一个重要研究领域， 由于物理原因或非即时传输， 使得时滞现象随处可

见， 在许多情况下其影响是不容忽视的．方程中包含某种时滞项的模型得到了广泛的研究， 如文献［１⁃７］．
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本文将在二维有界区域 Ω⊂ ＲＲ ２ 上研究一类含无穷时滞项的流体动力学模型．在流体动力学理论中， 若

流体的应力张量与应变速率张量呈线性关系， 则称该流体为 Ｎｅｗｔｏｎ 流， 否则称为非 Ｎｅｗｔｏｎ 流［８］ ．例如， 熔

融的塑料、合成的纤维、油漆等均属于非 Ｎｅｗｔｏｎ 流．由于非 Ｎｅｗｔｏｎ 流在现实生活中的广泛应用， 受到了许多

学者的研究与关注并取得了丰富的研究成果［９⁃１２］ ．当考虑流体流动时的旋转速度（角速度）， 可以用微极流

方程来刻画．微极流方程是 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的重要推广， 可以很好地表征一些经典的 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程无

法描述的伴有非均匀应力张量的流体的运动（如动物血液、液晶和稀释水溶性聚合物溶液的运动等） ［１３］ ．更
多相关研究成果可见文献［１４⁃２０］．

本文考虑一类伴有无穷时滞效应的不可压缩非 Ｎｅｗｔｏｎ 微极流模型， 其方程组可表示如下

　 　

∂ｕ
∂ｔ

＋ （ｕ·Ñ）ｕ － Ñ·Ｔ（ｅ（ｕ）） ＋ Ñｐ ＝ ２ν ｒ Ñ× ω ＋ ｆ（ ｔ，ｘ） ＋ ｇ（ ｔ，ｕｔ）， ｘ ∈ Ω， ｔ ＞ τ，

Ñ·ｕ ＝ ０， ｘ ∈ Ω， ｔ ＞ τ，
∂ω
∂ｔ

－ νΔω ＋ （ｕ·Ñ）ω ＋ ４ν ｒω ＝ ２ν ｒ Ñ× ｕ ＋ ｆ　 （ ｔ，ｘ） ＋ ｇ（ ｔ，ω ｔ）， ｘ ∈ Ω， ｔ ＞ τ，
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（１）

其中 ｕ ｕ（ ｔ，ｘ） 表示速度， ω ω（ ｔ，ｘ） 表示角速度， ｐ ｐ（ ｔ，ｘ） 为流体的压力， ｆ ｆ（ ｔ，ｘ） 和 ｆ　 （ ｔ，ｘ） 分别

表示外力和力矩， ｇ ｇ（ ｔ，ｕｔ） 和 ｇ（ ｔ，ω ｔ） 表示含有时滞特征的附加外力， 且

　 　 ｕｔ ｕｔ（·） ＝ ｕ（ ｔ ＋·）， ω ｔ ω ｔ（·） ＝ ω（ ｔ ＋·） ．
Ｔ（ｅ（ｕ）） （２μ ０（􀆠 ＋｜ ｅ（ｕ） ｜ ２） －α ／ ２ｅ（ｕ） － ２μ １Δｅ（ｕ）），ｅ（ｕ） ＝ （ｅｊｋ（ｕ）） ２×２ 是应变速率张量，

　 　 ｜ ｅ（ｕ） ｜ ２ ＝ ∑
２

ｊ， ｋ ＝ １
ｅ２ｊｋ（ｕ）， ｅｊｋ（ｕ） ＝ １
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÷ ，　 　 ｊ，ｋ ＝ １，２．

􀆠，μ ０，μ １ 和 α ∈ （０，１） 为正常数， ν 和 ν ｒ 为正的黏性系数．另外，
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对于非线性发展方程， 其研究的一个基本、核心问题是方程解的存在性及其动力学行为［２１⁃３３］ ．鉴于不可

压缩 Ｎｅｗｔｏｎ 微极流方程组有着重要的理论价值和现实指导意义， 其受到了相关学者的广泛关注与研究．例
如， 在二维区域上，ｄｅ Ａｒａúｊｏ 等［３４］证明了一类非 Ｎｅｗｔｏｎ 微极流方程组拉回吸引子的存在性及其关于黏性

系数 ν ｒ 的上半连续性，Ａｉ 和 Ｔａｎ 研究了一类非 Ｎｅｗｔｏｎ 微极流方程组全局吸引子和指数吸引子的存在

性［３５⁃３６］ ．最近， Ｚｈａｏ 等［３７］得到了非 Ｎｅｗｔｏｎ 微极流方程组统计解的存在性及其退化正则性．随后，Ｃｈｅｎ 等［３８］

在三维有界区域上证明了该非 Ｎｅｗｔｏｎ 微极流方程组轨道统计解的存在性及其退化正则性．更多相关结果见

文献［３９⁃４０］．
研究方程组的动力学行为（吸引子）固然重要， 而进一步揭示吸引子的内部结构特性也有着同等重要的

地位．确定模、自由度与确定结点描述的是系统的渐近行为可以被某些有限量所确定， 其概念是由数学家

Ｆｏｉａｓ 等［４１⁃４２］提出， 并阐明了不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程组具有有限的确定模与确定结点个数．随后一些相

关的研究工作相继出现［４３⁃５４］ ．粗略地说， 演化系统的全局吸引子是相空间中的紧集， 演化系统的解可以在相

空间中展开成 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数（无穷级数）， 该 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数的前有限（比如说 ｍ）项的和也是相空间中的函数．如
果由吸引子中任意两个解的前 ｍ 项的和具有相同的渐近行为可以推出这两个解就具有相同的渐近行为， 则

称前 ｍ 个 Ｆｏｕｒｉｅｒ 模为这个吸引子的确定模， 自然数 ｍ 称为该吸引子的自由度．由此可见， 演化系统的确定

模可以深刻描述系统的动力学行为， 自由度则刻画了吸引子的一个本质特征．确定结点则是指： 如果吸引子

内的两个解在有限个物理空间中的点具有相同的渐近行为， 则这两个解在整个空间区域具有相同的渐近行

为．因此，关于确定结点的个数从一定程度上刻画了吸引子的物理空间自由度．
本文的主要目的是证明伴有无穷时滞效应的不可压缩非 Ｎｅｗｔｏｎ 微极流方程组具有有限的确定模个数．

具体地， 我们将证明若系统的任意两个解的若干 Ｆｏｕｒｉｅｒ 模具有相同的渐近性质， 则其余无穷多个模也具有

相同的渐近性质．为此， 考虑如下初边值条件：
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ｕτ（ ｓ，ｘ） ＝ ϕ（ ｓ，ｘ）， ωτ（ ｓ，ｘ） ＝ ψ（ ｓ，ｘ）， ｓ ∈ （ － ∞，０］， τ ∈ ＲＲ ， ｘ ∈ Ω，

ｕ（ ｔ，ｘ） ｜ ∂Ω ＝ ０， ω（ ｔ，ｘ） ｜ ∂Ω ＝ ０， ２μ １

∂ｅｊｋ
∂ｘｍ

ｒｋｒｍ ｜ ∂Ω ＝ ０， ｊ，ｋ，ｍ ＝ １，２， ∀ｔ ≥ τ，
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î
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ï
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其中 ｒ ＝ （ ｒ１， ｒ２） 为垂直于边界的单位外法向量．
本文的主要思想来源于文献［４２，４８］．文献［４２］和［４８］分别估计了 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程组和微极流方程

组的确定模个数．与 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程组和微极流方程组相比， 无穷时滞不可压缩非 Ｎｅｗｔｏｎ 微极流方程组

包含非线性项 Ñ·（μ ０（􀆠 ＋｜ ｅ（ｕ） ｜ ２） －α ／ ２ｅ（ｕ）） 和高阶项 Ñ·（ － ２μ １Δｅ（ｕ）） ．鉴于此，如何构建解满足微分不

等式、如何证明解具有仿压挤性质等并不是容易的问题，这也是证明系统具有有限的确定模个数的关键．另
外，无穷时滞项的出现， 使得估计问题（１）—（２）的确定模更具困难性．确切地说，考虑到时滞效应可以无界

增长，相空间的选择是微妙的（见文献［５０］）．为此本文引入了空间 Ｃγ， 并给出了关于时滞项的假设条件．
本文剩余部分安排如下：第 １ 节， 做一些准备工作；第 ２ 节，估计问题（１）—（２）的确定模个数．

１　 预 备 知 识

在这一节中， 我们主要做一些准备工作， 包括引入一些记号、定义及相关的一些结果和预备知识．
在本文中， ＮＮ ，ＲＲ 和 ＲＲ ＋ 分别表示自然数集、实数集和正实数集．Ｌｐ（Ω） 和 Ｗｍ，ｐ（Ω） 分别表示 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 空

间和 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间，相应的范数分别记为 ‖·‖Ｌｐ 和 ‖·‖ｍ，ｐ ．特别地，Ｈｍ（Ω） Ｗｍ，２（Ω） ．
　 　 Ｖ {φ ∈ Ｃ∞

０ （Ω） × Ｃ∞
０ （Ω） ｜ φ ＝ （φ１， φ２）， Ñ·φ ＝ ０ } ；

　 　 Ｈ Ｖ 在 Ｌ２（Ω） × Ｌ２（Ω） 范数下的完备化空间， 范数为 ‖·‖Ｈ，对偶空间记为 Ｈ∗；
　 　 Ｖ Ｖ 在 Ｈ２（Ω） × Ｈ２（Ω） 范数下的完备化空间， 范数为 ‖·‖Ｖ，对偶空间记为 Ｖ∗；
　 　 Ｈ Ｈ × Ｌ２（Ω），范数为 ‖·‖Ｈ^，对偶空间记为 Ｈ∗；
　 　 Ｖ Ｖ × Ｈ１

０（Ω）， 范数为 ‖·‖Ｖ^，对偶空间记为 Ｖ∗ ．
令（·， ·）和〈·， ·〉分别表示空间的内积和对偶积．在不引起混淆的情况下， 范数 ‖·‖Ｌ２，‖·‖Ｈ 和

‖·‖Ｈ^ 均简记为‖·‖．另外：
Ｌｐ（ Ｉ；Ｈ） 取值于 Ｈ 空间中， 在区间 Ｉ 上 ｐ 次可积的函数全体， 其范数为

　 　 ‖φ‖Ｌｐ（ Ｉ；Ｈ^） ＝ (∫
Ｉ
‖φ（ ｔ）‖ｐｄｔ )

１ ／ ｐ
，　 　 ∀φ ∈ Ｌｐ（ Ｉ；Ｈ）， １ ≤ ｐ ＜ ∞；

Ｃ（ Ｉ；Ｈ） 取值于 Ｈ 空间中， 在区间 Ｉ 上连续的函数全体， 其范数为

　 　 ‖φ‖Ｃ（ Ｉ；Ｈ^） ＝ ｍａｘ
ｔ∈Ｉ

‖φ（ ｔ，ｘ）‖Ｘ；

Ｌ２
ｌｏｃ（ Ｉ； Ｈ） 取值于 Ｈ空间中， 在区间 Ｉ 上局部可积的函数全体；“ ”表示两个空间之间紧嵌入关系．

为将问题式（１）—（２）写成抽象的形式， 我们引入几个重要的算子．首先， 定义算子 Ａ１ 和 Ａ２ 如下：

　 　 〈Ａ１ｕ，ｖ〉 ∑
２

ｉ， ｊ， ｋ ＝ １
∫
Ω

∂ｅｉｊ（ｕ）
∂ｘｋ

∂ｅｉｊ（ｖ）
∂ｘｋ

ｄｘ，　 　 ∀ｕ，ｖ ∈ Ｖ，

　 　 〈Ａ２ω，ξ〉 （Ñω，Ñξ） ，　 　 ∀ω，ξ ∈ Ｈ１
０（Ω） ．

注 １　 由以上定义可知， Ａ１，Ａ２ 为椭圆算子．根据椭圆算子的谱理论， 存在由Ａ１ 的特征值构成的序列 { λ ｎ } ∞
ｎ ＝ １ 和 Ｈ空间

的标准正交基构成的序列 { ｅｎ } ∞
ｎ ＝ １ ⊂ Ｄ（Ａ１） （Ｈ４（Ω）） ２ ∩ Ｖ， 满足 ｓｐａｎ{ ｅ１，ｅ２， …，ｅｎ， …} 在 Ｖ 空间中稠密．存在由 Ａ２ 的

特征值构成的序列 { λ∗
ｎ } ∞

ｎ ＝ １ 和 Ｌ２（Ω） 空间的标准正交基构成的序列 { ｅ∗ｎ } ∞
ｎ ＝ １ ⊂ Ｄ（Ａ２） Ｈ２（Ω） ∩ Ｈ１

０（Ω）， 满足

ｓｐａｎ{ ｅ∗１ ，ｅ∗２ ， …，ｅ∗ｎ ， …} 在 Ｈ１
０（Ω） 空间中稠密．且对任意的 ｎ ∈ ＮＮ ， 成立：

　 　 Ａ１ ｅｎ ＝ λ ｎ ｅｎ，　 　 ０ ＜ λ１ ≤ λ２ ≤ … ≤ λ ｎ ≤ …， 且当 ｎ → ∞ 时，λ ｎ → ∞；
　 　 Ａ２ ｅ∗ｎ ＝ λ∗

ｎ ｅ∗ｎ ， 　 　 ０ ＜ λ∗
１ ≤ λ∗

２ ≤ … ≤ λ∗
ｎ ≤ …，且当 ｎ → ∞ 时，λ∗

ｎ → ∞ ．

此外， 定义算子

　 　 ｂ１（ｕ，ｖ，φ） ∑
２

ｊ， ｋ ＝ １
∫
Ω
ｕ ｊ

∂ｖｋ
∂ｘ ｊ

φｋｄｘ，　 　 ∀ｕ，ｖ，φ ∈ （Ｈ１
０（Ω）） ２，
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　 　 ｂ２（ｕ，ω，ξ） ∑
２

ｉ ＝ １
∫
Ω
ｕｉ

∂ω
∂ｘｉ

ξｄｘ，　 　 ∀ｕ ∈ （Ｈ１
０（Ω）） ２，ω，ξ ∈ Ｈ１

０（Ω） ．

不难验证， 算子 ｂ１（·，·，·） 和 ｂ２（·，·，·） 分别在 Ｖ × Ｖ × Ｖ 和 Ｖ × Ｈ１
０（Ω） × Ｈ１

０（Ω） 上连续．记
　 　 〈Ｂ１（ｕ，ｖ），φ〉 ｂ１（ｕ，ｖ，φ），　 　 ∀ｕ，ｖ，φ ∈ Ｖ，
　 　 〈Ｂ２（ｕ，ω），ξ〉 ｂ２（ｕ，ω，ξ），　 　 ∀ｕ ∈ Ｖ，ω，ξ ∈ Ｈ１

０（Ω） ．
令 μ（ｕ） ２μ ０（􀆠 ＋｜ ｅ（ｕ） ｜ ２） －α ／ ２， 定义算子 Ｎ 如下：

　 　 〈Ｎ（ｕ），ｖ〉 ∑
２

ｊ， ｋ ＝ １
∫
Ω
μ（ｕ）ｅｊｋ（ｕ）ｅｊｋ（ｖ）ｄｘ，　 　 ∀ｕ，ｖ ∈ Ｖ ．

可以验证算子 Ｎ（·） 是从 Ｖ 到 Ｖ∗ 的连续函数．
最后， 定义算子：
　 　 Ｋ１（ω） － ２ν ｒ Ñ× ω， Ｋ２（ｕ，ω） － ２ν ｒ Ñ× ｕ ＋ ４ν ｒω，　 　 ∀ω ∈ Ｈ１

０（Ω）， ｕ ∈ Ｖ ．
接下来， 给出相关算子的估计如下（见文献［５１］）．
引理 １　 ① 存在正常数 ｃ１ 和 ｃ２， 使得

　 　
ｃ１‖ｕ‖２

Ｖ ≤ 〈Ａ１ｕ，ｕ〉 ≤ ｃ２‖ｕ‖２
Ｖ，　 　 ∀ｕ ∈ Ｖ，

ｃ１‖ω‖２
１，２ ≤ 〈Ａ２ω，ω〉 ≤ ｃ２‖ω‖２

１，２，　 　 ∀ω ∈ Ｈ１
０（Ω） ．{

② 存在仅依赖于区域 Ω 的正常数 ｃ３ 和 ｃ４， 使得

　 　 ｂ１（ｕ，ｖ，φ） ＝ － ｂ１（ｕ，φ，ｖ）， ｂ１（ｕ，ｖ，ｖ） ＝ ０，　 　 ∀ｕ，ｖ，φ ∈ Ｖ，
　 　 ｂ２（ｕ，ω，ξ） ＝ － ｂ２（ｕ，ξ，ω）， ｂ２（ｕ，ω，ω） ＝ ０，　 　 ∀ｕ ∈ Ｖ，ω，ξ ∈ Ｈ１

０（Ω），
　 　 ｜ ｂ１（ｕ，ｖ，φ） ｜ ≤ ｃ３‖ｕ‖１ ／ ２‖ Ñｕ‖１ ／ ２‖ｖ‖１ ／ ２‖ Ñｖ‖１ ／ ２‖ Ñφ‖，　 　 ∀ｕ，ｖ，φ ∈ Ｖ，
　 　 ｜ ｂ２（ｕ，ω，ξ） ｜ ≤ ｃ３‖ｕ‖１ ／ ２‖ Ñｕ‖１ ／ ２‖ Ñω‖‖ξ‖１ ／ ２‖ Ñξ‖１ ／ ２，　 　 ∀ｕ ∈ Ｖ，ω，ξ ∈ Ｈ１

０（Ω） ．
根据上面算子的定义， 问题式（１）—（２）在分布 Ｄ′（τ， ＋ ∞； Ｖ） 意义下可以写成如下抽象形式：

　 　

∂ｕ
∂ｔ

＋ ２μ １ Ａ１ｕ ＋ Ｂ１（ｕ，ｕ） ＋ Ｋ１（ω） ＋ Ｎ（ｕ） ＝ ｆ（ ｔ，ｘ） ＋ ｇ（ ｔ，ｕｔ），　 　 ｘ ∈ Ω， ｔ ＞ τ，

∂ω
∂ｔ

＋ νＡ２ω ＋ Ｂ２（ｕ，ω） ＋ Ｋ２（ｕ，ω） ＝ ｆ　 （ ｔ，ｘ） ＋ ｇ（ ｔ，ω ｔ），　 　 ｘ ∈ Ω， ｔ ＞ τ，

ｕτ（ ｓ，ｘ） ＝ ϕ（ ｓ，ｘ）， ωτ（ ｓ，ｘ） ＝ ψ（ ｓ，ｘ），　 　 ｓ ∈ （ － ∞， ０］， τ ∈ ＲＲ ， ｘ ∈ Ω，

ｕ（ ｔ，ｘ） ｜ ∂Ω ＝ ０， Ω（ ｔ，ｘ） ｜ ∂Ω ＝ ０， ２μ １

∂ｅｊｋ
∂ｘｍ

ｒｋｒｍ ｜ ∂Ω ＝ ０，　 　 ｊ，ｋ，ｍ ＝ １，２， ∀ｔ ≥ τ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（３）

为了处理无穷时滞项， 给定 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｘ， 对于适当的 γ， 引入空间 Ｃγ（Ｘ） 如下：
　 　 Ｃγ（Ｘ） {Φ ∈ Ｃ（（ － ∞，０］； Ｘ） ｜ ∃ ｌｉｍ

ｓ→－∞
ｅγｓΦ（ ｓ） ∈ Ｘ } ，

此空间为 Ｂａｎａｃｈ 空间， 其范数为

　 　 ‖Φ‖γ ｓｕｐ
ｓ∈（ －∞，０］

ｅγｓ‖Φ（ ｓ）‖Ｘ ．

问题（３）的弱解定义如下［２０］ ．
定义 １　 给定任意的初始条件 （ϕ，ψ） ∈ Ｃγ（Ｈ）， 若存在函数对

　 　 （ｕ，ω） ∈ Ｃ（［τ， ＋ ∞）； Ｈ） ∩ Ｌ２（τ， ＋ ∞； Ｖ） 且（ｕｔ，ω ｔ） ∈ Ｃγ（Ｈ），　 　 ∀ｔ ≥ τ，
使得问题（３）在分布 Ｄ′ （τ， ＋ ∞； Ｖ∗） 意义下成立，则称 （ｕ，ω） 是问题（３）的弱解．

给定如下假设条件．
假设（Ａ） 　 假设 （ｇ（ ｔ， ｕｔ），ｇ（ ｔ，ω ｔ））： ［τ， ＋ ∞］ × Ｃγ（Ｈ） → （Ｌ２（Ω）） ３ 满足：
① 对于任意 （φ，ξ） ∈ Ｃγ（Ｈ）， 映射 ［τ， ＋ ∞］∋ｔ （ｇ（ ｔ，φ），ｇ（ ｔ，ξ）） ∈ （Ｌ２（Ω）） ３ 是可测的；
② （ｇ（ ｔ，０），ｇ（ ｔ，０）） ＝ （０，０，０）；
③ 存在常数 Ｌ ＞ ０， 使得对于任意 （φ１，ξ １）， （φ２，ξ ２） ∈ Ｃγ（Ｈ）， 有
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‖ｇ（ ｔ，φ１） － ｇ（ ｔ，φ２）‖ ≤ Ｌ‖φ１ － φ２‖γ，
‖ｇ（ ｔ，ξ １） － ｇ（ ｔ，ξ ２）‖ ≤ Ｌ‖ξ １ － ξ ２‖γ，

{ 　 　 ∀ｔ ≥ τ ．

在上面的假设条件下， 如下关于问题（３）弱解的适定性结论可由 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法证明， 详细证明过程可参阅

文献［２０］．

引理 ２　 假设（Ａ）成立且 ２Ｌ ＜ δ ＜ ２γ， 给定 （ϕ，ψ） ∈ Ｃγ（Ｈ），（ ｆ， ｆ　 ） ∈ Ｌ２（τ， ＋ ∞； Ｖ∗）， 则问题（３）
存在唯一的弱解 （ｕ，ω）， 满足

　 　 （ｕ，ω） ∈ Ｃ（［τ， ＋ ∞）； Ｈ） ∩ Ｌ２（τ， ＋ ∞； Ｖ），　 　 （ｕｔ，ω ｔ） ∈ Ｃγ（Ｈ），
　 　 ‖（ｕ，ω）（ ｔ）‖２ ≤ ‖（ｕｔ，ω ｔ）‖２

γ ≤

　 　 　 　 ｅ －（δ －２Ｌ）（ ｔ －τ）‖（ϕ，ψ）‖２
γ ＋ １

ｍｉｎ { ｃ１μ １， ｃ１ν } ∫
ｔ

τ
ｅ －（δ －２Ｌ）（ ｔ －θ）‖（ ｆ， ｆ　 ）（θ）‖２

Ｖ^∗ｄθ， （４）

其中 δ ｍｉｎ { ２ｃ１μ １λ １， ｃ１νλ∗
１ ＋ ８ν ｒ } ．

最后， 我们引入如下引理［４７，５２］ ．
引理 ３　 设 ϑ（ ｔ） 和 ϱ（ ｔ） 为 ［τ， ＋ ∞） 上的实局部可积函数，且存在 Ｔ０ ＞ ０， 使得

　 　 ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→＋∞

１
Ｔ０
∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

ϑ（θ）ｄθ ＞ ０， ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
Ｔ０
∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

ϑ － （θ）ｄθ ＜ ＋ ∞， （５）

　 　 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

１
Ｔ０
∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

ϱ ＋ （θ）ｄθ ＝ ０， （６）

其中 ϑ － （ ｔ） ＝ ｍａｘ { － ϑ（ ｔ）， ０ } ， ϱ ＋ （ ｔ） ＝ ｍａｘ { ϱ（ ｔ）， ０ } ．若 ζ（ ｔ） 是 ［τ， ＋ ∞） 上的非负且绝对连续函数，
并且在 ［τ， ＋ ∞） 上 ｄζ（ ｔ） ／ ｄｔ ＋ ϑ（ ｔ）ζ（ ｔ） ≤ ϱ（ ｔ） 几乎处处成立，则当 ｔ → ∞ 时， ζ（ ｔ） → ０．

２　 确定模个数估计

本节的主要目的是估计问题（３）的确定模个数．
首先， 由注 １ 可知， 对于任意 ｕ ∈ Ｈ，ω ∈ Ｌ２（Ω），

　 　 ｕ（ ｔ，ｘ） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ １
（ｕ，ｅｉ） ｅｉ ∑

∞

ｉ ＝ １
ｕｉ（ ｔ） ｅｉ（ｘ）， ω（ ｔ，ｘ） ＝ ∑

∞

ｉ ＝ １
（ω，ｅ∗ｉ ） ｅ∗ｉ ∑

∞

ｉ ＝ １
ω ｉ（ ｔ） ｅ∗ｉ （ｘ） ．

令 Ｅ ｎ ｓｐａｎ { （ ｅ１，ｅ∗１ ）， （ ｅ２，ｅ∗２ ）， …， （ ｅｎ，ｅ∗ｎ ） } ， 定义 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影算子 Ｐ ｎ 如下

　 　 Ｐ ｎｕ（ ｔ，ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｕｉ（ ｔ） ｅｉ（ｘ）， Ｐ ｎω（ ｔ，ｘ） ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ω ｉ（ ｔ） ｅ∗ｉ （ｘ） ．

接下来， 我们给出确定模的定义如下（见文献［４８，５２］）．

定义 ２　 设 （ｕ１（ ｔ，ｘ），ω１（ ｔ，ｘ）） 和 （ｕ２（ ｔ，ｘ），ω２（ ｔ，ｘ）） 为问题（３）分别对应于外力 （ ｆ１， ｆ
　

１） 和 （ ｆ２，

ｆ　 ２） 的两个弱解， 如果由

　 　
ｌｉｍ
ｔ→＋∞

（‖Ｐ ｎｕ１（ ｔ，ｘ） － Ｐ ｎｕ２（ ｔ，ｘ）‖ ＋ ‖Ｐ ｎω１（ ｔ，ｘ） － Ｐ ｎω２（ ｔ，ｘ）‖） ＝ ０，

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

（‖ｆ１（ ｔ，ｘ） － ｆ２（ ｔ，ｘ）‖Ｖ∗ ＋ ‖ ｆ　 １（ ｔ，ｘ） － ｆ　 ２（ ｔ，ｘ）‖Ｈ －１） ＝ ０{ （７）

可推得 ｌｉｍｔ→＋∞（‖ｕ１（ ｔ，ｘ） － ｕ２（ ｔ，ｘ）‖ ＋ ‖ω１（ ｔ，ｘ） － ω２（ ｔ，ｘ）‖） ＝ ０， 则称与 Ｐ ｎ 相关的前 ｎ 个 Ｆｏｕｒｉｅｒ 模
为问题（３）的确定模．

本部分的主要结论如下．

定理 １　 设 （ｕ１，ω１） 和 （ｕ２，ω２） 为问题（３）分别对应于外力 （ ｆ１， ｆ
　

１） 和 （ ｆ２， ｆ
　

２） 的两个弱解， 若

　 　 ｃ２１μ １λ １ｍｉｎ { μ １， ν } ≥ ４ｍａｘ ８ｃ４３ ／ （ｃ３１μ ３
１）， ｃ{ } ‖（ ｆ１， ｆ

　
１）‖４

Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗）， （８）
取 λ ｎ＋１ （见注 １）满足

　 　

λ ｎ＋１ ≥
４ν ２

ｒ

ｃ２１νμ １

＋
ｃ２４

２ｃ１μ １

＋
ｃ５

２ｃ１μ １
∑

２

ｉ ＝ １
‖（ ｆｉ， ｆ

　
ｉ）‖２

Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗），

λ∗
ｎ＋１ ≥

４ν ２
ｒ

ｃ２１μ １ν
－

８ν ｒ

ｃ１ν
＋

ｃ２３
２ｃ３１ν μ １νｍｉｎ { μ １， ν }

‖（ ｆ２， ｆ
　

２）‖２
Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗），

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（９）
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则在定义 ２ 的意义下， 与 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 投影算子 Ｐ ｎ 相关的前 ｎ 个 Ｆｏｕｒｉｅｒ 模为问题（３）的确定模， 其中 ｃ４，ｃ５ 和 ｃ
分别来自式（２０）、（２５）和（３４）．

证明　 设 （ｕ１（ ｔ，ｘ），ω１（ ｔ，ｘ）） 和 （ｕ２（ ｔ，ｘ），ω２（ ｔ，ｘ）） 为问题（３）分别对应于外力 （ ｆ１， ｆ
　

１） 和 （ ｆ２， ｆ
　

２）
的两个弱解， 其初值分别为 （ϕ１，ψ １） ∈ Ｃγ（Ｈ） 和（ϕ２，ψ２）∈Ｃγ（Ｈ） ．记 Ｕ ＝ ｕ１ － ｕ２，Ｗ ＝ ω１ － ω２，Ｆ ＝ ｆ１ － ｆ２，

Ｆ ＝ ｆ　 １ － ｆ　 ２， 则在分布 Ｄ′（τ， ＋ ∞； Ｈ） 意义下， 成立：

　 　

∂Ｕ
∂ｔ

＋ ２μ １ Ａ１Ｕ ＋ Ｂ１（ｕ１，ｕ１） － Ｂ１（ｕ２，ｕ２） ＋ Ｎ（ｕ１） － Ｎ（ｕ２） ＋ Ｋ１（Ｗ） ＝

　 　 Ｆ ＋ ｇ（ ｔ，ｕ１，ｔ） － ｇ（ ｔ，ｕ２，ｔ），
∂Ｗ
∂ｔ

＋ νＡ２Ｗ ＋ Ｂ２（ｕ１，ω１） － Ｂ２（ｕ２，ω２） ＋ Ｋ２（Ｕ，Ｗ） ＝ Ｆ ＋ ｇ（ ｔ，ω１，ｔ） － ｇ（ ｔ，ω２，ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１０）

令 Ｑｎ ＝ Ｉ － Ｐ ｎ， 其中 Ｉ 为单位算子．根据定义 ２，只需证明存在 ｎ ∈ ＮＮ ， 使得在条件（７）下，下式成立：
　 　 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
（‖ＱｎＵ（ ｔ，ｘ）‖ ＋ ‖ＱｎＷ（ ｔ，ｘ）‖） ＝ ０． （１１）

接下来， 我们将证明过程分为三步．
第一步： 能量估计．首先， 用 ＱｎＵ 和 ＱｎＷ 分别与式（１０）的第一式和第二式作对偶积， 可得

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

‖ＱｎＵ‖２ ＋ ２μ １〈Ａ１Ｕ， ＱｎＵ〉 ＋ ｂ１（Ｕ，ｕ１，ＱｎＵ） ＋ ｂ１（ｕ２，Ｕ，ＱｎＵ） ＋ 〈Ｋ１（Ｗ）， ＱｎＵ〉 ＋

　 　 　 　 〈Ｎ（ｕ１） － Ｎ（ｕ２）， ＱｎＵ〉 ＝ 〈Ｆ， ＱｎＵ〉 ＋ 〈ｇ（ ｔ，ｕ１，ｔ） － ｇ（ ｔ，ｕ２，ｔ）， ＱｎＵ〉， （１２）

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

‖ＱｎＷ‖２ ＋ ν〈Ａ２Ｗ， ＱｎＷ〉 ＋ ｂ２（ｕ１，Ｗ，ＱｎＷ） ＋ ｂ２（Ｕ，ω２，ＱｎＷ） ＋ 〈Ｋ２（Ｕ，Ｗ）， ＱｎＷ〉 ＝

　 　 　 　 〈Ｆ， ＱｎＷ〉 ＋ 〈ｇ（ ｔ，ω１，ｔ） － ｇ（ ｔ，ω２，ｔ）， ＱｎＷ〉 ． （１３）
由引理 １， 可知

　 　 ２ｃ１μ １‖ＱｎＵ‖２
Ｖ ≤ ２μ １〈Ａ１Ｕ， ＱｎＵ〉 ＝ ２μ １〈Ａ１ＱｎＵ， ＱｎＵ〉， （１４）

　 　 ｃ１ν‖ＱｎＷ‖２
１，２ ≤ ν〈Ａ２Ｗ， ＱｎＷ〉 ＝ ν〈Ａ２ＱｎＷ， ＱｎＷ〉 ． （１５）

由引理 １， 可知

　 　 ｜ ｂ１（Ｕ，ｕ１，ＱｎＵ） ＋ ｂ１（ｕ２，Ｕ，ＱｎＵ） ｜ ≤
　 　 　 　 ｜ ｂ１（Ｐ ｎＵ，ｕ１，ＱｎＵ） ＋ ｂ１（ＱｎＵ，ｕ１，ＱｎＵ） ｜ ＋ ｜ ｂ１（ｕ２，Ｐ ｎＵ，ＱｎＵ） ＋ ｂ１（ｕ２，ＱｎＵ，ＱｎＵ） ｜ ≤
　 　 　 　 ｃ３‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２

Ｖ ‖ｕ１‖１ ／ ２‖ｕ１‖１ ／ ２
Ｖ ‖ＱｎＵ‖Ｖ ＋ ｃ３‖ＱｎＵ‖‖ＱｎＵ‖Ｖ‖ｕ１‖Ｖ ＋

　 　 　 　 ｃ３‖ｕ２‖１ ／ ２‖ｕ２‖１ ／ ２
Ｖ ‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２

Ｖ ‖ＱｎＵ‖Ｖ ≤
　 　 　 　 ｃ３‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２

Ｖ ‖ＱｎＵ‖Ｖ（‖ｕ１‖１ ／ ２‖ｕ１‖１ ／ ２
Ｖ ＋ ‖ｕ２‖１ ／ ２‖ｕ２‖１ ／ ２

Ｖ ） ＋

　 　 　 　
ｃ２３
ｃ１μ １

‖ＱｎＵ‖２‖ｕ１‖２
Ｖ ＋

ｃ１μ １

４
‖ＱｎＵ‖２

Ｖ， （１６）

　 　 ｜ ｂ２（ｕ１，Ｗ，ＱｎＷ） ＋ ｂ２（Ｕ，ω２，ＱｎＷ） ｜ ≤
　 　 　 　 ｜ ｂ２（ｕ１，Ｐ ｎＷ，ＱｎＷ） ＋ ｂ２（ｕ１，ＱｎＷ，ＱｎＷ） ｜ ＋ ｜ ｂ２（Ｐ ｎＵ，ω２，ＱｎＷ） ＋ ｂ２（ＱｎＵ，ω２，ＱｎＷ） ｜ ≤
　 　 　 　 ｃ３‖ｕ１‖１ ／ ２‖ｕ１‖１ ／ ２

Ｖ ‖Ｐ ｎＷ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＷ‖１ ／ ２
１，２‖ＱｎＷ‖１，２ ＋

　 　 　 　 ｃ３‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２
Ｖ ‖ω２‖１，２‖ＱｎＷ‖１ ／ ２‖ＱｎＷ‖１ ／ ２

１，２ ＋
　 　 　 　 ｃ３‖Ｑｎ Ｕ‖１ ／ ２‖Ｑｎ Ｕ‖１ ／ ２

Ｖ ‖Ｗ‖１，２ ‖ＱｎＷ‖１ ／ ２‖ＱｎＷ‖１ ／ ２
１，２ ≤

　 　 　 　 ｃ３‖ｕ１‖１ ／ ２‖ｕ１‖１ ／ ２
Ｖ ‖Ｐ ｎＷ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＷ‖１ ／ ２

１，２‖ＱｎＷ‖１，２ ＋
　 　 　 　 ｃ３‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２

Ｖ ‖ω２‖１，２‖ＱｎＷ‖１ ／ ２‖ＱｎＷ‖１ ／ ２
１，２ ＋

　 　 　 　
ｃ２３

４ｃ１ μ １ν
‖ω２‖２

１，２（‖ＱｎＵ‖２ ＋ ‖ＱｎＷ‖２） ＋
ｃ１μ １

４
‖ＱｎＵ‖２

Ｖ ＋
ｃ１ν
４

‖ＱｎＷ‖２
１，２ ． （１７）

由算子 Ｋ１ 和 Ｋ２ 的定义， 不难推得

　 　 ｜ 〈Ｋ１（Ｗ）， ＱｎＵ〉 ｜ ≤ ２ν ｒ‖Ｐ ｎＷ‖‖ＱｎＵ‖Ｖ ＋ ２ν ｒ‖ＱｎＷ‖‖ＱｎＵ‖Ｖ ≤
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　 　 　 　 ２ν ｒ‖Ｐ ｎＷ‖‖ＱｎＵ‖Ｖ ＋
２ν ２

ｒ

ｃ１μ １
‖ＱｎＷ‖２ ＋

ｃ１μ １

２
‖ＱｎＵ‖２

Ｖ， （１８）

　 　 〈Ｋ２（Ｕ，Ｗ）， ＱｎＷ〉 ≥－ ２ν ｒ‖Ｐ ｎＵ‖‖ＱｎＷ‖１，２ － ２ν ｒ‖ＱｎＵ‖‖ＱｎＷ‖１，２ ＋ ４ν ｒ‖ＱｎＷ‖２ ≥

　 　 　 　 － ２ν ｒ‖Ｐ ｎＵ‖‖ＱｎＷ‖１，２ －
４ν ２

ｒ

ｃ１ν
‖ＱｎＵ‖２ －

ｃ１ν
４

‖ＱｎＷ‖２
１，２ ＋ ４ν ｒ‖ＱｎＷ‖２ ． （１９）

通过直接计算， 可知存在与 μ ０， 􀆠 和 α 有关的常数 ｃ４ ｃ４（μ ０， 􀆠，α）， 使得

　 　 － （Ｎ（ｕ１） － Ｎ（ｕ２）， ＱｎＵ） ＝ － ∑
２

ｊ，ｋ ＝ １
∫
Ω
（μ（ｕ１）ｅｊｋ（ｕ１） － μ（ｕ２）ｅｊｋ（ｕ２））ｅｊｋ（ＱｎＵ）ｄｘ ＝

　 　 　 　 － ∑
２

ｊ，ｋ ＝ １
∫
Ω
［（μ（ｕ１） － μ（ｕ２））ｅｊｋ（ｕ１） ＋ μ（ｕ２）（ｅｊｋ（ｕ１） － ｅｊｋ（ｕ２））］ｅｊｋ（ＱｎＵ）ｄｘ ＝

　 　 　 　 － ∑
２

ｊ，ｋ ＝ １
∫
Ω
（μ（ｕ１） － μ（ｕ２））ｅｊｋ（ｕ１）ｅｊｋ（ＱｎＵ）ｄｘ － ∑

２

ｊ，ｋ ＝ １
∫
Ω
μ（ｕ２）ｅｊｋ（Ｐ ｎＵ ＋ ＱｎＵ）ｅｊｋ（ＱｎＵ）ｄｘ ≤

　 　 　 　 ｃ４（‖ｕ１‖Ｖ ＋ ‖ｕ１‖２
Ｖ ＋ ‖ｕ２‖２

Ｖ）‖ＱｎＵ‖ ＋ ｃ４（‖ｕ２‖Ｖ ＋ １）‖Ｐ ｎＵ‖‖ＱｎＵ‖Ｖ ． （２０）
另外， 易知

　 　 〈Ｆ， ＱｎＵ〉 ≤ ‖Ｆ‖Ｖ∗‖ＱｎＵ‖Ｖ， 〈 ｆ　 ， ＱｎＷ〉 ≤ ‖Ｆ‖Ｈ －１‖ＱｎＷ‖１，２ ． （２１）
由假设条件（Ａ），可得

　 　
〈ｇ（ ｔ，ｕ１，ｔ） － ｇ（ ｔ，ｕ２，ｔ）， ＱｎＵ〉 ≤ ‖ｇ（ ｔ，ｕ１，ｔ） － ｇ（ ｔ，ｕ２，ｔ）‖‖ＱｎＵ‖ ≤ Ｌ‖ｕｔ‖γ‖ＱｎＵ‖，
〈ｇ（ ｔ，ω１，ｔ） － ｇ（ ｔ，ω２，ｔ）， ＱｎＷ〉 ≤ Ｌ‖Ｗｔ‖γ‖ＱｎＷ‖ ．{ （２２）

将式（１４）—（２２） 代入式（１２）和（１３）， 并结合如下 Ｐｏｉｎｃａｒé 型不等式

　 　 λｎ＋１‖ＱｎＵ‖２ ≤ ‖ＱｎＵ‖２
Ｖ， λ∗

ｎ＋１‖ＱｎＷ‖２ ≤ ‖ＱｎＷ‖２
１，２，

可得

　 　 ｄ
ｄｔ

（‖ＱｎＵ‖２ ＋ ‖ＱｎＷ‖２） ＋ ｃ１νλ∗
ｎ＋１ ＋ ８ν ｒ －

ｃ２３
２ｃ１ μ １ν

‖ω２‖２
１，２ －

４ν ２
ｒ

ｃ１μ １

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ‖ＱｎＷ‖２ ＋

　 　 　 　 ２ ｃ１μ １λ ｎ＋１ －
ｃ２３

ｃ１μ １
‖ｕ１‖２

Ｖ －
ｃ２３

４ｃ１ μ １ν
‖ω２‖２

１，２ －æ

è
çç

　 　 　 　
４ν ２

ｒ

ｃ１ν
－ ｃ４（‖ｕ１‖Ｖ ＋ ‖ｕ１‖２

Ｖ ＋ ‖ｕ２‖２
Ｖ）

ö

ø
÷ ‖ＱｎＵ‖２ ≤

　 　 　 　 ２ｃ３‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２
Ｖ ‖ＱｎＵ‖Ｖ（‖ｕ１‖１ ／ ２‖ｕ１‖１ ／ ２

Ｖ ＋ ‖ｕ２‖１ ／ ２‖ｕ２‖１ ／ ２
Ｖ ） ＋

　 　 　 　 ２ｃ３‖ｕ１‖１ ／ ２‖ｕ１‖１ ／ ２
Ｖ ‖Ｐ ｎＷ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＷ‖１ ／ ２

１，２‖ＱｎＷ‖１，２ ＋
　 　 　 　 ２ｃ３‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２

Ｖ ‖ω２‖１，２‖ＱｎＷ‖１ ／ ２‖ＱｎＷ‖１ ／ ２
１，２ ＋

　 　 　 　 ４ν ｒ‖Ｐ ｎＷ‖‖ＱｎＵ‖Ｖ ＋ ４ν ｒ‖Ｐ ｎＵ‖‖ＱｎＷ‖１，２ ＋
　 　 　 　 ２ｃ４（１ ＋ ‖ｕ２‖Ｖ）‖Ｐ ｎＵ‖‖ＱｎＵ‖Ｖ ＋ ２‖Ｆ‖Ｖ∗‖ＱｎＵ‖Ｖ ＋
　 　 　 　 ２‖Ｆ‖Ｈ －１‖ＱｎＷ‖１，２ ＋ ２Ｌ‖Ｕｔ‖γ‖ＱｎＵ‖ ＋ ２Ｌ‖ω ｔ‖γ‖ＱｎＷ‖ ． （２３）
令

　 　 ζ（ ｔ） ‖ＱｎＵ（ ｔ）‖２ ＋ ‖ＱｎＷ（ ｔ）‖２，

　 　 ϑ（ ｔ） ２ｍｉｎ ｃ１μ １λ ｎ＋１ －
ｃ２３
ｃ１μ １

‖ｕ１‖２
Ｖ －

ｃ２３
４ｃ１ μ １ν

‖ω２‖２
１，２ －

４ν ２
ｒ

ｃ１ν
－{

　 　 　 　 ｃ４（‖ｕ１‖Ｖ ＋ ‖ｕ１‖２
Ｖ ＋ ‖ｕ２‖２

Ｖ）， ｃ１νλ∗
ｎ＋１ ＋ ８ν ｒ －

ｃ２３
２ｃ１ μ １ν

‖ω２‖２
１，２ －

４ν ２
ｒ

ｃ１μ １
} ，

　 　 ϱ（ ｔ） ２ｃ３‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２
Ｖ ‖ＱｎＵ‖Ｖ（‖ｕ１‖１ ／ ２‖ｕ１‖１ ／ ２

Ｖ ＋ ‖ｕ２‖１ ／ ２‖ｕ２‖１ ／ ２
Ｖ ） ＋

　 　 　 　 ２ｃ３‖ｕ１‖１ ／ ２‖ｕ１‖１ ／ ２
Ｖ ‖Ｐ ｎＷ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＷ‖１ ／ ２

１，２‖ＱｎＷ‖１，２ ＋
　 　 　 　 ２ｃ４（１ ＋ ‖ｕ２‖Ｖ）‖Ｐ ｎＵ‖‖ＱｎＵ‖Ｖ ＋
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　 　 　 　 ４ν ｒ‖Ｐ ｎＵ‖‖ＱｎＷ‖１，２ ＋ ４ν ｒ‖Ｐ ｎＷ‖‖ＱｎＵ‖Ｖ ＋
　 　 　 　 ２ｃ３‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２

Ｖ ‖ω２‖１，２‖ＱｎＷ‖１ ／ ２‖ＱｎＷ‖１ ／ ２
１，２ ＋

　 　 　 　 ２‖Ｆ‖Ｖ∗‖ＱｎＵ‖Ｖ ＋ ２‖Ｆ‖Ｈ －１‖ＱｎＷ‖１，２ ＋ ２Ｌ‖Ｕｔ‖γ‖ＱｎＵ‖ ＋ ２Ｌ‖Ｗｔ‖γ‖ＱｎＷ‖，
则式（２３）可表示为

　 　 ｄζ（ ｔ）
ｄｔ

＋ ϑ（ ｔ）ζ（ ｔ） ≤ ϱ（ ｔ），　 　 ∀ｔ ≥ τ ． （２４）

第二步： 验证 ϑ（ ｔ） 和 ϱ（ ｔ） 分别满足引理 ３ 中条件（５）和（６）．
􀃬 验证 ϑ（ ｔ） 满足条件（５）．为此， 用 ｕｉ 和 ω ｉ 分别与式（３）的第一式和第二式作对偶积并相加， 可得

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

（‖ｕｉ‖２ ＋ ‖ω ｉ‖２） ＋ ２μ １〈Ａ１ｕｉ，ｕｉ〉 ＋ ν〈Ａ２ω ｉ，ω ｉ〉 ＋

　 　 　 　 〈Ｂ１（ｕｉ，ｕｉ），ｕｉ〉 ＋ 〈Ｂ２（ｕｉ，ω ｉ），ω ｉ〉 ＋
　 　 　 　 〈Ｋ１（ω ｉ），ｕｉ〉 ＋ 〈Ｋ２（ｕｉ，ω ｉ），ω ｉ〉 ＋ 〈Ｎ（ｕｉ），ｕｉ〉 ＝

　 　 　 　 〈 ｆｉ（ ｔ，ｘ），ｕｉ〉 ＋ 〈 ｆ　 ｉ（ ｔ，ｘ），ω ｉ〉 ＋ 〈ｇ（ ｔ，ｕｉ，ｔ），ｕｉ〉 ＋ 〈ｇ（ ｔ，ω ｉ，ｔ），ω ｉ〉，　 　 ｉ ＝ １，２．
结合算子 Ｋ１，Ｋ２ 和 Ｎ 的定义， 以及引理 １ 和引理 ２， 可推得

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

（‖ｕｉ‖２ ＋ ‖ω ｉ‖２） ＋ ３
２
ｃ１μ １‖ｕｉ‖２

Ｖ ＋ １
２

ｃ１ν‖ω ｉ‖２
１，２ ＋ ４ν ｒ‖ω ｉ‖２ ≤

　 　 　 　 １
２ｃ１μ １

‖ｆｉ‖２
Ｖ∗ ＋ １

２ｃ１ν
‖ ｆ　 ｉ‖２

Ｈ －１ ＋ Ｌ‖ｕｉ，ｔ‖２
γ ＋ Ｌ‖ω ｉ，ｔ‖２

γ，　 　 ｉ ＝ １，２．

积分上式并结合式（４）， 可得

　 　 ‖ｕｉ（ ｔ ＋ Ｔ０）‖２ ＋ ‖ω ｉ（ ｔ ＋ Ｔ０）‖２ ＋ ３ｃ１μ １∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

‖ｕｉ（θ）‖２
Ｖｄθ ＋ ｃ１ν∫ｔ ＋Ｔ０

ｔ
‖ω ｉ（θ）‖２

１，２ｄθ ＋

　 　 　 　 ８ν ｒ∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

‖ω ｉ（θ）‖２ｄθ ≤

　 　 　 　 ‖ｕｉ（ ｔ）‖２ ＋ ‖ω ｉ（ ｔ）‖２ ＋ １
ｃ１μ １

∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

‖ｆｉ（θ）‖２
Ｖ∗ｄθ ＋ １

ｃ１ν
∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

‖ ｆ　 ｉ（θ）‖２
Ｈ －１ｄθ ＋

　 　 　 　 ２Ｌ∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

‖（ｕｉ，θ，ω ｉ，θ）‖２
γｄθ ≤

　 　 　 　 ２ｅ －（δ －２Ｌ）（ ｔ －τ）‖（ϕｉ，ψ ｉ）‖２
γ ＋ ２

ｍｉｎ { ｃ１μ １， ｃ１ν }
‖（ ｆｉ， ｆ

　
ｉ）‖２

Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗） ＋

　 　 　 　 ２Ｌ∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

‖（ｕｉ，θ，ω ｉ，θ）‖２
γｄθ，　 　 ｉ ＝ １，２．

由上式， 可推得

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
Ｔ０
∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

ϑ（θ）ｄθ ＝

　 　 　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
Ｔ０
∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

ｍｉｎ ２ｃ１μ １λ ｎ＋１ －
２ｃ２３
ｃ１μ １

‖ｕ１‖２
Ｖ －

ｃ２３
２ｃ１ μ １ν

‖ω２‖２
１，２ －

８ν ２
ｒ

ｃ１ν
－{

　 　 　 　 ２ｃ４（‖ｕ１‖Ｖ ＋ ‖ｕ１‖２
Ｖ ＋ ‖ｕ２‖２

Ｖ）， ｃ１νλ∗
ｎ＋１ ＋ ８ν ｒ －

ｃ２３
２ｃ１ μ １ν

‖ω２‖２
１，２ －

４ν ２
ｒ

ｃ１μ １
} ｄθ ≤

　 　 　 　 ｍｉｎ ２ｃ１μ １λ ｎ＋１ ＋
８ν ２

ｒ

ｃ１ν
＋{

　 　 　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
Ｔ０
∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

２ｃ２３
ｃ１μ １

‖ｕ１‖２
Ｖ ＋

ｃ２３
２ｃ１ μ １ν

‖ω２‖２
１，２ ＋ ２ｃ４（‖ｕ１‖Ｖ ＋ ‖ｕ１‖２

Ｖ ＋ ‖ｕ２‖２
Ｖ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄθ，

　 　 　 　 ｃ１νλ∗
ｎ＋１ ＋ ８ν ｒ ＋

４ν ２
ｒ

ｃ１μ １

＋
ｃ２３

２ｃ１ μ １ν
ｌｉｍ ｓｕｐ

ｔ→＋∞

１
Ｔ０
∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

‖ω２‖２
１，２ｄθ} ≤
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　 　 　 　 ｍｉｎ ２ｃ１μ １λ ｎ＋１ ＋
８ν ２

ｒ

ｃ１ν
＋ ｃ４ ＋ ｃ５∑

２

ｉ ＝ １
‖（ ｆｉ， ｆ

　
ｉ）‖２

Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗），{

　 　 　 　 ｃ１νλ∗
ｎ＋１ ＋ ８ν ｒ ＋

４ν ２
ｒ

ｃ１μ １

＋
ｃ２３

２ｃ２１ μ １νｍｉｎ { μ １，ν }
‖（ ｆ２， ｆ

　
２）‖２

Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗）} ＜ ＋ ∞， （２５）

其中 ｃ５
２Ｔ０ ＋ ２Ｌ

Ｔ０ｍｉｎ { ｃ１μ １，ｃ１ν }

２ｃ２３
３ｃ２１μ ２

１

＋
ｃ４
ｃ１μ １

＋
ｃ２３

２ｃ２１ν μ １ν
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．类似地， 可推得

　 　 ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→＋∞

１
Ｔ０
∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

ϑ（θ）ｄθ ≥

　 　 　 　 ｍｉｎ ２ｃ１μ １λ ｎ＋１ －
８ν ２

ｒ

ｃ１ν
－ ｃ４ － ｃ５∑

２

ｉ ＝ １
‖（ ｆｉ， ｆ

　
ｉ）‖２

Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗），{

　 　 　 　 ｃ１νλ∗
ｎ＋１ ＋ ８ν ｒ －

４ν ２
ｒ

ｃ１μ １

－
ｃ２３

２ｃ２１ μ １νｍｉｎ { μ １，ν }
‖（ ｆ２， ｆ

　
２）‖２

Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗）} ．

由于当 ｎ →＋ ∞ 时， λ ｎ →＋ ∞ 且 λ∗
ｎ →＋ ∞， 故可取 λ ｎ 和 λ∗

ｎ 满足式（９），进而可得

　 　 ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→＋∞

１
Ｔ０
∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

ϑ（θ）ｄθ ＞ ０，　 　 Ｔ０ ＞ ０． （２６）

由式（２５）和式（２６）， 可知 ϑ（ ｔ） 满足条件（５）．
􀃭 验证 ϱ（ ｔ） 满足条件（６）．由 ϱ（ ｔ） 的表达式可知， 我们需要得到 ‖Ｕｔ‖γ 和 ‖Ｗｔ‖γ 的相关估计．为

此， 用 Ｕ 和 Ｗ 分别与式（１０）的第一式和第二式作对偶积， 可得

　 　

１
２

ｄ
ｄｔ

‖Ｕ‖２ ＋ 〈２μ １Ａ１Ｕ，Ｕ〉 ＋ 〈Ｂ１（ｕ１，ｕ１） － Ｂ１（ｕ２，ｕ２），Ｕ〉 ＋ 〈Ｋ１（Ｗ），Ｕ〉 ＋

　 　 〈Ｎ（ｕ１） － Ｎ（ｕ２），Ｕ〉 ＝ 〈Ｆ，Ｕ〉 ＋ 〈ｇ（ ｔ，ｕ１，ｔ） － ｇ（ ｔ，ｕ２，ｔ），Ｕ〉，
１
２

ｄ
ｄｔ

‖Ｗ‖２ ＋ 〈νＡ２Ｗ，Ｗ〉 ＋ 〈Ｂ２（ｕ１，ω１） － Ｂ２（ｕ２，ω２），Ｗ〉 ＋ 〈Ｋ２（Ｕ，Ｗ），Ｗ〉 ＝

　 　 〈Ｆ，Ｗ〉 ＋ 〈ｇ（ ｔ，ω１，ｔ） － ｇ（ ｔ，ω２，ｔ），Ｗ〉 ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２７）

由引理 １， 易得

　 　 ２ｃ１μ １‖Ｕ‖２
Ｖ ≤ 〈２μ １Ａ１Ｕ，Ｕ〉， ｃ１ν‖Ｗ‖２

１，２ ≤ 〈νＡ２Ｗ，Ｗ〉 ． （２８）
根据文献［５３］中的式（３．２８）， 可知

　 　 〈Ｎ（ｕ１） － Ｎ（ｕ２），Ｕ〉 ≥ ０． （２９）
经直接计算， 可得

　 　 〈Ｋ１（Ｗ），Ｕ〉 ＋ 〈Ｋ２（Ｕ，Ｗ），Ｗ〉 ＝ ４ν ｒ‖Ｗ‖２， （３０）
　 　 〈Ｆ，Ｕ〉 ＋ 〈Ｆ，Ｗ〉 ≤ ‖Ｆ‖Ｖ∗‖Ｕ‖Ｖ ＋ ‖Ｆ‖Ｈ －１‖Ｗ‖１，２ ≤

　 　 　 　 １
ｃ１μ １

‖Ｆ‖２
Ｖ∗ ＋ １

ｃ１ν
‖Ｆ‖２

Ｈ －１ ＋
ｃ１μ １

４
‖Ｕ‖２

Ｖ ＋
ｃ１ν
４

‖Ｗ‖２
１，２， （３１）

　 　 〈ｇ（ ｔ，ｕ１，ｔ） － ｇ（ ｔ，ｕ２，ｔ），Ｕ〉 ＋ 〈ｇ（ ｔ，ω１，ｔ） － ｇ（ ｔ，ω２，ｔ），Ｗ〉 ≤ Ｌ （‖Ｕｔ‖２
γ ＋ ‖Ｗｔ‖２

γ） ． （３２）
另外， 由引理 １ 及 Ｇａｇｌｉａｒｄｏ⁃Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ 不等式和 Ｙｏｕｎｇ’ｓ 不等式， 可得

　 　 ｜ 〈Ｂ１（ｕ１，ｕ１） － Ｂ１（ｕ２，ｕ２），Ｕ〉 ｜ ＝ ｜ 〈Ｂ１（Ｕ，ｕ１） － Ｂ１（ｕ２，Ｕ），Ｕ〉 ｜ ≤

　 　 　 　 ｃ３‖Ｕ‖１ ／ ２‖ ÑＵ‖‖ｕ１‖‖Ｄ２Ｕ‖１ ／ ２ ≤
６４ｃ４３
ｃ３１μ ３

１

‖ｕ１‖４‖Ｕ‖２ ＋
ｃ１μ １

４
‖Ｕ‖２

Ｖ， （３３）

　 　 ｜ 〈Ｂ２（ｕ１，ω１） － Ｂ２（ｕ２，ω２），Ｗ〉 ｜ ＝
　 　 　 　 ｜ 〈Ｂ２（Ｕ，ω１） － Ｂ２（ｕ２，Ｗ），Ｗ〉 ｜ ≤ ‖Ｕ‖Ｌ∞ ‖ω１‖‖ ÑＷ‖ ≤
　 　 　 　 ｃ‖Ｕ‖１ ／ ２‖Ｄ２Ｕ‖１ ／ ２‖ω１‖‖ ÑＷ‖ ≤

　 　 　 　 ｃ‖ω１‖４‖Ｕ‖２ ＋
ｃ１μ １

４
‖Ｕ‖２

Ｖ ＋
ｃ１ν
４

‖Ｗ‖２
１，２， （３４）

４２５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



其中 ｃ 为与 ｃ１，μ １， ν 有关的常数．将式（２８）—（３４）代入式（２７）， 得

　 　 ｄ
ｄｔ

（‖Ｕ‖２ ＋ ‖Ｗ‖２） ＋ ８ν ｒ‖Ｗ‖２ ＋ ｃ１ν‖Ｗ‖２
１，２ ＋

　 　 　 　
５ｃ１μ １

２
‖Ｕ‖２

Ｖ －
１６ｃ４３
ｃ３１μ ３

１

‖ｕ１‖４‖Ｕ‖２ － ２ｃ‖ω１‖４‖Ｕ‖２ ≤

　 　 　 　 ２Ｌ （‖Ｕｔ‖２
γ ＋ ‖Ｗｔ‖２

γ） ＋ ２
ｃ１μ １

‖Ｆ‖２
Ｖ∗ ＋ ２

ｃ１ν
‖Ｆ‖Ｈ －１

２ ． （３５）

由式（４）可知， 对于 ∀ε ＞ ０， 存在 Ｔ１ ＞ τ， 使得

　 　 ‖ｕ１（ ｔ）‖４ ＋ ‖ω１（ ｔ）‖４ ＜ ε ＋ １
ｍｉｎ { ｃ１μ １， ｃ１ν }

‖（ ｆ１， ｆ
　

１）‖４
Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗），　 　 ∀ｔ ≥ Ｔ１，

因此， 由式（８）和式（３５）， 可得

　 　 ｄ
ｄｔ

（‖Ｕ‖２ ＋ ‖Ｗ‖２） ＋ δ（‖Ｕ‖２ ＋ ‖Ｗ‖２） ≤

　 　 　 　 ２
ｃ１ｍｉｎ { μ １， ν }

‖（Ｆ，Ｆ）‖２
Ｖ^∗ ＋ ２Ｌ （‖Ｕｔ‖２

γ ＋ ‖Ｗｔ‖２
γ），　 　 ∀ｔ ≥ Ｔ１，

其中 δ ｍｉｎ { ２ｃ１μ １λ １， ｃ１νλ∗
１ ＋ ８ν ｒ } ．运用与文献［５４］中的式（２．３４）相同的证明过程， 由上式可推得

　 　 ‖Ｕｔ‖２
γ ＋ ‖Ｗｔ‖２

γ ≤ ｅ －（δ －２Ｌ）（ ｔ －τ）（‖ϕ１ － ϕ２‖２
γ ＋ ‖ψ１ － ψ２‖２

γ） ＋

　 　 　 　 ２
ｍｉｎ { ｃ１μ １， ｃ１ν } ∫

ｔ

τ
ｅ －（δ －２Ｌ）（ ｔ －θ）‖（Ｆ，Ｆ）（θ）‖２

Ｖ^∗ｄθ，　 　 ∀ｔ ≥ Ｔ１ ＞ τ ． （３６）

接下来， 我们验证 ϱ（ ｔ） 满足条件式（６）．首先， 因为 ２Ｌ ＜ δ， 故由式（４）、（３６）和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式， 可得

　 　 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

１
Ｔ０
∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

２Ｌ（‖Ｕθ‖γ‖ＱｎＵ（θ）‖ ＋ ‖Ｗθ‖γ‖ＱｎＷ（θ）‖）ｄθ ≤

　 　 　 　 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

２Ｌ
ｍｉｎ { ｃ１μ １，ｃ１ν } １ ／ ２ Ｔ０

‖（Ｆ，Ｆ）‖Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗） [∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

（‖Ｕθ‖２
γ ＋ ‖Ｗθ‖２

γ）ｄθ ]
１ ／ ２

≤

　 　 　 　 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

２Ｌ‖（Ｆ，Ｆ）‖Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗）

ｍｉｎ { ｃ１μ １，ｃ１ν } １ ／ ２ Ｔ０

[∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

ｅ －（δ －２Ｌ）（θ －τ）（‖ϕ１ － ϕ２‖２
γ ＋ ‖ψ１ － ψ２‖２

γ） ＋

　 　 　 　 ２
ｍｉｎ { ｃ１μ １，ｃ１ν } ∫

ｔ ＋Ｔ０

ｔ
∫θ
τ
ｅ －（δ －２Ｌ）（θ －ｒ）‖（Ｆ，Ｆ）‖２

Ｖ^∗ｄｒｄθ ]
１ ／ ２

≤

　 　 　 　 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

２ ２ Ｌ‖（Ｆ，Ｆ）‖Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗）

ｍｉｎ { ｃ１μ １，ｃ１ν } Ｔ０
∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ
∫Ｔ２
τ
ｅ －（δ －２Ｌ）（θ －ｒ）‖（Ｆ，Ｆ）‖２

Ｖ^∗ｄｒｄθ ＋[

　 　 　 　 ∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ
∫θ
Ｔ２
ｅ －（δ －２Ｌ）（θ －ｒ）‖（Ｆ，Ｆ）‖２

Ｖ^∗ｄｒｄθ ]
１ ／ ２

≤

　 　 　 　 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

２ ２ Ｌ‖（Ｆ，Ｆ）‖Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗）

ｍｉｎ { ｃ１μ １，ｃ１ν } Ｔ０

１
δ － ２Ｌ

‖（Ｆ，Ｆ）‖２
Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗） ×é

ë
êê

　 　 　 　 （ｅ －（δ －２Ｌ）（ ｔ －Ｔ２） － ｅ －（δ －２Ｌ）（ ｔ ＋Ｔ０－Ｔ２）） ＋
Ｔ０

δ － ２Ｌ
‖（Ｆ，Ｆ）‖２

Ｌ∞ （Ｔ２，＋∞；Ｖ^∗）
ù

û
ú
ú

１ ／ ２

≤

　 　 　 　 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

２ ２ Ｌ‖（Ｆ，Ｆ）‖Ｌ２（τ，＋∞；Ｖ^∗）

ｍｉｎ { ｃ１μ １，ｃ１ν } （δ － ２Ｌ） １ ／ ２‖（Ｆ，Ｆ）‖Ｌ∞ （Ｔ２，＋∞；Ｖ^∗），　 　 ∀Ｔ２ ≥ τ ． （３７）

由式（７）可知， 当 ｔ→＋ ∞ 时， ‖（Ｆ，Ｆ）（ ｔ）‖Ｖ^∗ →０．所以， 对于∀ε ＞ ０， 可在式（３７）中选取 Ｔ２（充分大），
使得 Ｔ２ ＞ Ｔ１ ＞ τ 且

　 　 ‖（Ｆ，Ｆ）‖Ｌ∞ （Ｔ２，＋∞；Ｖ^∗） ＜ ε ． （３８）
由 ε 的任意性， 并结合式（３７）和式（３８）， 可知
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　 　 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

１
Ｔ０
∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

２Ｌ（‖Ｕθ‖γ‖ＱｎＵ（θ）‖ ＋ ‖Ｗθ‖γ‖ＱｎＷ（θ）‖）ｄθ ＝ ０． （３９）

另外， 在式（７）的条件下， 易得

　 　 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

１
Ｔ０
∫ｔ ＋Ｔ０
ｔ

［２ｃ３‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２
Ｖ ‖ＱｎＵ‖Ｖ（‖ｕ１‖１ ／ ２‖ｕ１‖１ ／ ２

Ｖ ＋ ‖ｕ２‖１ ／ ２‖ｕ２‖１ ／ ２
Ｖ ） ＋

　 　 　 　 ２ｃ３‖ｕ１‖１ ／ ２‖ｕ１‖１ ／ ２
Ｖ ‖Ｐ ｎＷ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＷ‖１ ／ ２

１，２‖ＱｎＷ‖１，２ ＋
　 　 　 　 ２ｃ４（１ ＋ ‖ｕ２‖Ｖ）‖Ｐ ｎＵ‖‖ＱｎＵ‖Ｖ ＋ ２‖Ｆ‖Ｖ∗‖ＱｎＵ‖Ｖ ＋ ４ν ｒ‖Ｐ ｎＷ‖‖ＱｎＵ‖Ｖ ＋
　 　 　 　 ２ｃ３‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２‖Ｐ ｎＵ‖１ ／ ２

Ｖ ‖ω２‖１，２ ‖ＱｎＷ‖１ ／ ２‖ＱｎＷ‖１ ／ ２
１，２ ＋ ４ν ｒ‖Ｐ ｎＵ‖‖ＱｎＷ‖１，２ ＋

　 　 　 　 ２‖Ｆ‖Ｖ∗‖ＱｎＵ‖Ｖ ＋ ２‖Ｆ‖Ｈ －１‖ＱｎＷ‖１，２］ｄθ ＝ ０． （４０）
进而结合式（３９）和（４０），可知 ϱ（ ｔ） 满足条件（６）．

第三步： 证明问题（３）具有有限的确定模个数．运用引理 ３ 和式（２４）， 可推得

　 　 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ζ（ ｔ） ＝ ｌｉｍ
ｔ→＋∞

（‖ＱｎＵ（ ｔ）‖２ ＋ ‖ＱｎＷ（ ｔ）‖２） ＝ ０，

即式（１１）成立， 定理 １ 得证．
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［２９］　 ＵＴＫＵ Ｎ， ＬＩ Ｔｏｎｇｘｉｎｇ， ＳＥＮＥＬ Ｍ． Ａｎ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｉｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ａｎｄ
ｎｅｇａｔｉｖｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｈａｃｅｔｔｅｐｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， ２０１５， ４４（５）：１１５７⁃１１６２．

［３０］　 ＷＡＮＧ Ｙ， ＬＩＵ Ｌ． Ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ａｎｄ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｉｎｔｅｇｒｏ⁃ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ
［Ｊ］ ． Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｖａｌｕｅ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ， ２０１７， ２０１７（１）： １２．

［３１］　 ＹＡＮＧ Ｍ， ＦＵ Ｚ， ＳＵＮ Ｊ． Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｌａｒｇｅ ｔｉｍｅ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｔｏ ｃｏｕｐｌｅｄ ｃｈｅｍｏｔａｘｉｓ⁃ｆｌｕｉｄ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｂｅｓｏｖ⁃
Ｍｏｒｒｅｙ ｓｐａｃｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ２０１９， ２６６（９）： ５８６７⁃５８９４．

［３２］　 ＹＡＮ Ｄ， ＰＡＮＧ Ｇ， ＱＩＵ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｆｉｎｉｔｅ⁃ｔｉｍｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｗｉｔｃｈｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ａｃｔｕａｔｏｒ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎ
ｂａｓｅｄ ｏｎ ｅｖｅｎｔ⁃ｔｒｉｇｇｅｒｅｄ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ［ Ｊ］ ． Ｄｉｓｃｒｅｔｅ ａｎｄ Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ⁃Ｓ， ２０２３， １６ （ ７）：
１９２９⁃１９４３．

［３３］　 ＹＵ Ｍ， ＷＵ Ｓ， ＬＩ Ｘ． Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｕｎｄｅｒ ｓａｔｕｒａｔｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｉｍｐｕｌｓｅ
ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ： Ｈｙｂｒｉｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０２３， ４８： １０１３３５．

［３４］　 ＤＥ ＡＲＡÚＪＯ Ｇ Ｍ， ＤＥ ＡＲＡÚＪＯ Ｍ Ａ Ｆ， ＬＵＣＥＮＡ Ｅ Ｆ Ｌ． Ｐｕｌｌｂａｃｋ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ ｍｉ⁃
ｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄｓ［Ｊ］ ． Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ２０１８， ２０１８： １⁃１４．

［３５］　 ＡＩ Ｃ， ＴＡＮ Ｚ． Ｇｌｏｂａｌ ａｎｄ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄｓ［Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔ⁃
ｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２１， ４４（１３）： １００３２⁃１００５２．

［３６］　 ＡＩ Ｃ， ＴＡＮ Ｚ． Ｐｕｌｌｂａｃｋ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
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Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ， ２０２１， ５０３（２）： １２５３２０．
［３７］　 ＺＨＡＯ Ｃ， ＺＨＡＮＧ Ｙ， ＣＡＲＡＢＡＬＬＯ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｒｅｇｕｌａｒｉｔｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ

ｆｌｕｉｄ ｗｉｔｈ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｎｅｗｔｏｎ ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｌａｗ［Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２３， ４６
（９）： １０３１１⁃１０３３１．

［３８］　 ＣＨＥＮ Ｘ ， ＹＡＮＧ Ｈ ， ＨＡＮ Ｘ ， ｅｔ ａｌ． Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｒｅｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｆ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ
ｔｈｅ ３Ｄ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄｓ［ Ｊ］ ． Ｄｉｓｃｒｅｔｅ ＆ Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ⁃Ｓｅ⁃
ｒｉｅｓ Ｓ， ２０２４， １７（３） ． ＤＯＩ：１０．３９３４ ／ ｄｃｄｓｓ．２０２３１２２．

［３９］　 ＤＥ ＡＲＡÚＪＯ Ｇ Ｍ， ＤＥ ＡＲＡÚＪＯ Ｍ Ａ Ｆ， ＬＵＣＥＮＡ Ｅ Ｆ Ｌ． Ｏｎ ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ ｍｉ⁃
ｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１５， ２０１５： ４８１７５４．

［４０］　 ＥＬＬＡＨＩ Ｒ， ＲＡＨＭＡＮ Ｓ Ｕ， ＧＵＬＺＡＲ Ｍ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄ ｉｎ
ａｒｔｅｒｉａｌ ｂｌｏｏｄ ｆｌｏｗ ｔｈｒｏｕｇｈ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｓｔｅｎｏｓｉｓ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ＆ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１４， ８
（４）： １５６７⁃１５７３．

［４１］　 ＦＯＩＡＳ Ｃ， ＴＥＭＡＭ Ｒ． Ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎａｖｉｅｒ⁃ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｂｙ ａ ｓｅｔ ｏｆ ｎｏｄａｌ ｖａｌｕｅｓ
［Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， １９８４， ４３（１６７）： １１７⁃１３３．

［４２］　 ＦＯＩＡＳ Ｃ， ＭＡＮＬＥＹ Ｏ， ＲＯＳＡ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ［Ｍ］ ． Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ： Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， ２００１．

［４３］　 ＣＯＮＳＴＡＮＴＩＮ Ｐ， ＦＯＩＡＳ Ｃ， ＭＡＮＬＥＹ Ｏ Ｐ， ｅｔ ａｌ． Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ａｎｄ ｆｒａｃｔａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｕｒｂｕｌｅｎｔ ｆｌｏｗｓ
［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９８５， １５０： ４２７⁃４４０．

［４４］　 ＦＬＡＮＤＯＬＦ Ｆ， ＬＡＮＧＡ Ｊ Ａ． Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ｆｏｒ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅ ｒａｎｄｏｍ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｓ ａｎｄ
Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｒｅｐｏｒｔｓ， １９９９， ６６（１ ／ ２）： １⁃２５．

［４５］　 ＧＡＬＤＩ Ｇ Ｐ． Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｍｏｄｅｓ， ｎｏｄｅｓ ａｎｄ ｖｏｌｕｍｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｆｏｒ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ
ｐｒｏｂｌｅｍ ｐａｓｔ ａ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｂｏｄｙ［Ｊ］ ． Ａｒｃｈｉｖｅ ｆｏｒ Ｒａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２００６， １８０（１）： ９７⁃
１２６．

［４６］　 ＪＯＮＥＳ Ｄ Ａ， ＴＩＴＩ Ｅ Ｓ． Ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄｓ ｏｎ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｍｏｄｅｓ， ｎｏｄｅｓ， ａｎｄ ｖｏｌｕｍｅ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｆｏｒ
ｔｈｅ ｎａｖｉｅｒ⁃ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｄｉａｎａ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｊｏｕｒｎａｌ， １９９３， ４２（３）： ８７５⁃８８７．

［４７］　 ＫＡＬＡＮＴＡＲＯＶ Ｖ Ｋ， ＴＩＴＩ Ｅ Ｓ． Ｇｌｏｂａｌ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ａｎｄ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ３Ｄ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ⁃Ｖｏｉｇｈｔ ｅｑｕａ⁃
ｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ａｎｎａｌｓ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， Ｓｅｒｉｅｓ Ｂ， ２００９， ３０（６）： ６９７⁃７１４．

［４８］　 ＳＺＯＰＡ Ｐ． Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ｆｏｒ ２⁃Ｄ ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗｓ［ Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ａｎｄ Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ，
２００５， ４２（９ ／ １０）： １０７９⁃１０８８．

［４９］　 ＺＨＡＯ Ｃ， ＺＨＡＮＧ Ｙ Ｌ Ｍ． Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｎｏｄｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ａｔｔｒａｃｔｏｒ ｆｏｒ ａｎ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ ｆｌｕｉｄ
［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ ＆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ， ２０１８， ８（３）： ９５４⁃９６４．

［５０］　 ＨＡＬＥ Ｊ Ｋ， ＫＡＴＯ Ｊ． Ｐｈａｓｅ ｓｐａｃｅ ｆｏｒ ｒｅｔａｒｄｅｄ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｄｅｌａｙ［Ｊ］ ． Ｆｕｎｋｃｉａｌ Ｅｋｖａｃ， １９７８， ２１： １１⁃
４１．

［５１］　 ＬＩＵ Ｇ． Ｐｕｌｌｂａｃｋ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ２Ｄ ｎｏｎ⁃ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ ｆｌｕｉｄ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｆｌｕｉｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， １９（４）： ６２３⁃６４３．

［５２］　 ＳＵＮ Ｗ， ＬＡＩ Ｃ， ＬＩＡＮＧ Ｙ． Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｍｏｄｅｓ ａｎｄ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇ ｎｏｄｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ３Ｄ ｎｏｎ⁃ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ
ｍａｇｎｅｔｏｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｄｉｓｃｒｅｔｅ ａｎｄ Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｂ， ２０２３， ２８（６）： ３３７３⁃
３３９２．

［５３］　 ＺＨＡＯ Ｃ， ＺＨＯＵ Ｓ， ＬＩ Ｙ． Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｒｅｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｆ ｐｕｌｌｂａｃｋ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ａｎ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ
ｆｌｕｉｄ ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙｓ［Ｊ］ ． Ｑｕａｒｔｅｒｌｙ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２００９， ６７（３）： ５０３⁃５４０．

［５４］　 ＺＨＡＯ Ｃ， ＬＩＵ Ｇ， ＡＮ Ｒ． Ｇｌｏｂａｌ ｗｅｌｌ⁃ｐｏｓｅｄｎｅｓｓ ａｎｄ ｐｕｌｌｂａｃｋ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ａｎ ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｎｏｎ⁃Ｎｅｗｔｏｎｉａｎ
ｆｌｕｉｄ ｗｉｔｈ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｄｅｌａｙｓ［Ｊ］ ． Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２０１７， ２５（１）： ３９⁃６４．

８２５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷


