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摘要：　 数值流形法（ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｍｅｔｈｏｄ，ＮＭＭ）通过引入两套覆盖系统：数学覆盖用于构造单位分解函数；
物理覆盖用于构造局部逼近函数，有效实现了连续与不连续问题的统一处理．该文深入研究了 ＮＭＭ 在二维瞬态非

线性热传导问题的应用．首先，根据瞬态非线性热传导的控制方程、初始条件以及边界条件，建立了初边值问题的弱

形式．随后，提出了温度场的 ＮＭＭ 近似表达式，采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法推导出全局离散格式．在时间离散方面，采用 Ｅｕｌｅｒ
向后差分法，并结合 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法求解了最终的代数方程组．通过对具有不规则边界和含孔洞的不连续

板等典型算例进行模拟，结果表明 ＮＭＭ 不仅计算精度高（最大的误差不超过 ０．６％）、鲁棒性好，更能有效处理复杂

几何形状和不连续性板，为该领域的数值计算提供了一种高效的新方法．
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０　 引　 　 言

热传导分析作为传热学的重要研究方向，在土木工程、机械工程及航空航天等多个工程领域具有重要的

应用价值．非线性材料导热系数表现为温度的函数，控制方程呈现显著的非线性特征，开发高效且稳定的非

线性热传导问题数值计算方法，具有重要的理论意义和工程应用价值．
近几十年来，非线性热传导问题的数值求解方法研究一直是学术界关注的焦点．传统求解热传导的数值

方法包括有限差分法［１⁃２］、有限元法［３⁃４］、边界元法［５⁃６］、无网格方法［７⁃８］、数值流形法（ＮＭＭ） ［９⁃１１］、近场动力

学［１２⁃１３］等．Ａｎｎａｓａｂｉ 等［１４］创新性地将 Ｂ 样条函数与有限元法结合，并引入 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 变换，成功将非线性热传

导控制方程转化为线性方程，从而有效求解了复杂问题域中的温度场分布问题．梁钰等［１５］ 将模型降阶法与

有限元方法相结合，提出了一种快速算法，并应用到随温度变化的非线性瞬态热传导问题中．Ｍｉｅｒｚｗｉｃｚａｋ
等［１６］基于奇异边界单元方法，求解了具有不规则几何域且导热系数随温度变化的稳态温度场．Ｙａｎｇ 等［５］ 提

出了一种径向积分边界元法，用来计算二维不连续矩形板和三维六面体中随温度变化的瞬态非线性热传导

问题．吴泽艳等［１７］提出了一种混合的无网格方法求解非线性热传导问题．Ｋｈｏｓｒａｖｉｆａｒｄ 等［８］ 采用改进的无网

格径向点插值方法，分析了二维和三维功能梯度材料中含非均匀热源的非线性瞬态温度场．Ｗｕ 等［１０］建立了

双尺度 ＮＭＭ 计算均匀化模型，可以准确地模拟非均质材料中的热传导过程．Ｚｈａｎｇ 等［１１］ 利用无网格数值流

形法计算了二维功能梯度材料中的瞬态非线性温度场和热流量场．
１９９１ 年，Ｓｈｉ［１８］提出了 ＮＭＭ，其包括数学覆盖和物理覆盖两套系统．通常以有限元的三角形或四边形网

格作为数学覆盖，共用一个节点的所有单元组成一个数学片，数学片被边界、材料界面或裂纹切割形成物理

片，所有的物理片联结形成物理覆盖，物理覆盖需要精确的匹配问题域．物理片之间相互切割形成流形单元，
流形单元是最小的积分单元．目前，ＮＭＭ 已经成功地应用于各个领域：陈远强等［１９］利用 ＮＭＭ 实现了边坡降

雨⁃入渗⁃产流的全过程模拟，为降雨诱发的地质灾害提供了计算依据．胡国栋等［２０］ 利用 ＮＭＭ 研究了二维稳

态功能梯度热传导问题．谭育新等［２１］ 采用正六边形覆盖的 ＮＭＭ 计算二维稳态方板和工业烟囱的热问题．
Ｔａｎ 等［２２］基于 ＮＭＭ 模拟了二维稳态和瞬态长方体岩样和厚壁圆柱体的热传导问题．刘思敏等［９］ 基于四边

形网格覆盖的 ＮＭＭ，分析了规则均质材料板和含多个圆孔和裂纹的不连续功能梯度板的温度场．
本文首次将三角形网格覆盖的 ＮＭＭ 用于二维瞬态非线性热传导中．在第 １ 节中，给出了瞬态非线性热

传导的控制方程、初始条件及边界条件．第 ２ 节，首先对 ＮＭＭ 进行简单介绍；随后，建立了初边值问题的弱形

式，给出了温度场的 ＮＭＭ 近似，并基于 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法得到全局离散格式表达式；最后，时间离散过程采用 Ｅｕｌｅｒ
向后差分，利用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法求解了最终的代数方程组．在第 ３ 节中，通过对具有不规则边界和含

孔洞的不连续板的典型算例进行模拟，验证了所提方法的计算精度高和鲁棒性好，为二维瞬态非线性热传导

的计算提供了一种新方法．

０９５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



１　 控 制 方 程

如图 １ 所示， 问题域 Ω 由 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界、 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界和 Ｒｏｂｉｎ 边界条件所围成 Г ＝ ГＤ ∪ ГＮ ∪ ГＲ， 且

ГＤ ∩ ГＮ ∩ ГＲ ＝ ∅ ．二维瞬态非线性态热传导［１１］的控制方程可以描述为

　 　 ∂
∂ｘｉ

ｋ（Ｔ） ∂Ｔ（ｘ，ｔ）
∂ｘｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｇ（ｘ） ＝ ρｃ ∂Ｔ（ｘ，ｔ）

∂ｔ
，　 　 ｘ ∈ Ω， （１）

其中，下标 ｉ ＝ １， ２；Ｔ代表二维问题域中任意一点 ｘ ＝ （ｘ１， ｘ２） 的温度；ｋ（Ｔ） 是随温度变化的导热系数；ρ 和

ｃ 分别为材料密度和比热容；ｇ（ｘ） 是热源函数．

图 １　 瞬态非线性热传导的问题域

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｐｒｏｂｌｅｍ ｄｏｍａｉｎ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

为了确定温度场，附加初始条件

　 　 Ｔ（ｘ，ｔ） ｔ ＝ ０ ＝ Ｔ０，　 　 ｘ ∈ Ω； （２）
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件

　 　 Ｔ（ｘ） ＝ Ｔ
－
（ｘ），　 　 ｘ ∈ ΓＤ； （３）

Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件

　 　 － ｋ（Ｔ） ∂Ｔ（ｘ）
∂ｘｉ

ｎｉ ＝ ｑ－（ｘ），　 　 ｘ ∈ ΓＮ； （４）

Ｒｏｂｉｎ 边界条件

　 　 － ｋ（Ｔ） ∂Ｔ（ｘ，ｔ）
∂ｘｉ

ｎｉ ＝ ｈ（Ｔ － Ｔ∞ ），　 　 ∈ ΓＲ， （５）

其中，方程（３）和（４）中的 Ｔ
－
和 ｑ－ 分别为 ΓＤ 和 ΓＮ 上给定的温度和热流量；方程（５）中 ｈ 为对流换热系数， Ｔ∞

是环境温度．ｎ ＝ （ｎ１，ｎ２） 是单位外法向向量．

２　 ＮＭＭ 求解瞬态非线性热传导

２．１　 ＮＭＭ 简介

ＮＭＭ 通过引入两种类型的覆盖系统：用于建立单位分解函数的数学覆盖和用于构造局部逼近函数的物

理覆盖，可以统一地解决连续和不连续问题．本小节只对 ＮＭＭ 进行简单的介绍，具体细节可以参考文献

［２３⁃２４］．
一般来讲，组成数学覆盖的数学片可以是任何形状，例如有限元网格中，由共用一个节点的所有单元所

组成，或是移动最小二乘法中节点的影响域．本文采用三角形网格作为数学覆盖，如图 ２（ａ）所示， ＡＢＣＤ围成

问题域 Ω，ＥＦ 为材料界面．以红色圆点（也可以称为星点） 所连接的 ６ 个三角形单元构成一个数学片，用 ＭＰ ｉ

表示，ｉ ＝ １，２，…，ｎ，其中 ｎ 表示数学片的个数．例如图 ２（ｂ）中，红色点 Ｏ１ 是星点，由ｍ１⁃ｍ２⁃ｍ３⁃ｍ４⁃ｍ５⁃ｍ６ 所围

成的六边形为数学片 ＭＰ １ ．数学片之间可以部分重叠，但是所有的数学片联结形成的数学覆盖必须完全覆盖

住问题域 Ω ．
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物理片是由数学片被问题域边界、材料界面和裂纹等切割形成，一个数学片可以生成一个或多个物理片．
ＰＰ ｉ⁃ｊ 是从数学片ＭＰ ｉ 中生成的第 ｊ个物理片， ｊ ＝ １，２，…，ｍｉ，其中ｍｉ 是指同一个数学片中生成的物理片的个

数．图 ２（ｂ）—２（ｄ）显示了三种典型的物理片．第一类物理片如 ＰＰ １、ＰＰ ５、ＰＰ ６和 ＰＰ ７，它们由数学片 ＭＰ １、
ＭＰ ５、ＭＰ ６和 ＭＰ ７生成，这类物理片没有被切割，因此，第一种物理片就是数学片本身．ＰＰ ２是第二类物理片，它
是数学片 ＭＰ ２被边界切割并丢弃域外部分所形成．第三类物理片 ＰＰ ３⁃１和 ＰＰ ３⁃２，是数学片 ＭＰ ３被材料界面 ＥＦ
切割生成的．问题域中一共生成 ｎｐ 个物理片，所有的物理片组成了物理覆盖．

图 ２　 在计算区域内的数学片、物理片和流形单元

Ｆｉｇ． ２　 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｐａｔｃｈｅｓ， ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｔｃｈｅｓ ａｎｄ ｍａｎｉｆｏｌｄ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｄｏｍａｉｎ

物理覆盖中的物理片相互切割，进一步将问题域划分为多个不重叠的流形单元．如物理片 ＰＰ ５、ＰＰ ６和

ＰＰ ７的相互切割，最后形成了流形单元 Ｅ１ ．当有限元网格用作数学覆盖时，流形单元是基本的积分单元．
对于每一个数学片，都有一个充分光滑的权函数满足

　 　

ｗ ｉ（ｘ） ≤ １， ｘ ∈ ＭＰ ｉ，
ｗ ｉ（ｘ） ＝ ０， ｘ ∉ ＭＰ ｉ，

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｗ ｉ（ｘ） ＝ １， ｘ ∈ Ω ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（６）

每一个物理片都有一个对应的权函数 ｗ ｉ⁃ｊ{ } ， 它取自数学片上的权函数在物理片上的限制，其表达式为

　 　 ｗ ｉ⁃ｊ（ｘ） ＝
ｗ ｉ（ｘ）， ｘ ∈ ＰＰ ｉ⁃ｊ，
０， ｘ ∉ ＰＰ ｉ⁃ｊ ．{ （７）

至此，构造出 ＮＭＭ 的逼近为

　 　 ｕｈ（ｘ） ＝ ∑
ｉ，ｊ

ｗ ｉ⁃ｊ（ｘ）ｕｈ
ｉ⁃ｊ（ｘ）， （８）

其中， ｕｈ
ｉ⁃ｊ（ｘ） 代表物理片 ＰＰ ｉ⁃ｊ 的局部逼近．本文中，ｕｈ

ｉ⁃ｊ（ｘ） 为未知常数．为了简化表示，所有物理补片都按单

个指标排序．方程（８）简化为

　 　 ｕｈ（ｘ） ＝ Ｎ（ｘ）ａ， （９）
其中， Ｎ（ｘ） 是具有权函数的行向量， ｗ ｉ（ｘ） 为其中的元素， ａ ＝ （ａｉ），并且 ａｉ ＝ ｕｈ（ｘｉ） ．
２．２　 弱形式

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件（３）是按照罚函数方法施加，可以得到带罚函数的弱形式为
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　 　 ∫
Ω

ρｃ ∂Ｔ
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δＴ ＋ ｋ ∂δＴ

∂ｘｉ

∂Ｔ
∂ｘｉ

－ ｇδＴé

ë
êê

ù

û
úú ｄΩ ＋

　 　 　 　 ∫
ΓＤ
λ（Ｔ － Ｔ

－
）δＴｄΓ ＋ ∫

ΓＮ
ｑ－δＴｄΓ ＋ ∫

ΓＲ
ｈ（Ｔ － Ｔ∞ ）δＴｄΓ ＝ ０， （１０）

其中， δＴ（ｘ） 是 Ｔ（ｘ，ｔ） 的变分， λ 是罚因子．本文采用罚函数方法施加 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，主要是基于实现

简单、计算方便的优势．除了罚函数法以外，Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法［２５］和精确施加边界条件［２６］同样适合 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边
界条件的处理．

温度 Ｔ（ｘ，ｔ） 采用分离变量法离散：
　 　 Ｔ（ｘ，ｔ） ＝ Ｎ（ｘ）Ｔ（ ｔ）， （１１）

Ｔ 是所有物理片上未知温度的列向量．变分 δＴ（ｘ） 可以近似为

　 　 δＴ（ｘ） ＝ Ｎ（ｘ）δＴ ． （１２）
通过将方程（１１）和（１２）代入方程（１０），可以得到

　 　 ＫＴ ＋ ＣＴ ＝ Ｆ， （１３）
Ｔ 是未知的温度列向量， Ｔ 是温度对时间的一阶导数； Ｋ 和 Ｆ 分别表示导热系数矩阵和热荷载列阵，可以通

过单元组装形成．在任意一个单元内 Ｋｅ 和 Ｆｅ 的形式分别为

　 　 Ｋｅ ＝ ∫
Ωｅ
ｋＢＴＢｄΩ ＋ ∫

ΓｅＤ

λＮＴＮｄΩ ＋ ∫
ΓｅＲ

ｈＮＴＮｄΩ， （１４）

　 　 Ｃｅ ＝ ∫
Ωｅ
ρｃＮＴＮｄΩ， （１５）

　 　 Ｆｅ ＝ ∫
Ωｅ
ＮＴｇｄΩ ＋ ∫

ΓｅＤ

λＮＴＴ
－
ｄΩ － ∫

ΓｅＮ

ＮＴｑ－ｄΩ ＋ ∫
ΓｅＲ

ｈＴ∞ Ｎ
ＴｄΩ ． （１６）

方程（１４）中的矩阵形式可以写为

　 　 Ｂ ＝ ［Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ］， （１７）

其中， Ｂｉ ＝
∂ｗ ｉ

∂ｘ１

∂ｗ ｉ

∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

．

２．３　 时间离散

为求解式（１３）中关于时间的常微分方程，采用 Ｅｕｌｅｒ 向后差分格式进行时域离散．假设已知 ｔ 时刻的温

度向量 Ｔ ｔ，时间步长为 Δｔ ．可以计算 Ｔ ｔ ＋Δｔ，在 ｔ ＋ Δｔ 时刻的值为

　 　 Ｋｔ ＋Δｔ ＋
Ｃ
Δｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｔ ｔ ＋Δｔ ＝ Ｆｔ ＋Δｔ ＋

Ｃ
Δｔ

Ｔ ｔ， （１８）

Ｋｔ ＋Δｔ 的取值严格依赖于 Ｔ ｔ ＋Δｔ， 系统（１８）相对于 Ｔ ｔ ＋Δｔ 是非线性的．采用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代法［２７］进行求解．

３　 数 值 算 例

根据上述推导的方程，基于 ＭＡＴＬＡＢ 软件平台编写 ＮＭＭ 程序，进行二维瞬态非线性热传导问题分析，
计算了四个复杂程度不同的数值算例，分别为方板、带圆孔矩形板、含有热源的不规则多边形板以及带圆孔

与对流换热边界的正六边形板．为了评估数值结果，定义相对误差为

　 　 Ｒｅ ＝
Ｔ∗ － ＴＮＭＭ

Ｔ
× １００％， （１９）

其中， Ｔ∗ 代表解析解或参考解，ＴＮＭＭ 代表由 ＮＭＭ 计算的数值解．
３．１　 方板上的热传导

如图 ３ 所示的第一个算例［５］， 方板的几何尺寸为 １．０ ｍ ´１．０ ｍ， 其导热系数随温度变化为 ｋ（Ｔ） ＝ １５ ＋
０．０１Ｔ２ ．材料密度 ρ ＝ １００ ｋｇ ／ ｍ３，比热容 ｃ ＝ １００ Ｊ ／ （ｋｇ·Ｋ），左、右两条边界上施加的温度分别为 Ｔｌ ＝ １００ Ｋ，
Ｔｒ ＝ ２００ Ｋ，上、下两条边界为绝热边界，初始温度场为 １００ Ｋ ．

如图 ４ 所示，本研究采用 １２１ 个数学片覆盖方板，一共生成 ２００ 个流形单元．鉴于该问题缺乏解析解，采
用多物理场仿真软件 ＣＯＭＳＯＬ Ｍｕｌｔｉｐｈｙｓｉｃｓ 的有限元分析结果作为参考解．如图 ５ 所示，在 ＣＯＭＳＯＬ 仿真过
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程中，方板被离散为 ６ ２８２ 个三角形单元．

图 ３　 方板几何模型及边界条件

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

图 ４　 含 １２１ 个数学片的数学覆盖

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｃｏｖｅｒ ｗｉｔｈ １２１ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｐａｔｃｈｅｓ
图 ５　 ６ ２８２ 个三角形单元的有限元网格

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈ ｗｉｔｈ ６ ２８２ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

　 　 首先，验证罚因子的取值对温度结果的影响．如图 ６ 所示，选取不同罚因子 λ ＝ １０２ ～ １０７，计算 ｔ ＝ ５．０ ｓ
时，沿着 ｘ１ ＝ ０～１．０ ｍ， ｘ２ ＝ ０．５ ｍ 的温度．当罚因子 λ ＜ １０５ 时，其取值对温度的影响较大；当 λ ≥１０５ 时，温
度值逐渐接近参考解，所以此算例选取罚因子 λ ＝ １０６ ．其次，测试了不同时间步长对结果的影响．如图 ７ 所

示， 选取不同时间步长 Δｔ ＝ ２．０ ｓ，１．０ ｓ，０．５ ｓ，０．２ ｓ，０．１ ｓ， 计算 ｔ ＝ ２．０ ｓ，１０．０ ｓ 时， 沿着 ｘ１ ＝ ０～１．０ ｍ， ｘ２ ＝
０．５ ｍ 的温度．可以看出随着时间步长 Δｔ 的减小，计算结果逐渐接近参考解．

图 ６　 不同罚因子下沿着 ｘ２ ＝ ０．５ ｍ 在 ｔ ＝ ５．０ ｓ 时的温度值

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ａｌｏｎｇ ｘ２ ＝ ０．５ ｍ ａｔ ｔ ＝ ５．０ ｓ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｅｎａｌｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ

图 ７　 不同时间步长 Δｔ 下沿着 ｘ２ ＝ ０．５ ｍ 的温度变化

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ａｌｏｎｇ ｘ２ ＝ ０．５ ｍ

ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｓ Δｔ
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　 　 表 １ 中列出了由 ＮＭＭ 和 ＦＥＭ 计算的两个测点 Ａ１ （０．３ ｍ，０．５ ｍ）， Ａ２ （０．５ ｍ，０．５ ｍ）在 ｔ ＝ １～１０ ｓ 不同

时刻的温度值及误差值．可以看出，ＮＭＭ 计算的温度值和参考解一致．即使采用含有 １２１ 个数学片的模型计

算两个测点，最大的误差也仅为 ０．５３９ ５％．
表 １　 ＮＭＭ 和 ＦＥＭ 计算不同时刻的 Ａ１ 和 Ａ２ 两点的温度值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ｏｆ ｐｏｉｎｔ Ａ１ ａｎｄ Ａ２ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ＮＭＭ ａｎｄ ＦＥＭ

ｔ ／ ｓ
ｐｏｉｎｔ Ａ１

ＮＭＭ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％

ｐｏｉｎｔ Ａ２

ＮＭＭ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％

１ １００．０２ １００．０１ ０．００２ ３ １００．７３ １００．５６ ０．１６８ ４

２ １００．７３ １００．６２ ０．１１０ ３ １０８．８６ １０８．８０ ０．０５６ ６

３ １０３．９９ １０３．７４ ０．２４２ １ １２０．５１ １２０．８８ ０．３０８ ３

４ １０９．４６ １０９．２７ ０．１７３ ７ １３０．２７ １３０．９２ ０．４９３ ６

５ １１５．５５ １１５．４５ ０．０８４ ３ １３７．７５ １３８．５０ ０．５３９ ５

６ １２１．２２ １２１．２９ ０．０５６ １ １４３．４９ １４４．２３ ０．５０９ ８

７ １２６．０９ １２６．３３ ０．１８９ ２ １４７．９７ １４８．６４ ０．４５１ ０

８ １３０．０９ １３０．４６ ０．２８１ ０ １５１．４９ １５２．０８ ０．３８６ ４

９ １３３．３０ １３３．８０ ０．３７０ １ １５４．２８ １５４．８７ ０．３８４ ０

１０ １３５．８５ １３６．４２ ０．４２１ ５ １５６．４７ １５７．０８ ０．３８７ ０

　 　 图 ８ 显示了分别使用 ＮＭＭ 和 ＦＥＭ 计算位于 ｘ１ ＝ ０．１ ｍ，０．２ ｍ，…，０．９ ｍ， ｘ２ ＝ ０．５ ｍ 处的 ９ 个内部点的

不同时刻的温度值，可以看出在计算 ｔ ＝ ２ ｓ，５ ｓ，１０ ｓ，１００ ｓ 时，ＮＭＭ 计算的 ９ 个内部点的温度值和 ＦＥＭ 吻

合良好．为了研究温度随时间的演变过程，计算点 Ａ２ 在整个计算时间 １００ ｓ 的温度值，分为 １ ０００ 个时间步，
每个时间步为 Δｔ ＝ ０．１ ｓ ．图 ９ 为 ＮＭＭ 计算结果与 ＦＥＭ 计算结果的温度演化对比．可以看出，ＮＭＭ 和 ＦＥＭ
的值吻合一致，点 Ａ２ 的温度值随着时间先迅速增长，后逐渐趋于稳定．

图 ８　 板上沿着 ｘ１ 方向的温度

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ ｉｎ ｔｈｅ ｘ１ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
图 ９　 随时间分布的温度值

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｖｓ． ｔｉｍｅ

　 　 图 １０ 为 ｔ ＝ ２ ｓ，５ ｓ，１０ ｓ，１００ ｓ 不同时刻的温度等值线图．方板的温度场随着时间前期变化较快，后期逐

渐趋于稳定．
３．２　 带圆孔的矩形板的热传导

如图 １１ 所示，研究一个带圆孔的矩形板［５］，矩形板的尺寸为 ０．１ ｍ×０．０５ ｍ，圆孔半径为 ｒ ＝ ０．０１ ｍ ．随温

度变化的热传导系数为 ｋ（Ｔ） ＝ １００ ＋ ０．２Ｔ，材料密度 ρ ＝ ５ ０００ ｋｇ ／ ｍ３，比热容 ｃ ＝ ２００ Ｊ ／ （ｋｇ·Ｋ）．左右两条边

界施加的温度分别为 ４００ Ｋ 和 １００ Ｋ，其他的边界都是绝热边界，初始温度值为 １００ Ｋ ．在本算例中，罚因子

采用 λ ＝ １ ´１０７ ．
如图 １２，采用三角形网格作为数学覆盖，一共生成 ８３８ 个数学片和 １ ５３４ 个流形单元．整个计算时间为

５０ ｓ，采用的时间离散步长为 Δｔ ＝ １ ｓ ．为进行比较，该带孔板也使用 ＣＯＭＳＯＬ 软件模拟，如图 １３ 为含有 ３ ３２４
个三角形单元的离散图．
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（ａ） ｔ ＝ ２ ｓ （ｂ） ｔ ＝ ５ ｓ

（ｃ） ｔ ＝ １０ ｓ （ｄ） ｔ ＝ １００ ｓ
图 １０　 不同时间的温度等值线图

Ｆｉｇ． １０　 Ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

图 １１　 板的几何尺寸和边界条件

Ｆｉｇ． １１　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ ａｎｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ

图 １４、１５ 分别为 ＮＭＭ 和 ＦＥＭ 计算沿着板上边界 ９ 个点 （ｘ１ ＝ ０ ｍ， ０．０１ ｍ， ０．０２ ｍ， …， ０．１ ｍ， ｘ２ ＝
０．０５ ｍ）和沿着 ｒ ＝ ０．０１ ｍ 的圆环，在不同时刻的温度值．可以看出采用 ＮＭＭ 和 ＦＥＭ 计算的温度值一致．

为了研究温度随时间的演变，研究位于 ｘ１ ＝ ０．０４ ｍ， ｘ２ ＝ ０．０２５ ｍ 的点 Ｍ， 图 １６ 为采用 ＦＥＭ 和 ＮＭＭ 计
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算的温度随时间的变化值，两者的温度值吻合良好．

图 １２　 ８３８ 个数学片覆盖板

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｃｏｖｅｒ ｗｉｔｈ ８３８ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｐａｔｃｈｅｓ
图 １３　 ３ ３２４ 个三角形单元的有限元网格

Ｆｉｇ． １３　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈ ｗｉｔｈ ３ ３２４ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

图 １４　 沿板上边界的计算温度

Ｆｉｇ． １４　 Ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ
ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｔｅ

图 １５　 沿着圆环的温度

Ｆｉｇ． １５　 Ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｃｉｒｃｌｅ

图 １６　 Ｍ 点的温度随时间的分布

Ｆｉｇ． １６　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｖｓ． ｔｉｍｅ ｏｆ ｐｏｉｎｔ Ｍ

　 　 图 １７ 为分别在 ｔ ＝ ２ ｓ，５ ｓ，１０ ｓ 和 ５０ ｓ 时的计算

温度等值线图．可以很明显地看出，随着时间的推进，
带圆孔矩形板的温度逐渐升高，整个板内部的温度

值也逐渐趋于稳定．
３．３　 不规则构件热传导

如图 １８，计算一个几何不规则构件［２７］ ．右侧 ＡＢ，
ＢＣ，ＣＤ，ＤＥ，ＥＦ 五条边界上的温度为 Ｔｒ ＝ ６５０ Ｋ ．剩
余边界的热流量都为零．整个问题域上的初始值为

８００ Ｋ ．材料密度 ρ ＝ ７ ０００ ｋｇ ／ ｍ３，与温度相关的导热

系数和比热容分别为

　 　
ｋ（Ｔ） ＝ ３０ ＋ ０．００５Ｔ，
ｃ（Ｔ） ＝ ４００ － ０．０５Ｔ ．{ （２０）

热源函数随坐标变化，其表达式为

　 　 ｇ（ｘ） ＝ ［１ ＋ ０．０３（ｘ１ ＋ ｘ２）］ × １０６ ． （２１）
如图 １９ 所示，采用 ８２１ 个数学片覆盖不规则板，一共生成 ８２１ 个物理片和 １ ５１０ 个流形单元．本算例的

罚因子 λ ＝ １ ´１０１０，时间步长 Δｔ ＝ ０．１ ｓ ．采用图 ２０ 所示的 ４ ４７２ 个三角形单元的有限元网格计算的值作为参

考解．表 ２ 列出了由 ＮＭＭ 和 ＦＥＭ 在 ｔ ＝ ２ ｓ，４ ｓ，６ ｓ，８ ｓ，１０ ｓ 时计算两个点 Ｂ１ （－８ ｍ，２５ ｍ）和 Ｂ２ （０ ｍ，２０ ｍ）
的温度值及两种方法的误差，可以看出两者的最大的误差仅为 ０．１８２ ３％．即使采用较少的自由度，基于 Ｎｅｗ⁃
ｔｏｎ 法的 ＮＭＭ 所得到的结果依然与 ＦＥＭ 高度一致．
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（ａ） ｔ ＝ ２ ｓ

（ｂ） ｔ ＝ ５ ｓ

（ｃ） ｔ ＝ １０ ｓ

（ｄ） ｔ ＝ ５０ ｓ
图 １７　 不同时间的温度等值线图

Ｆｉｇ． １７　 Ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ
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图 １８　 算例 ３ 的几何模型

Ｆｉｇ． １８　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ３
图 １９　 含 ８２１ 个数学片的数学覆盖

Ｆｉｇ． １９　 Ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｃｏｖｅｒ ｗｉｔｈ ８２１
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｐａｔｃｈｅｓ

图 ２０　 ４ ４７２ 个三角形单元的有限元网格

Ｆｉｇ． ２０　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈ ｗｉｔｈ ４ ４７２
ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

表 ２　 Ｂ１ 和 Ｂ２ 两点不同时刻的温度值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ｏｆ ｐｏｉｎｔ Ｂ１ ａｎｄ Ｂ２ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

ｔ ／ ｓ
ｐｏｉｎｔ Ｂ１

ＮＭＭ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％

ｐｏｉｎｔ Ｂ２

ＮＭＭ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％

２ ７９９．２６ ８００．２１ ０．１１８ ７ ７９４．０４ ７９５．４９ ０．１８２ ３

４ ７９３．９０ ７９４．９３ ０．１２９ ６ ７８０．８１ ７８１．３７ ０．０７１ ７

６ ７８４．１２ ７８４．９ ０．０９９ ４ ７６６．１６ ７６６．５３ ０．０４８ ３

８ ７７２．０１ ７７２．６８ ０．０８６ ７ ７５２．３８ ７５２．５４ ０．０２１ ３

１０ ７５９．３３ ７５９．６６ ０．０４３ ４ ７３９．９９ ７３９．８３ ０．０２２ ０

　 　 选取了四个节点 Ｂ３ （０ ｍ，１０ ｍ）， Ｂ４ （－１０ ｍ，２０ ｍ）， Ｂ５ （－１０ ｍ，３０ ｍ）， Ｂ６ （０ ｍ，４０ ｍ），利用 ＮＭＭ 计

算了四个节点的温度值，并和 ＦＥＭ、多边形单元微分法（ＰＤＥＭ）和单元微分法（ＤＥＭ）进行了对比．从表 ３ 中

可以看出，采用 ＮＭＭ 所计算的结果和另外三种方法吻合一致，验证了 ＮＭＭ 的正确性．
表 ３　 Ｂ３，Ｂ４，Ｂ５ 和 Ｂ６ 四个点不同时刻的温度值

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ｏｆ ｐｏｉｎｔ Ｂ３，Ｂ４，Ｂ５ ａｎｄ Ｂ６ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

ｐｏｉｎｔ ＦＥＭ ＰＥＤＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％ ＥＤＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％ ＮＭＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％
Ｂ３ ７３４．３０７ ７２８．４８４ ０．７９３ ７３３．６８１ ０．０８５ ７３５．２４４ ０．１２８
Ｂ４ ７７４．６３９ ７７０．４７７ ０．５３７ ７７３．３０７ ０．１７２ ７７１．６３３ ０．３８８
Ｂ５ ７７５．０７０ ７７０．２６１ ０．６２０ ７７３．３８９ ０．２１７ ７７１．７４ ０．４２９
Ｂ６ ７３５．８４３ ７３２．２３３ ０．４９０ ７３３．８９７ ０．２６４ ７３５．１７９ ０．０９０

　 　 图 ２１ 绘制了由 ＮＭＭ 和 ＦＥＭ 计算的问题域内温度云图分布，可以看出两者的温度场基本一致，再次验

证了 ＮＭＭ 在求解复杂二维几何非线性热传导问题的有效性．
３．４　 六边形带圆孔板的瞬态热传导

如图 ２２，考虑一个二维等边六边形，边长为 ２ ｍ，中间圆的半径为 ｒ ＝ １ ｍ ．初始温度场为 ５００ Ｋ，随温度

变化的热传导系数为 ｋ ＝ ５８０ － ０．１Ｔ；材料密度和比热容分别为 ρ ＝ １００ ｋｇ ／ ｍ３， ｃ ＝ １８０ ＋ ０．４Ｔ ．最外层为对流

换热边界条件，外界环境温度 Ｔ∞ ＝ ３００ Ｋ，换热系数为 ｈ ＝ １００ Ｗ ／ （ｍ·Ｋ），内部圆环为绝热边界．
图 ２３ 采用含有 １ ０２４ 个数学片覆盖问题域，生成 １ ８４０ 个流形单元．如图 ２４，ＣＯＭＳＯＬ 软件采用三角形网格

进行计算，一共生成 ３ ３４８ 个单元．本算例的罚因子 λ ＝ １´１０６，时间离散步长为Δｔ ＝ ０．１ ｓ ．计算 Ｃ１（１．５ ｍ，０ ｍ）
和 Ｃ２（１．５ ｍ，１ ｍ） 两个节点温度值，并记录在表 ４ 中．从表 ４ 中可以看出两者的温度非常一致，Ｃ１ 和 Ｃ２ 两点

的温度值最大的误差仅为 ０．００９ ６％和 ０．０２０ ５％．
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（ｃ） ＮＭＭ， ｔ ＝ ４ ｓ （ｄ） ＦＥＭ， ｔ ＝ ４ ｓ

（ｅ） ＮＭＭ， ｔ ＝ ６ ｓ （ ｆ） ＦＥＭ， ｔ ＝ ６ ｓ
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（ｇ） ＮＭＭ， ｔ ＝ ８ ｓ （ｈ） ＦＥＭ， ｔ ＝ ８ ｓ
图 ２１　 ＮＭＭ 和 ＦＥＭ 计算 ｔ ＝ ２ ｓ，４ ｓ，６ ｓ，８ ｓ 的温度等值线图

Ｆｉｇ． ２１　 Ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｆｉｅｌｄｓ ｂｙ ＮＭＭ ａｎｄ ＦＥＭ ａｔ ｔ ＝ ２ ｓ，４ ｓ，６ ｓ，８ ｓ

图 ２２　 算例 ４ 的几何示意图

Ｆｉｇ． ２２　 Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ４
图 ２３　 含 １ ０２４ 个数学片的数学覆盖

Ｆｉｇ． ２３　 Ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｃｏｖｅｒ ｗｉｔｈ １ ０２４
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｐａｔｃｈｅｓ

图 ２４　 ３ ３４８ 个三角形单元的有限元网格

Ｆｉｇ． ２４　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈ ｗｉｔｈ ３ ３４８
ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

表 ４　 Ｃ１ 和 Ｃ２ 两点不同时刻的温度值

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ｏｆ ｐｏｉｎｔ Ｃ１ ａｎｄ Ｃ２ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ

ｔ ／ ｓ
ｐｏｉｎｔ Ｃ１

ＮＭＭ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％

ｐｏｉｎｔ Ｃ２

ＮＭＭ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％

１ ４９９．４１ ４９９．４６ ０．００９ ４ ４９８．０４ ４９８．０７ ０．００６ ９

２ ４９８．５１ ４９８．５０ ０．００１ ６ ４９５．９５ ４９６．０１ ０．０１２ ６

３ ４９７．５３ ４９７．５０ ０．００６ ６ ４９４．１ ４９４．１５ ０．０１０ ２

４ ４９６．５７ ４９６．５４ ０．００６ ６ ４９２．４５ ４９２．４９ ０．００７ １

５ ４９５．６５ ４９５．６２ ０．００５ ５ ４９０．９５ ４９０．９８ ０．００６ ０

６ ４９４．７６ ４９４．７３ ０．００６ ０ ４８９．５７ ４８９．６０ ０．００６ ４

７ ４９３．９０ ４９３．８６ ０．００８ ５ ４８８．２７ ４８８．３３ ０．０１１ ５

８ ４９３．０７ ４９３．０３ ０．００７ ６ ４８７．０６ ４８７．１３ ０．０１５ ３

９ ４９２．２５ ４９２．２１ ０．００８ ３ ４８５．９３ ４８６．０１ ０．０１７ １

１０ ４９１．４５ ４９１．４０ ０．００９ ６ ４８４．８５ ４８４．９５ ０．０２０ ５

　 　 图 ２５ 绘出了 ｔ ＝ ５ ｓ 和 ｔ ＝ １０ ｓ 时的温度云图，可以看出由 ＮＭＭ 和 ＦＥＭ 绘制的等温线十分吻合．

１０６第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 张丽美，等： 二维瞬态非线性热传导问题的数值流形法求解



（ａ） ＮＭＭ， ｔ ＝ ５ ｓ （ｂ） ＦＥＭ， ｔ ＝ ５ ｓ

（ｃ） ＮＭＭ， ｔ ＝ １０ ｓ （ｄ） ＦＥＭ， ｔ ＝ １０ ｓ
图 ２５　 ＮＭＭ 和 ＦＥＭ 计算 ｔ ＝ ５ ｓ， １０ ｓ 的温度等值线图

Ｆｉｇ． ２５　 Ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｆｉｅｌｄｓ ｂｙ ＮＭＭ ａｎｄ ＦＥＭ ａｔ ｔ ＝ ５ ｓ， １０ ｓ

４　 结　 　 论

本研究首次将 ＮＭＭ 扩展应用到二维瞬态非线性热传导中．通过典型的算例验证了本文所提方法的可行

性和高精度，即使采用较少的计算网格，误差也控制在 ０．６％以内，为该领域的数值计算提供了一种新方法．
传统的 ＦＥＭ 在布置网格时，会产生形状上的逼近误差．然而，ＮＭＭ 在前处理离散过程中，数学覆盖不必与问

题域的完全一致，可以采用规则的网格进行作为数学覆盖，从而充分发挥了单元的精度．未来可以将 ＮＭＭ 扩

展到非线性热力耦合及热裂纹的研究中．
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