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摘要：　 非局部连续介质理论能充分考虑材料尺寸效应及微观结构对宏观力学性质的影响，是一种解决宏微观关

联问题的新途径，但由于其本构关系中嵌入了长程相互作用积分项，控制方程呈现高阶偏积分⁃微分方程组特征，
显著提升了计算复杂度．为此，本文基于有限元⁃微分求积（ＦＥ⁃ＤＱ）耦合算法，提出了一种非局部连续介质理论的求

解方法，并对石墨烯等效纳米板的自由振动特性进行了研究．结果表明，ＦＥ⁃ＤＱ 数值方法通过分向离散策略将非局

部积分⁃微分方程转化为可解代数系统，从而极大简化求解过程，是一种有效的非局部连续介质理论的求解方法．基
于计算结果，进一步研究了尺寸、非局部参数及振动模态等因素对自由振动频率非局部效应的影响机制．结果表明，
随着尺寸的增大，纳米板自由振动频率的非局部效应呈现出逐渐减弱的趋势；当非局部参数取值逐渐增大，或者振

动模态阶数持续升高时，自由振动频率的非局部效应会显著增强．研究成果可为相关领域纳米尺度下结构动力学特

性研究提供参考．
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０　 引　 　 言

近年来，低维纳米材料在微纳机电系统领域展现出显著应用潜力．碳基纳米材料（如碳纳米管、石墨烯

等）因其特有的量子限域效应，在纳米量级呈现突出的固有振动特性［１］ ．研究表明，单壁碳纳米管的固有频率

对质量附加具有灵敏响应，Ｗｏｏｄ 等［２］通过构建连续介质力学模型，验证了其作为质量传感器的可行性，检
测灵敏度达到 １０－６ ｆｇ，为大气微粒监测提供了新方法．通过复合改性工艺将碳纳米管掺入建筑材料，可构建

智能结构的健康监测系统．在力学传感方面，碳纳米管的轴向与环向变形会引发特征频率偏移，这为应变场

重构提供了理论依据［３］ ．
实验观测数据［４］证实，单层石墨烯具有 ＧＨｚ 量级的本征振动频率，这为开发超高灵敏度微传感器奠定

了物理基础．在理论建模方面，Ｓａｋｈａｅｅ⁃Ｐｏｕｒ 等［５］基于分子动力学框架建立了石墨烯质量传感的耦合动力学

模型；Ｌｉ 等［６］构建了应变⁃频率响应的多尺度关联模型；ＮＡＳＡ 近期研发的石墨烯基原子尺度传感器，在航天

器缺陷检测和大气微量组分分析中取得突破性进展．此外，石墨烯的高频特性在微机械谐振器、量子滤波装

置等领域的应用也得到了理论验证［７⁃９］ ．
近年来，有限元法（ＦＥＭ）因其灵活性和广泛适用性，成为解决复杂非局部问题的重要工具．然而，ＦＥＭ

在处理复杂材料性能和非线性问题时面临诸多挑战［１０⁃１３］，例如计算成本较高、网格生成困难以及对工程师

技能要求较高．相比之下，微分求积法（ＤＱＭ）通过高精度离散化直接处理微分算子，在规则域中表现出卓越

的高阶收敛性，但其在复杂几何边界和高频振动问题中的适应性较差，限制了其在实际工程中的广泛应

用［１４］ ．为了平衡计算精度与几何适应性，Ｂｅｌｌｍａｎ 和 Ｃａｓｔｉ［１５］ 于 １９７１ 年提出了 ＤＱＭ 的基本框架，此后 ＤＱＭ
逐渐与 ＦＥＭ 相结合，形成了有限元⁃微分求积（ＦＥ⁃ＤＱ）方法．ＦＥ⁃ＤＱ 方法融合了 ＦＥＭ 的几何灵活性与 ＤＱＭ
的高效计算性能，成为研究热点．例如，Ｗａｎｇ 等［１６］ 通过在一维方向上采用 ＤＱＭ 处理微分，同时在其他方向

使用 ＦＥＭ 的弱形式，成功实现了梁振动问题的高效求解；Ｔｏｒｎａｂｅｎｅ 等［１７］则将广义 ＤＱＭ 与 ＦＥＭ 结合，用于

曲面壳结构的非局部振动问题分析．ＦＥ⁃ＤＱ 方法在复杂工程问题中的应用展现出显著优势，尤其在计算效

率、精度和复杂边界条件处理方面表现突出．与传统方法相比，ＦＥ⁃ＤＱ 方法不仅能够有效解决非局部积分型

本构关系中的长程相关问题，还能在多参数分析中提供更高的计算性能与精度．这一方法为非局部理论框架

下的复杂问题求解开辟了新的可能性，逐步发展为解决多尺度力学问题的重要工具．
针对纳米材料力学行为的尺度效应建模问题，传统连续介质理论未充分解决积分项离散的精度与效率

平衡问题，存在本征局限性．非局部弹性理论通过引入积分型本构关系，有效刻画了微观结构对宏观力学响

应的长程关联效应［１８］ ．然而，该理论框架中体积积分项的存在导致控制方程呈现强非线性特征，传统解析方

法面临收敛性挑战［１９］ ．本文基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理，建立了考虑非局部效应的石墨烯等效纳米板振动控制

方程，提出 ＦＥ⁃ＤＱ 耦合算法，通过构造插值形函数实现积分项的数值离散化处理．重点研究了几何参数、非
局部核函数特征长度、模态阶次等参数对振动频谱的影响规律，建立了频率偏移量与材料参数的定量关联模
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型．研究成果为微纳谐振器的优化设计提供了理论支撑，在航天器结构健康监测、高精度环境传感等领域具

有重要工程应用价值．

１　 考虑非局部效应的石墨烯等效纳米板自由振动控制微分方程

１．１　 ＦＥ⁃ＤＱ 混合法

在板壳结构力学领域的研究进程中，ＦＥ⁃ＤＱ 混合法精妙地融合了 ＦＥＭ 与 ＤＱＭ 二者的核心算法优

势［１９］，构建起一种全新的数值求解体系．该方法的核心机理在于对空间变量的分向离散策略：沿一个坐标方

向实施 ＦＥＭ 弱形式离散，另一方向采用 ＤＱＭ 强形式离散．该混合策略具有以下数学特性与工程优势：
① 降维计算优势：仅在单坐标方向构建 ＦＥＭ 离散，将二维平板问题退化为等效梁单元组合系统．
② 高阶收敛特性：沿 ＤＱＭ 离散方向采用高精度配点格式，较等节点数 ＦＥＭ 具有更优的数值收敛性．
③ 边界条件强约束能力：通过 ＤＱＭ 方向直接施加 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，避免 ＦＥＭ 中弱边界处理的附加

自由度约束．
④ 多域问题普适性：基于 ＦＥＭ 方向构建的梁单元拓扑结构， 可自然拓展至多跨连续板系统分析．通过

引入节点自由度耦合矩阵， 实现跨间位移协调条件的自动满足， 适用于复杂支撑条件下的屈曲与振动模态

分析．
ＦＥ⁃ＤＱ 方法的数值实施流程可分解为三个阶段：
① 基于虚功原理建立平板控制方程的弱形式，沿 ｘ⁃ｘ 方向划分单元并构造 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值形函数，将二维

偏微分方程转化为沿 ｙ⁃ｙ 方向的一维微分方程组．
② 在 ｙ⁃ｙ 方向布置 Ｎ 个 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ 配点，利用加权残差法将微分方程组离散为代数方程组．
③ 求解代数方程组得到特征值．
该方法成功克服了传统 ＤＱＭ 处理复杂几何的局限性，同时规避了纯 ＦＥＭ 计算量随维度指数增长的缺

陷，为微纳板壳结构的多物理场耦合分析提供了高效数值工具．
１．２　 石墨烯等效连续介质模型

基于连续介质力学建模理论，石墨烯可被等效为线弹性、均匀的且各向同性的矩形薄板模型［２０］（如图 １
所示）．设其长度和宽度分别为 ｌ 和 ｂ，厚度为 ｈ ．

图 １　 石墨烯等效的纳米薄板

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｇｒａｐｈｅｎｅ ｎａｎｏｐｌａｔｅｌｅｔ

在微观尺度下，基于非局部连续介质理论，材料的本构方程［２１⁃２３］为

　 　 Ｎｘｘ － （ｅ０ａ） ２ ∂２Ｎｘｘ

∂ｘ２
＋

∂２Ｎｘｘ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｃ ∂ｕ

∂ｘ
＋ μ ∂ｖ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１ａ）

　 　 Ｎｙｙ － （ｅ０ａ） ２ ∂２Ｎｙｙ

∂ｘ２
＋

∂２Ｎｙｙ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｃ ∂ｖ

∂ｙ
＋ μ ∂ｕ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１ｂ）

　 　 Ｎｘｙ － （ｅ０ａ） ２ ∂２Ｎｘｙ

∂ｘ２
＋

∂２Ｎｘｙ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｃ １ － μ

２
∂ｕ
∂ｙ

＋ μ ∂ｖ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１ｃ）
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　 　 Ｍｘｘ － （ｅ０ａ） ２ ∂２Ｍｘｘ

∂ｘ２
＋

∂２Ｍｘｘ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｄ

∂２ｗ
∂ｘ２

＋ μ ∂２ｗ
∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１ｄ）

　 　 Ｍｙｙ － （ｅ０ａ） ２ ∂２Ｍｙｙ

∂ｘ２
＋

∂２Ｍｙｙ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｄ

∂２ｗ
∂ｙ２

＋ μ ∂２ｗ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１ｅ）

　 　 Ｍｘｙ － （ｅ０ａ） ２ ∂２Ｍｘｙ

∂ｘ２
＋

∂２Ｍｘｙ

∂ｙ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｄ（１ － μ） ∂２ｗ

∂ｘ∂ｙ
， （１ｆ）

其中， Ｎｘｘ，Ｎｙｙ 和 Ｎｘｙ 为面内力合量； ｅ０ａ 为非局部效应参数； Ｍｘｘ，Ｍｙｙ 和 Ｍｘｙ 分别为纳米板在面内 ｘ，ｙ 和横向

方向上单位长度的内部力矩； μ 为材料的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比； ｕ，ｖ 和 ｗ 分别为纳米板在面内 ｘ，ｙ 和横向方向上的挠

度； Ｃ 和 Ｄ 分别为薄板面内刚度和薄板弯曲刚度：

　 　 Ｃ ＝ Ｅｈ
１ － μ２， （２ａ）

　 　 Ｄ ＝ Ｅｈ３

１２（１ － μ２）
． （２ｂ）

当非局部效应参数 ｅ０ａ ＝ ０ 时，本构方程（１）即为经典各向同性线弹性体的应力⁃应变关系．依据 Ｋｉｒｃｈ⁃
ｈｏｆｆ⁃Ｌｏｖｅ 薄板假设，通过 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理建立等效纳米板的动态平衡方程：

　 　
∂Ｎｘｘ

∂ｘ
＋

∂Ｎｘｙ

∂ｙ
＝ ｍ０

∂２ｕ
∂ｔ２

， （３ａ）

　 　
∂Ｎｙｙ

∂ｙ
＋

∂Ｎｘｙ

∂ｘ
＝ ｍ０

∂２ｖ
∂ｔ２

， （３ｂ）

　 　
∂２Ｍｘｘ

∂ｘ２
＋ ２

∂２Ｍｘｙ

∂ｘ∂ｙ
＋

∂２Ｍｙｙ

∂ｙ２
＋ ｑ ＋ ∂
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÷ ＋ ∂
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÷ ＋

　 　 　 　 ∂
∂ｘ

Ｎｘｙ
∂ｗ
∂ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ
Ｎｙｙ

∂ｗ
∂ｙ
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ç
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ø
÷ ＋ ∂

∂ｙ
Ｎｘｙ

∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ρｈ ∂２ｗ

∂ｔ２
， （３ｃ）

其中， ｑ 为横向均布载荷， ρ 为面质量密度， ｍ０ 为薄板每单位面积内的质量．
针对自由振动问题，设定外载荷条件 ｑ ＝ ０，但纳米板在振动前已承受预紧力状态，此时 ｘ 方向上的面内

均布静态轴向载荷为 Ｎ０ ．则等效纳米板的外力为

　 　 Ｎｘｘ ＝ Ｎ０， Ｎｙｙ ＝ μＮ０， Ｎｘｙ ＝ ０． （４）
将本构方程（１ａ）—（１ｆ）与横向振动方程（３ｃ）进行整合，通过张量运算得到等效纳米板的自由振动控制

方程为

　 　 Ｄ
∂４ｗ
∂ｘ４

＋ ２ ∂４ｗ
∂ｘ２∂ｙ２

＋ ∂４ｗ
∂ｙ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｎ０ （ｅ０ａ） ２ ∂４ｗ

∂ｘ４
＋ （１ ＋ μ） ∂４ｗ

∂ｘ２∂ｙ２
＋ μ ∂４ｗ

∂ｙ４
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú －

　 　 　 　 ρｈ（ｅ０ａ） ２ ∂４ｗ
∂ｘ２∂ｔ２

＋ ∂４ｗ
∂ｙ２∂ｔ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ρｈ ∂２ｗ

∂ｔ２
＝ Ｎ０ ∂２ｗ

∂ｘ２
＋ μ ∂２ｗ

∂ｙ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （５）

２　 石墨烯等效纳米板自由振动频率的 ＦＥ⁃ＤＱ 求解方法

由于方程（５）中非局部核函数的存在，控制方程呈现空间卷积积分项，导致传统解析方法存在闭合解构

造障碍．对此，基于 ＦＥ⁃ＤＱ 方法，本文提出一种非局部连续介质理论下石墨烯等效纳米板自由振动频率的计

算方法．
２．１　 控制微分方程的 ＦＥＭ 化

基于 ＦＥ⁃ＤＱ 方法的基本原理，将复杂的二维问题简化为一系列一维问题进行处理．因此，在将纳米板划

分为有限单元时，由于 Ｈｅｒｍｉｔｅ 梁单元能够同时考虑位移和转角，使得在有限单元划分时能够更准确地描述

纳米板的变形特性，同时，减少未知数的数量，提高计算效率．此外，在薄板理论中，纳米板的挠度变形是主要

的关注点．Ｈｅｒｍｉｔｅ 梁单元通过三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 多项式逼近位移场，能够很好地捕捉到挠度变形的细节，从而适
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用于纳米板的自由振动分析．
为此，沿 ｘ 轴将纳米板划分为 ｎ 个 Ｈｅｒｍｉｔｅ 梁单元，具体过程为：
① 单元划分：沿纳米板的 ｘ 轴方向，将其划分为 ｎ 个 Ｈｅｒｍｉｔｅ 梁单元．每个单元长度可以根据实际情况

进行调整，以确保计算准确性和效率．
② 位移场逼近：在每个 Ｈｅｒｍｉｔｅ 梁单元内，采用三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 多项式来逼近位移场．该多项式由四个未知

参数确定，分别对应单元两个端点的位移和转角．通过求解这些未知参数可得到纳米板的整体变形情况．
③ 代入控制方程：将位移场的逼近表达式代入到非局部控制方程中，可得到一个关于未知参数的代数

方程组．通过求解该方程组，即可得到纳米板的自由振动频率和振动模态．
根据上述过程，每个梁单元内的位移场采用三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 多项式逼近：

　 　 Ｗｅ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ∑
４

ｊ ＝ １
Ｗｅ

ｊ（ｙ，ｔ）ϕｅ
ｊ（ｘ）， （６）

其中， Ｗｅ
ｊ（ｙ，ｔ） 表示第 ｅ 个有限元的节点值， ϕｅ

ｊ（ｘ） 表示 Ｈｅｒｍｉｔｅ 三次插值函数，用于构建单元内位移场的连

续表示，确保位移场在单元边界处的连续性．三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ 多项式具有四个未知参数分别代表单元两个端点

的位移和转角，能够充分反映单元内的位移变化，故 ｊ 取 １ ～ ４． ｊ ＝ １ 时通常对应第一个端点的某个位移或转

角参数； ｊ＝ ４，对应最后一个（或第二个端点的）位移或转角参数； ｊ ＝ ２，３，则代表中间过渡的插值参数，确保

位移场在单元内平滑变化．
将方程（６）代入非局部控制方程（５）中，可得

　 　 Ｄ ∑
４

ｊ ＝ １
Ｗｅ
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然后将所得方程（７）两边同时乘以 ϕｅ
ｉ（ｘ），并沿着第 ｅ 个有限元长度（ｘｅ ≤ ｘ ≤ ｘｅ＋１） 进行积分，可得
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将式（８）进行整理，可得
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式中
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∂ｘ３
－

∂ϕｅ
ｉ（ｘ）
∂ｘ

∂２ϕｅ
ｊ（ｘ）

∂ｘ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｘｅ＋１

ｘｅ

，

　 　 Ｂｅ ＝ ∫ｘｅ＋１
ｘｅ

ϕｅ
ｉ（ｘ）

∂２ϕｅ
ｊ（ｘ）

∂ｘ２ ｄｘ ＝ － ∫ｘｅ＋１
ｘｅ

∂ϕｅ
ｉ（ｘ）
∂ｘ

∂ϕｅ
ｊ（ｘ）
∂ｘ

ｄｘ ＋ ϕｅ
ｉ（ｘ）

∂ϕｅ
ｊ（ｘ）
∂ｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｘｅ＋１

ｘｅ

，

　 　 Ｃｅ ＝ ∫ｘｅ＋１
ｘｅ

ϕｅ
ｉ（ｘ）ϕｅ

ｊ（ｘ）ｄｘ ．

组合有限元方程（９），加入对应边界条件，得到类似于一维梁单元的控制微分方程：

　 　 ＡＷ ＋ ２Ｂ ∂２Ｗ
∂ｙ２

＋ Ｃ ∂４Ｗ
∂ｙ４

＋ Ｎ０

Ｄ
（ｅ０ａ） ２ ＡＷ ＋ （１ ＋ μ）Ｂ ∂２Ｗ

∂ｙ２
＋ μＣ ∂４Ｗ

∂ｙ４
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú －

　 　 　 　 ρｈ
Ｄ
（ｅ０ａ） ２ Ｂ ∂２Ｗ

∂ｔ２
＋ Ｃ ∂４Ｗ

∂ｙ２∂ｔ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 Ｎ０

Ｄ
ＢＷ ＋ μＣ ∂２Ｗ

∂ｙ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１０）

针对方程（１０）所表征的四阶耦合偏微分系统，可利用 ＤＱＭ［２４］ 将偏导数项离散为代数形式，基于 Ｎｅｗ⁃
ｍａｒｋ 方法求解常微分方程组．具体求解过程见下文．
２．２　 ＦＥＭ 公式化后偏微分方程组的 ＤＱ 替代方程组

根据 ＤＱＭ， 设位移场函数 Ｗ（ｙ） 在 ｙ 方向离散为 ｍ 个样本点， 其高阶偏导数通过微分矩阵可近似表

示为［２５］

　 　
∂ｒＷ（ｙｉ，ｔ）

∂ｙｒ
＝ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
Ｈ（ ｒ）

ｉｊ Ｗ（ｙ ｊ，ｔ）， （１１）

其中， Ｈ（ ｒ）
ｉｊ （ ｒ ＝ ２，４） 表示 ｒ 阶微分权重矩阵，Ｗ（ｙ ｊ） 表示样本点 ｙ ｊ 的节点值．

对于 ｙ 方向的样本点，选用广泛应用的 Ｇａｕｓｓ⁃Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｌｏｂａｔｔｏ［２６］点分布方法来选取：

　 　 ｙ ｊ ＝
１
２

１ － ｃｏｓ ｊ － １
Ｍ － １

πæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ，　 　 ｊ ＝ １，２，…，Ｍ ． （１２）

方程（１０）可适应任意样本点 ｙ ＝ ｙ ｊ， 即

　 　 ＡＷ（ｙｉ，ｔ） ＋ ２Ｂ∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｈ（２）

ｉｊ Ｗ（ｙｉ，ｔ） ＋ Ｃ∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｈ（４）

ｉｊ Ｗ（ｙ ｊ，ｔ） ＋

　 　 　 　 Ｎ０

Ｄ [（ｅ０ａ） ２ (ＡＷ（ｙｉ，ｔ） ＋ （１ ＋ μ）Ｂ∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｈ（２）

ｉｊ Ｗ（ｙｉ，ｔ） ＋ μＣ∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｈ（４）

ｉｊ Ｗ（ｙｉ，ｔ） ) ] －

　 　 　 　 ρｈ
Ｄ
（ｅ０ａ） ２ (ＢＷ（ｙ ｊ，ｔ） ＋ Ｃ∑

ｍ

ｊ ＝ １
Ｈ（４）

ｉｊ Ｗ（ｙｉ，ｔ） ) ＝

　 　 　 　 Ｎ０

Ｄ (ＢＷ（ｙｉ，ｔ） ＋ μＣ∑
ｍ

ｊ ＝ １
Ｈ（２）

ｉｊ Ｗ（ｙｉ，ｔ） )，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｍ ． （１３）

由方程（１３）集成得到

　 　 ＭＷ ＋ ＫＷ ＝ Ｎ０

Ｄ
ＥＷ， （１４）

其中， Ｎ × Ｎ 阶的子矩阵 Ｍｉｊ，Ｋｉｊ 和 Ｅｉｊ 为

　 　 Ｍｉｊ ＝ －
ρｈ
Ｄ
（ｅ０ａ） ２（ＩｉｊＢ ＋ Ｈ（４）

ｉｊ Ｃ），
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　 　 Ｋｉｊ ＝ ＩｉｊＡ ＋ ２Ｈ（２）
ｉｊ Ｂ ＋ Ｈ（４）

ｉｊ Ｃ ＋ Ｎ０

Ｄ
［（ｅ０ａ） ２（ＩｉｊＡ ＋ （１ ＋ μ）Ｈ（２）

ｉｊ Ｂ ＋ Ｈ（４）
ｉｊ Ｃ）］，

　 　 Ｅｉｊ ＝ ＩｉｊＢ ＋ μＨ（２）
ｉｊ Ｃ，

其中， Ｉｉｊ 为 ｍ × ｍ 阶的单位矩阵，０ 为 Ｎ 阶零矩阵，且
　 　 Ｗ ＝ ［ＷＴ（ｙ１，ｔ）　 ＷＴ（ｙ２，ｔ）　 …　 ＷＴ（ｙｍ，ｔ）］ Ｔ，

　 　 Ｗ ＝ ［ＷＴ（ｙ１，ｔ）　 ＷＴ（ｙ２，ｔ）　 …　 ＷＴ（ｙｍ，ｔ）］ Ｔ ．
方程（１４）中，Ｍ为等效纳米板的总质量矩阵， Ｋ为等效纳米板的总刚度矩阵，以 Ｅ矩阵形式显示所得结

果代数式中面内力的影响．当 Ｗ 为 Ｎｍ × １ 阶向量时，矩阵 Ｍ，Ｋ，Ｅ 均为 Ｎｍ × Ｎｍ 阶矩阵，则方程（１４）可进一

步表示为

　 　 ＭＷ ＋ Ｋ
－
Ｗ ＝ ０， （１５）

其中， Ｋ
－
＝ Ｋ － Ｎ０

Ｄ
Ｅ ．

将边界条件代入方程（１５）中可得以下代数方程组：

　 　
０４Ｎ×４Ｎ ０４Ｎ×Ｎ（ｍ－４）

０Ｎ（ｍ－４） ×４Ｎ ＭｄｄＮ（ｍ－４） ×Ｎ（ｍ－４）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｗｂ

Ｗｄ
{ } ＋

Ｋ
－

ｂｂ Ｋ
－

ｂｄ

Ｋ
－

ｂｄ Ｋ
－

ｄｄ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Ｗｂ４Ｎ×１

ＷｄＮ（ｍ－４） ×１
{ } ＝

０４Ｎ×１

０ｄＮ（ｍ－４） ×１
{ } ， （１６）

其中，下标 ｂ 和 ｄ 分别表示边界条件和控制微分方程在使用微分求积公式表示时所取的网格点数．
将方程（１６）中消去 （４Ｎ × １） 列向量 Ｗｂ， 可简化为以下的常微分方程组：

　 　 ＭＷｄ ＋ ＫＷｄ ＝ ０， （１７）

式中， Ｍ ＝ Ｍｄｄ，Ｋ ＝ Ｋ
－

ｄｄ － Ｋ
－

ｄｂ Ｋ
－ －１
ｂｂ Ｋ

－

ｂｄ ．利用 Ｎｅｗｍａｒｋ 方法即可对方程（１７）进行求解．
根据振动理论，平板的简谐振动解可表示为

　 　 Ｗｄ（ ｔ） ＝ Ｗｄｅｘｐ（ｉωｔ） ． （１８）
将方程（１８）代入方程（１７）可得如下的一般特征值问题：

　 　 ＫＷ
－

ｄ ＝ ω ２ＭＷ
－

ｄ ． （１９）
显然，方程（１９）的特征值即为石墨烯等效纳米板的自由振动频率，最小特征值即为石墨烯等效纳米板

的基准频率．

３　 石墨烯等效纳米板自由振动非局部效应影响因素分析

为量化非局部效应对石墨烯等效纳米板自由振动的影响，定义自由振动频率比为

　 　 ω－ ｒ ＝
ω ｎｏｎｌｏｃａｌ

ω ｌｏｃａｌ
， （２０）

其中， ω ｎｏｎｌｏｃａｌ 为石墨烯等效纳米板的非局部自由振动频率， ω ｌｏｃａｌ 为石墨烯等效纳米板的局部（经典）自由振

动频率．
当自由振动频率比为 １ 时，系统退化为局部连续介质模型，无非局部效应；自由振动频率比偏离 １ 越多，

非局部效应越明显．
本研究通过参数化敏感性分析，建立了石墨烯等效纳米板的尺寸、非局部参数、振动模态阶数等多因素

耦合影响模型．
３．１　 尺寸影响

针对尺寸影响，设定非局部参数 ｅ０ａ 为 ０ ｎｍ 和 ２ ｎｍ，固定等效纳米板宽为 ２５ ｎｍ， ｚ 方向板厚为石墨烯

厚度 ０．３４ ｎｍ，弹性模量为 １．０６ ＴＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比为 ０．２５，质量密度为 ２ ２５０ ｋｇ ／ ｍ３ ．令板长 ｌ∈ ［５，５０］ ｎｍ，按步

长 Δｌ ＝ ５ ｎｍ 递增，取 ｘ 方向的有限单元个数 ｎ 和 ｙ 方向的节点数 ｍ 均为 １５，分析自由振动频率比的演化规

律，如图 ２ 所示．
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由图 ２ 可见，当非局部参数 ｅ０ａ ＝ ０．０ ｎｍ 时，自由振动频率比等于 １，此时本构方程退化为局部弹性模

型，尺寸效应消失．当非局部参数 ｅ０ａ ＝ ２．０ ｎｍ 时，所有尺寸等效纳米版的自由振动频率都小于 １，定量表征非

局部效应引起的等效刚度折减．
此外，随着尺寸持续增大，自由振动频率比呈现收敛特性，当尺寸足够大至超过某一限值时，非局部效应

的影响可以忽略．而尺寸越小，自由振动频率偏离 １ 的程度越大，非尺寸效应越明显．

图 ２　 不同尺寸下石墨烯等效纳米板自由振动频率比变化柱状图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｂａｒ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒａｔｉｏ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ
ｇｒａｐｈｅｎｅ ｎａｎｏｐｌａｔｅｌｅｔｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｉｚｅｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

３．２　 非局部参数影响

基于非局部连续介质理论， 研究非局部参数对石墨烯纳米板振动特性的影响规律．选取非局部参数为

０．０ ｎｍ，０．５ ｎｍ，１．０ ｎｍ，１．５ ｎｍ 和 ２．０ ｎｍ 进行参数化数值分析，获得等效纳米板自由振动频率比的演化曲

线，如图 ３ 所示．

图 ３　 不同非局部参数下石墨烯等效纳米板自由振动频率比变化曲线图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｐｌｏｔ ｏｆ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒａｔｉｏ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｇｒａｐｈｅｎｅ
ｎａｎｏｐｌａｔｅｌｅｔｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｎｌｏｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

由图 ３ 可见，非局部参数不为 ０ 时的自由振动频率比 ω－ ｒ 均小于 １，即非局部效应的临界荷载均小于局部

效应的临界荷载．非局部参数越大，非局部自由振动频率与局部自由振动频率相差越大，非局部效应越大．
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当非局部参数 ｅ０ａ ＝ ０．０ ｎｍ 时，自由振动频率比 ω－ ｒ 等于 １，此时本构方程退化为局部弹性模型（与 ３．１ 小

节结论相同）；当 ｅ０ａ ≠ ０．０ ｎｍ 时，自由振动频率比 ω－ ｒ 小于 １，即考虑非局部效应的临界荷载小于局部（经
典）效应的临界荷载．随着非局部参数的增大，自由振动频率比 ω－ ｒ 逐渐减小，非局部效应更加明显．
３．３　 振动模态阶数影响

基于模态敏感性的非局部效应分析表明，石墨烯纳米板的振动频谱特性呈现显著模态依赖性．故在不同

振动模态下，分别对非局部理论和局部理论框架下的等效纳米板展开自由振动频率分析，计算前 ４ 阶（１ 阶、
２ 阶、３ 阶、４ 阶）振型下等效纳米板的自由振动频率比，成功获取了能够直观反映不同振动模态下石墨烯等

效纳米板自由振动频率变化趋势的曲线，如图 ４ 所示．

图 ４　 不同振动模态下石墨烯等效纳米板自由振动频率变化曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｐｌｏｔ ｏｆ ｆｒｅｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｇｒａｐｈｅｎｅ
ｎａｎｏｐｌａｔｅｌｅｔｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｓ

在所有阶数下，等效纳米板的自由振动频率比始终小于 １，即相较于局部理论，非局部理论框架下的纳

米板自由振动频率更低．自由振动频率比随尺寸增大而增大，逐渐趋于定值 １，当纳米板尺寸超过某一限值

时，非局部效应可忽略．
此外，自由振动频率比随模数增大逐渐变小，即模数越大，非局部效应的自由振动频率偏离局部效应的

自由振动频率的程度越大，非局部效应越明显．
３．４　 ＦＥ⁃ＤＱ 方法准确性讨论

ＦＥ⁃ＤＱ 混合法在求解非局部连续介质问题时，相较于传统数值方法和解析方法，展现出显著的先进性

与适用性．具体为：
针对非局部本构关系中积分⁃微分方程的高维耦合特性，传统 ＦＥＭ 需通过精细网格离散非局部核函数，

导致计算效率低下且易产生边界误差；而纯 ＤＱＭ 虽具有节点离散的高精度优势，却难以适应复杂几何边界．
ＦＥ⁃ＤＱ 通过局部域内采用微分求积格式离散非局部积分项，全局域内保留有限单元法的形函数插值，既规

避了纯 ＦＥＭ 对高阶连续性逼近的局限性，又降低了纯 ＤＱＭ 对节点均匀分布的要求．
相比于解析方法依赖特定核函数形式和简化边界条件的局限性，该混合法通过分域离散策略，可灵活处

理任意非局部核函数及非规则几何边界问题，且在应变梯度、尺寸效应等非局部特征显著的区域表现出更优

的收敛稳定性．算例研究表明，该方法在保持与解析解一致性的同时，计算耗时较传统 ＦＥＭ 大幅降低，为工

程尺度下非局部连续介质的多场耦合分析提供了高效高精度的数值工具．
综上，通过与传统的 ＦＥＭ 和 ＤＱＭ 对比，本文提出的 ＦＥ⁃ＤＱ 方法求解非局部连续介质问题在计算效率

和准确性方面具有显著优势，可为非局部理论在实际工程中的应用提供一种更有效的数值工具．

４　 结　 　 论

本文针对非局部连续介质理论中控制方程难以求解的问题，基于 ＦＥ⁃ＤＱ 耦合算法，提出一种非局部连
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续介质理论的求解方法，并对石墨烯等效纳米板的自由振动特性进行研究，揭示了石墨烯纳米板自由振动的

跨尺度力学特性，主要取得以下结论：
１） ＦＥ⁃ＤＱ 耦合算法通过分向离散策略将非局部积分⁃微分方程转化为可解代数系统，从而极大简化求

解过程，是一种有效的非局部连续介质理论的求解方法．
２） 在不同条件下，石墨烯等效纳米板由于非局部效应，其自由振动比均小于 １，即非局部连续介质理论

下的自由振动频率均小于局部（经典）理论下的自由振动频率．尺寸越小，自由振动频率所受非局部效应越明

显，当尺寸超过某一限值时，非局部效应可忽略不计．
３） 局部参数为 ０ 时，本构方程退化为局部弹性模型，自由振动频率随非局部参数增大其非局部效应越

明显．高阶模态的频率偏移量显著高于低阶模态，高阶振动模态对材料微观结构更为敏感．
４） ＦＥ⁃ＤＱ 方法在处理非局部结构振动问题时，具有更高的计算准确性，为非局部理论在实际工程中的

应用提供了一种更有效的数值工具．
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