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摘要：　 ＤＮＡ⁃微悬臂梁因其纳米力学特性在生物传感领域极具应用价值，但其均匀曲率和中性轴轴向应变假设缺

乏验证．为此，建立液晶态 ＤＮＡ 分子层自由能与组合梁结构变形耦合的泛函势能模型，创新性地引入三角级数模态

叠加法表征位移场进行 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法变分求解，并结合分段积分策略实现全域自由能计算．采用不动点迭代算法

求解关于 Ｒｉｔｚ 系数的非线性方程组后，得到悬臂梁变形及 ＤＮＡ 链间距分布．结果表明，变形后曲率呈现显著的均匀

特性，为均匀性假设提供了理论依据．收敛性分析表明：三角级数展开阶数≥１０，且梁段划分数量≥２ ５００，可确保挠

度和应力求解精度，有效验证了均匀性假设在耦合模型中的正确性．
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０　 引　 　 言

在 ＤＮＡ⁃微悬臂梁的无标记生物检测实验中，研究人员观察到，生化反应（自由能产生 ＤＮＡ 之间的相互

排斥力）引发的表面应力变化可使微悬臂梁产生纳米级弯曲响应［１⁃２］，如图 １ 所示．基于这一独特的纳米力学

特性，各国科研团队研发的生化传感器具备器件微型化、纳米级检测精度、高灵敏响应、易于系统集成以及成

本低等显著优势［３］ ．目前，该技术已广泛应用于基因序列识别［４］、病毒标志物检测［５］和环境监测［６］ 等前沿领

域，成为微纳传感与生物检测交叉学科的研究热点．

图 １　 ＤＮＡ 生化反应下的微悬臂梁的弯曲响应

Ｆｉｇ． １　 Ｂｅｎｄｉｎｇ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ＤＮＡ ｂｉｏｃｈｅｍｉｃａｌ ｒｅａｃｔｉｏｎｓ

当前研究多集中于实验定性分析．已有实验表明，ＤＮＡ⁃微悬臂梁的下挠与诸多因素有关，比如空间位阻

抗［７］，缓冲溶液理化参数（ｐＨ 值、离子强度及浓度） ［８］，ＤＮＡ 分子本征属性（链长、封装密度及杂交效率） ［９］，
水环境特征（离子强度、类别和 ｐＨ 值） ［１０］，金层表面特性（电荷密度［１１］、粗糙度［１２］、清洁度［１３］ 及镀膜工

艺［１４］），以及环境湿度［１５］等参数．然而，微悬臂梁变形后的曲率或 ＤＮＡ 链间距分布尚缺乏实验验证．
为深入揭示微悬臂梁纳米力学行为的内在机理，需从分子作用层面出发，建立定量描述体系以精准预测

其形变幅值及弯曲方向，有效衔接生物膜微观分子间的相互作用力与微悬臂梁宏观连续介质力学行为，从而

突破当前实验观测与理论预测的割裂状态．Ｓｔｒｅｙ 等［１６⁃１７］ 将 ＤＮＡ 膜视作具有宏观弹性模量的聚合向列相液

晶，膜的自由能主要来源于 ＤＮＡ 链间的微观作用，包括静电力、水合力和构型熵，这些自由能促使悬臂梁响

应．之后，Ｚｈａｎｇ 等［１８⁃１９］建立了微悬臂的层合梁模型，利用最小势能原理求解 ＤＮＡ 链间距和弹性模量对挠度

的影响．李晶晶等［２０］对 ＤＮＡ 自由能进行 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开，获得其一阶的近似式，从而规避了求解多极值能量

泛函的困难．王德鹏等［２１］求解了 ＤＮＡ 不完全杂交情形下导致的微悬臂梁挠曲变形．Ｔａｎ 等［２２］ 采用排除体积

能和聚合物拉伸能作为 ＤＮＡ 的自由能，通过最小势能原理求解梁的曲率和挠度．Ｙａｎｇ 等［２３］在自由能的基础

上进一步考虑 ＤＮＡ 分子层的压电和挠曲电效应，采用 Ｐｏｉｓｓｏｎ⁃Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程求解电势分布，再结合本构关

系和力的平衡方程求解中性轴的轴向应变和曲率．上述理论模型均建立在一共同假设基础之上，即假设微悬

臂梁中性轴沿其长度方向呈现均匀的曲率分布，且轴向应变保持恒定，但这一假设至今未有充分实验验证和

理论支持．
后续研究中有学者并未使用这一假设．Ｗｕ 等［２４］ 通过计算 ＤＮＡ 分子层的自由能和排斥能，确定其恒定

的弹性模量和表面应力，将其纳入 ＤＮＡ⁃微悬臂梁系统总能量后，运用变分原理推导出挠度控制微分方程并

成功求解．之后他们将 ＤＮＡ 分子层的自由能转化为均匀分布的恒定剪应力［２５］，作为外荷载施加于悬臂梁上
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表面．Ｔａｎ 等［２６⁃２７］将 ＤＮＡ 分子层视作压电层，并考虑挠曲电效应，认为其与缓冲溶液中电荷密度变化导致了

梁的弯曲，通过能量变分法导出了位移偏微分方程、电势 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程及边界条件，并结合 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 分布建

立了电势⁃电荷密度耦合关系，最终构建出完整的电势场与位移场求解体系．上述理论在求解过程中存在两

种简化路径：其一，将 ＤＮＡ 自由能直接等效为恒定外力施加于悬臂梁表面，这种处理方式简化了计算流程，
却忽略了 ＤＮＡ 分子层与悬臂梁基体在变形过程中产生的动态耦合效应；其二，部分研究回避了复杂的 ＤＮＡ
自由能计算，转而构建基于电荷密度分布的 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程，但该方程在此领域的应用尚处于理论探索阶

段，未得到实验验证．
本文突破传统理论假设———均匀的曲率和轴向应变分布，建立耦合的泛函势能模型，引入三角级数模态

叠加法表征位移场进行 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法变分求解，并结合分段积分策略实现全域自由能计算．采用不动点迭

代算法求解关于 Ｒｉｔｚ 系数的非线性方程组后，最终得到悬臂梁的挠度分布、中性轴轴向位移及应力等关键

力学参数．该研究不仅建立了更精确的力学分析框架，更在理论层面揭示了曲率以及 ＤＮＡ 链间距沿梁长的

分布特性，为理解生物⁃材料作用机制提供了新的数值方法．

１　 模　 　 型

图 ２ 为 ＤＮＡ⁃微悬臂梁，长度为 ｌ， 宽度为 ｂ， 顶层为 Ａｕ 梁，高度为 ２ｈ１， 底层为 Ｓｉ３Ｎ４梁，高度为 ２ｈ２， 中

间的薄层为 Ｃｒ，作为粘贴层将顶层和底层连接在一起，厚度为 ｔ ．结合图 １ 可知，Ａｕ 层之上为 ＤＮＡ 分子层，其
中的 ＤＮＡ 分子在杂交过程中释放的生物自由能，将引发分子间排斥力，导致悬臂梁下挠，且无其他外加荷

载．ｘ 轴为换算截面的中性轴， Ｏ 点为中性轴的原点， ｏＡｕ 和 ｏＳｉ 分别为 Ａｕ 和 Ｓｉ３Ｎ４梁的形心，它们各自的局部

坐标系以形心为原点，横坐标方向向下．

图 ２　 ＤＮＡ⁃微悬臂梁示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ＤＮＡ⁃ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ

１．１　 变形能

Ａｕ 梁上任意一点的纵向位移表示为

　 　 ｕＡｕ ＝ ｕＮｅｕ － ｚ ｄｗ
ｄｘ

＝ ｕＮｅｕ － （ ｚＡｕ － ＨＡｕ）
ｄｗ
ｄｘ

， （１）

Ｓｉ３Ｎ４梁上任意一点的纵向位移表示为

　 　 ｕＳｉ ＝ ｕＮｅｕ － ｚ ｄｗ
ｄｘ

＝ ｕＮｅｕ － （ ｚＳｉ ＋ ＨＳｉ）
ｄｗ
ｄｘ

， （２）

其中 ｕＮｅｕ 是组合梁换算截面中和轴处的位移， ＨＡｕ 和 ＨＳｉ 是组合梁换算截面中和轴位置分别到 Ａｕ 梁形心轴

和 Ｓｉ３Ｎ４梁形心轴位置的距离， ｚＡｕ 和 ｚＳｉ 分别是以 Ａｕ 梁形心和 Ｓｉ３Ｎ４梁形心为原点的局部坐标系的坐标值．
Ａｕ 梁和 Ｓｉ３Ｎ４梁的应变分别为

　 　 εＡｕ ＝
ｄｕＮｅｕ

ｄｘ
－ （ ｚＡｕ － ＨＡｕ）

ｄ２ｗ
ｄｘ２ ， （３）

　 　 εＳｉ ＝
ｄｕＮｅｕ

ｄｘ
－ （ ｚＳｉ ＋ ＨＳｉ）

ｄ２ｗ
ｄｘ２ ． （４）

Ａｕ 梁和 Ｓｉ３Ｎ４梁的应变能分别为
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　 　 ΠＡｕ ＝ １
２ ∫

ｌ

０
∫ｈＡｕ

－ｈＡｕ

σＡｕεＡｕｂｄｚｄｘ ＝

　 　 　 　 １
２

ＥＡｕ ∫ｌ
０

（ ＩＡｕ ＋ ＡＡｕＨ２
Ａｕ）

ｄ２ｗ
ｄｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ＡＡｕ

ｄｕＮｅｕ

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ２ＡＡｕＨＡｕ
ｄ２ｗ
ｄｘ２

ｄｕＮｅｕ

ｄｘ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄｘ， （５）

　 　 ΠＳｉ ＝
１
２ ∫

ｌ

０
∫ｈＳｉ

－ｈＳｉ
σＳｉεＳｉｂｄｚｄｘ ＝

　 　 　 　 １
２

ＥＳｉ ∫ｌ
０

（ ＩＳｉ ＋ ＡＳｉＨ２
Ｓｉ）

ｄ２ｗ
ｄｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ＡＳｉ

ｄｕＮｅｕ

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ ２ＡＳｉＨＳｉ
ｄ２ｗ
ｄｘ２

ｄｕＮｅｕ

ｄｘ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄｘ， （６）

其中 ＥＡｕ 和 ＥＳｉ 分别为 Ａｕ 和 Ｓｉ３Ｎ４的弹性模量， ＩＡｕ ＝ １
１２

ｂ（２ｈＡｕ） ３ 和 ＩＳｉ ＝
１
１２

ｂ（２ｈＳｉ） ３ 为截面惯性矩， ＡＡｕ ＝

２ｂｈＡｕ 和 ＡＳｉ ＝ ２ｂｈＳｉ 为面积．
１．２　 ＤＮＡ生物自由能

ＤＮＡ 的磷酸基团经水分子水解电离后使得 ＤＮＡ 带负电荷，单位高度上的静电能为［１７］

　 　 Ｗｅ（ｄ） ＝ ａ０
π
２

ｅｘｐ（ － ｄ ／ λＤ）

ｄ ／ λＤ

， （７）

其中 ｄ 为 ＤＮＡ 链间距， λＤ ＝ ０．３０８ ／ Ｉ ｎｍ 为 Ｄｅｂｙｅ 屏蔽长度， Ｉ 为缓冲溶液浓度， ａ０ 为实验测得常数．
由于 ＤＮＡ 分子对分子表面的水分子的氢键网络扰动，围绕已杂交的 ＤＮＡ 链至少有 ２ 个水合壳，每个碱

基对含有 ２０ 个水分子，这使得 ＤＮＡ 分子间具有水合排斥力．单位高度上的水合能与单位高度上的静电能具

有相似的表达式［１７］：

　 　 Ｗｈ（ｄ） ＝ ｂ０
π
２

ｅｘｐ（ － ｄ ／ λＨ）

ｄ ／ λＨ

， （８）

其中 λＨ 为水的关联长度， ｂ０ 为实验测得常数．
从自由溶液到 ＤＮＡ 膜底端，由于热波动引起构型熵的作用，构型熵的形式为［１７］

　 　 Ｗｃ（ｄ） ＝ ｃ０ｋＢＴｋ
－１ ／ ４
ｃ

４
∂２（Ｗｅ ＋ Ｗｈ）

∂ｄ２
－ １

ｄ
∂（Ｗｅ ＋ Ｗｈ）

∂ｄ
， （９）

其中 ｋＢ 为 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 常数， Ｔ 为温度， ｋｃ ＝ ｋＢＴｌｐ 为 ＤＮＡ 圆柱体的弯曲刚度， ｌｐ ＝ ５０ ＋ ０．０３２ ４ ／ Ｉ ｎｍ 为 ＤＮＡ
分子的持续长度， ｃ０ 为实验测得常数．

ＤＮＡ 链单位长度的自由能为

　 　 Ｗｕ ＝ Ｗｅ ＋ Ｗｈ ＋ Ｗｃ， （１０）
整个生物的自由能为

　 　 ΠＤＮＡ ＝ ｂｈｕη∫ｌ
０
Ｗｕｄｘ， （１１）

ｂ和 ｈｕ 分别是 ＤＮＡ 分子层的宽度和高度， ｈｕ ≈ Ｎｎａｎ，Ｎｎ 是 ＤＮＡ 核苷酸的数量， ａｎ 是核苷酸的长度．式（１１）
积分计算很困难，为此将悬臂梁纵向等分 ｎ 段，每段长度为 Δｌ， 种植密度为 η， 第 ｊ 段内的 ＤＮＡ 间距、Ａｕ 层

上表面的应变和单位长度的自由能分别为 ｄ ｊ，εＤＮＡｊ 和 Ｗｕｊ， 而 Πｅｊ，Πｈｊ 和 Πｃｊ 分别为该段内的静电能、水合能

和熵能，则式（１１）表示为

　 　 ΠＤＮＡ ＝ ｂｈｕΔｌη∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ｗｕｊ ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（Πｅｊ ＋ Πｈｊ ＋ Πｃｊ） ． （１２）

在该系统中，可以认为 ＤＮＡ 分子层为轴向受力构件， ｄ０ ＝ １ ／ η 为 ＤＮＡ 链的初始间距，生物自由能释

放过程中引起的悬臂梁下挠和应变，反过来又造成 ＤＮＡ 的链间距发生改变，由 ｄ０ 变为 ｄ， 相互耦合直至平

衡，结合式（３）有如下关系等式：

　 　 ｄ ＝ （１ ＋ εＤＮＡ）ｄ０ ＝ １ ＋
ｄｕＮｅｕ

ｄｘ
＋ （ｈＡｕ ＋ ＨＡｕ）

ｄ２ｗ
ｄｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄ０， （１３）
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其中 εＤＮＡ 为 ＤＮＡ 分子层的轴向应变，也就是 Ａｕ 层上表面的应变．由该等式可知，ＤＮＡ 链的间距 ｄ 跟曲率半

径 ρ ＝ ｄ２ｗ
ｄｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

和中性轴的轴向应变
ｄｕＮｅｕ

ｄｘ
有关，是关于梁纵向位置 ｘ 的函数．

由于 Ｃｒ 层非常薄，可以忽略其刚度及其应变能，则整个系统的势能为

　 　 Π ＝ ΠＡｕ ＋ ΠＳｉ ＋ ΠＤＮＡ ． （１４）
１．３　 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法求解

对式（１４）进行解析的变分求解非常困难，故采用数值求解方法，而悬臂梁的变形需满足如下边界条件：

　 　 ｗ ｘ ＝ ０ ＝ ０， ｄｗ
ｄｘ ｘ ＝ ０

＝ ０，
ｄ２ｗ
ｄｘ２

ｘ ＝ ｌ

＝ ０， （１５）

　 　 ｕＮｅｕ ｘ ＝ ０ ＝ ０，
ｄｕＮｅｕ

ｄｘ ｘ ＝ ｌ

＝ ０． （１６）

据此，假设挠度和中性轴处的位移表达式为以下级数展开：

　 　 ｗ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ａｉ １ － ｃｏｓ （２ｉ － １）πｘ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ， （１７）

　 　 ｕＮｅｕ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｂｉｓｉｎ

（２ｉ － １）πｘ
２ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１８）

其中 ａｉ 和 ｂｉ 为待定的 Ｒｉｔｚ 系数．代入式（５）和式（６）中，得

　 　 ΠＡｕ ＋ ΠＳｉ ＝ ＥＩ∑
ｍ

ｉ ＝ １

π４（２ｉ － １） ４ａ２
ｉ

６４ｌ３
＋ ＥＡ∑

ｍ

ｉ ＝ １

（２ｉ － １） ２π２ｂ２
ｉ

１６ｌ
＋ ＥＡＨ∑

ｍ

ｉ ＝ １

（２ｉ － １） ３π３ａｉｂｉ

１６ｌ２
， （１９）

具体推导见附录 Ａ，其中 ＥＩ ＝ ＥＡｕＩＡｕ ＋ ＥＡｕＡＡｕＨ２
Ａｕ ＋ ＥＳｉＩＳｉ ＋ ＥＳｉＡＳｉＨ２

Ｓｉ，ＥＡ ＝ ＥＡｕＡＡｕ ＋ ＥＳｉＡＳｉ，ＥＡＨ ＝ ＥＡｕＡＡｕＨＡｕ ＋
ＥＳｉＡＳｉＨＳｉ， 则

　 　
∂ΠＡｕ

∂ａｉ

＋
∂ΠＳｉ

∂ａｉ

＝ Ａ１１ａｉ ＋ Ａ１２ｂｉ， （２０）

　 　
∂ΠＡｕ

∂ｂｉ

＋
∂ΠＳｉ

∂ｂｉ

＝ Ａ２１ａｉ ＋ Ａ２２ｂｉ， （２１）

其中

　 　 Ａ１１ ＝ ＥＩπ４（２ｉ － １） ４

３２ｌ３
， （２２）

　 　 Ａ２２ ＝ ＥＡ（２ｉ － １） ２π２

８ｌ
， （２３）

　 　 Ａ１２ ＝ Ａ２１ ＝ ＥＡＨ（２ｉ － １） ３π３

１６ｌ２
． （２４）

将式（１７）与式（１８）代入式（１３）后得

　 　 ｄ ｊ ＝ １ ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １

（２ｉ － １）πｂｉ

２ｌ
ｃｏｓ

（２ｉ － １）πｘ ｊ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç ＋

　 　 　 　 （ｈＡｕ ＋ ＨＡｕ）∑
ｍ

ｉ ＝ １

（２ｉ － １） ２π２ａｉ

４ｌ２
ｃｏｓ

（２ｉ － １）πｘ ｊ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ö

ø
÷ ｄ０， （２５）

其中 ｘ ｊ 为 ｊ 梁段右节点的横坐标．再将式（１７）与式（１８）代入式（１２）后，分别对 ａｉ 和 ｂｉ 求导，并进行一定程度

的整理得

　 　
∂Πｅ

∂ａｉ

＝ －
ｄ０（ｈＡｕ ＋ ＨＡｕ）（２ｉ － １） ２π２

４ｌ２ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
λＤ

＋ １
２ｄ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ

（２ｉ － １）πｘ ｊ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Πｅｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （２６）

　 　
∂Πｈ

∂ａｉ

＝ －
ｄ０（ｈＡｕ ＋ ＨＡｕ）（２ｉ － １） ２π２

４ｌ２ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
λＨ

＋ １
２ｄ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ

（２ｉ － １）πｘ ｊ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Πｈｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （２７）
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∂Πｃ

∂ａｉ

＝ －
ｃ０ｋＢＴｋ

－１ ／ ４
ｃ ｂｈｕΔｌη
４

ｄ０（ｈＡｕ ＋ ＨＡｕ）（２ｉ － １） ２π２

４ｌ２
×

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｏｓ

（２ｉ － １）πｘ ｊ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｗｅｊ

１
λ２

Ｄ

＋ ２
λＤｄ ｊ

＋ ５
４ｄ２

ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｗｈｊ

１
λ２

Ｈ

＋ ２
λＨｄ ｊ

＋ ５
４ｄ２

ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

－３ ／ ４

×{
　 　 　 　 Ｗｅｊ

５
２λ２

Ｄｄ ｊ

＋ １７
４λＤｄ２

ｊ

＋ ２５
８ｄ３

ｊ

＋ １
λ３

Ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｗｈｊ

５
２λ２

Ｈｄ ｊ

＋ １７
４λＨｄ２

ｊ

＋ ２５
８ｄ３

ｊ

＋ １
λ３

Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú } ， （２８）

　 　
∂Πｅ

∂ｂｉ

＝ －
ｄ０（２ｉ － １）π

２ｌ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
λＤ

＋ １
２ｄ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ

（２ｉ － １）πｘ ｊ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Πｅｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （２９）

　 　
∂Πｈ

∂ｂｉ

＝ －
ｄ０（２ｉ － １）π

２ｌ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
λＨ

＋ １
２ｄ ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ

（２ｉ － １）πｘ ｊ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Πｈｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （３０）

　 　
∂Πｃ

∂ｂｉ

＝ －
ｃ０ｋＢＴｋ

－１ ／ ４
ｃ ｂｈｕΔｌη
４

ｄ０（２ｉ － １）π
２ｌ

×

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｏｓ

（２ｉ － １）πｘ ｊ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｗｅｊ

１
λ２

Ｄ

＋ ２
λＤｄ ｊ

＋ ５
４ｄ２

ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｗｈｊ

１
λ２

Ｈ

＋ ２
λＨｄ ｊ

＋ ５
４ｄ２

ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

－３ ／ ４

×{
　 　 　 　 Ｗｅｊ

５
２λ２

Ｄｄ ｊ

＋ １７
４λＤｄ２

ｊ

＋ ２５
８ｄ３

ｊ

＋ １
λ３

Ｄ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｗｈｊ

５
２λ２

Ｈｄ ｊ

＋ １７
４λＨｄ２

ｊ

＋ ２５
８ｄ３

ｊ

＋ １
λ３

Ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú } ． （３１）

根据最小势能原理，即 ∂Π
∂ａｉ

＝ ０，∂Π
∂ｂｉ

＝ ０， 可以得

　 　 ａｉ ＝
Ｂ１Ａ２２ － Ｂ２Ａ１２

Ａ１１Ａ２２ － Ａ１２Ａ２１
， （３２）

　 　 ｂｉ ＝
Ｂ２Ａ１１ － Ｂ１Ａ２１

Ａ１１Ａ２２ － Ａ１２Ａ２１
， （３３）

其中 Ｂ１ 和 Ｂ２ 详见附录 Ａ ．
利用式（３２）和式（３３）进行不动点迭代，求解得到 ａｉ 和 ｂｉ， 从而可以得到 ＤＮＡ 悬臂梁的挠度 ｗ 、变形后

各处 ＤＮＡ 链的间距 ｄ 和应力 εＤＮＡ 等，一般会采用微悬臂梁的表面应力 σ 来表征其反应，它与曲率半径 ρ 的

关系遵循经典的 Ｓｔｏｎｅｙ 公式如下［２８］：

　 　 σ ＝
ＥＳｉ（２ｈＳｉ） ２

６（１ － ν）ρ
， （３４）

其中 ν 为 Ｓｉ３Ｎ４的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比．

２　 数 值 算 例

ＤＮＡ⁃微悬臂梁的各参数取值为［１７，２０］： ｌ ＝ ２００ μｍ，ｂ ＝ ４０ μｍ，２ｈＳｉ ＝ ０．５ μｍ，２ｈＡｕ ＝ ２５ ｎｍ，２ｈＣｒ ＝ ５ ｎｍ；
ＥＳｉ ＝ ８５ ＧＰａ，ＥＡｕ ＝ ７３ ＧＰａ，ＥＣｒ ＝ １０８ ＧＰａ，ν ＝ ０．２５；ａ０ ＝ ０ Ｊ ／ ｍ，ｂ０ ＝ １．７ × １０ －７ Ｊ ／ ｍ，ｃ０ ＝ １．２，λＤ ＝ ０．３０８ ｎｍ，
λＨ ＝ ０．２９ ｎｍ，ａｎ ＝ ０．３４ ｎｍ，Ｎｎ ＝ １０ ｎｔ，Ｔ ＝ ２９８ Ｋ，ｋＢ ＝ １．３８ × １０ －２３ Ｊ ／ Ｋ，ｌｐ ＝ ５０ ｎｍ，η ＝ ０．０６ ｃｈａｉｎｓ ／ ｎｍ２ ．

首先分析级数的阶数 ｍ 和划分梁段数 ｎ 对计算结果的影响，以及 ＤＮＡ 微悬臂梁的受力特征．图 ３ 中， ｎ
＝ ５ ０００ 保持不变，当 ｍ ＝ ３，１０，３０ 和 １００ 时，展示了挠度 ｗ，中性轴处的轴向位移 ｕＮｅｕ，表面应力 σ沿着横轴 ｘ
的分布情况．从图中可知，挠度 ｗ 和中性轴处的轴向位移 ｕＮｅｕ 对阶数 ｍ 不敏感，尤其是挠度 ｗ，ｍ ＝ ３ 与 ｍ ＝
１００ 时的分布及数值几乎无差异．表面应力 σ 则较为敏感，例如 ｍ ＝ １００ 时，除了靠近自由端的极小范围内应力

骤降至 ０ 外，其余部分虽呈三角函数周期性波动，但周期和幅值极小，近乎平稳直线 （σ ≈ １．１２１×１０－６ Ｎ ／ ｍｍ）；
而 ｍ ＝ ３ 时，应力在 ｘ ＝ １３０ μｍ 处开始从波峰降至自由端的 ０，其余部分呈半波形状，幅值在（１．０１２～１．３５）×
１０－６ Ｎ ／ ｍｍ 范围内，失真明显；随着 ｍ 的增加，情况有所改善， ｍ ＝ １０ 时，除自由端附近外，其余部分的应力

已能满足工程精度．因采用级数逼近拟合位移，应力作为位移的二阶求导，连续性将变差，故需要更高的级数

阶数以保证真实性，这样也导致了表面应力对阶数的敏感性．
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（ａ） ｍ ＝ ３， ｎ ＝ ５ ０００

（ｂ） ｍ ＝ １０， ｎ ＝ ５ ０００

（ｃ） ｍ ＝ ３０， ｎ ＝ ５ ０００

（ｄ） ｍ ＝ １００， ｎ ＝ ５ ０００
图 ３　 级数的阶数 ｍ 对挠度 ｗ， 中性轴位移 ｕＮｅｕ 和表面应力 σ 沿 ｘ 轴的分布影响

Ｆｉｇ． ３　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｓｅｒｉｅｓ’ ｏｒｄｅｒ ｍ ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｘ⁃ａｘｉｓ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ，
ｎｅｕｔｒａｌ ａｘｉｓ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｕＮｅｕ ａｎｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ σ

３８５第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 刘承，等： ＤＮＡ⁃微悬臂梁的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法求解



图 ４ 展示了 ｍ ＝ １００ 时， ｎ ＝ １００，５００，１ ０００ 和 ２ ５００ 四种情况下，挠度 ｗ，中性轴处的轴向位移 ｕＮｅｕ，表面

应力 σ 沿着横轴 ｘ 的分布．结合图 ３（ｄ）可知，挠度 ｗ 和中性轴处的轴向位移 ｕＮｅｕ 对划分梁段数目 ｎ 不敏感．表
面应力 σ 对 ｎ 的敏感性主要体现在固支端附近： ｎ ＝ １００ 时，应力在固支端极小范围内由 １．４×１０－６ Ｎ ／ ｍｍ 骤

降至 ０，结果失真； ｎ ＝ ５００ 时，固支端应力为 ９．１５×１０－７ Ｎ ／ ｍｍ，在极小的范围内升至波峰 １．２×１０－６ Ｎ ／ ｍｍ，相
比于 ｎ ＝ １００ 的结果，有所改善； ｎ ＝ １ ０００ 时，固支端处应力为 １．０３×１０－６ Ｎ ／ ｍｍ，与之最近的波峰为 １．１７４×
１０－６ Ｎ ／ ｍｍ，差距继续缩小； ｎ ＝ ２ ５００ 时，两者分别为 １．０９８×１０－６ Ｎ ／ ｍｍ 和 １．１５９×１０－６ Ｎ ／ ｍｍ，趋于均匀．为精

确计算应力，尤其是避免固支端应力失真，需要将 ２００ μｍ 的梁段划分成 ２ ５００ 等分，远超传统有限元单元数

目，原因有二：一是按式（１１）积分生物自由能时，指数函数的强非线性需在极小的梁段内视为恒定单位自由

能；二是根据式（１３），ＤＮＡ 链的间距 ｄ 与应变 εＤＮＡ 成线性正比，小变形下应变值约为 １０－４这个数量级，故 ｄ
和 ｄ０差异微小，需细分梁段才能捕捉该微小差异．

（ａ） ｍ ＝ １００， ｎ ＝ １００

（ｂ） ｍ ＝ １００， ｎ ＝ ５００

（ｃ） ｍ ＝ １００， ｎ ＝ １ ０００
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（ｄ） ｍ ＝ １００， ｎ ＝ ２ ５００

图 ４　 梁段划分数量 ｎ 对挠度 ｗ， 中性轴位移 ｕＮｅｕ 和表面应力 σ 沿 ｘ 轴的分布影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｄｉｖｉｄｅｄ ｂｅａｍ ｓｅｇｍｅｎｔｓ， ｎ， ｏｎ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｘ⁃ａｘｉｓ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗ，

ｎｅｕｔｒａｌ ａｘｉｓ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｕＮｅｕ ａｎｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ σ

从图 ３（ｄ）中可知，挠度 ｗ 沿着 ｘ 轴近似呈二次抛物线增长，右端下挠为 ４．８６ ｎｍ；中性轴处位移 ｕＮｅｕ 沿

着 ｘ 轴线性增加，右端处位移仅为 ３．３×１０－３ ｎｍ，远小于下挠量；结合式（３４）和表面应力 σ 的曲线可知，曲率

ｄ２ｗ ／ ｄｘ２ 沿着 ｘ 轴保持恒定．因此，ＤＮＡ⁃微悬臂梁受力近似于在自由端附近受纯弯矩作用的构件．这一结论为

文献中关于 ｘ 轴方向等曲率假设或变形后 ＤＮＡ 链等间距假设提供了有力理论支撑．
在 ｍ ＝ １００， ｎ ＝ ５ ０００，其他参数保持不变的情况下，图 ５（ａ）、５（ｂ）展示了 ＤＮＡ 核苷酸的数量 Ｎｎ 对下挠

量和表面应力的影响，并与文献［２０］的结果进行了对比，两者挠度值相近，表面应力值随着核苷酸数量的增

加而有所偏差．原因在于，该文献通过一阶 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开来近似简化生物自由能，未能充分反映 １０－４量级

应变对生物自由能的影响．此外，图中显示，随着核苷酸数量的增加，下挠量与表面应力均呈上升趋势．

图 ５　 挠度与表面应力随核苷酸数量的变化曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｖｓ． ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｎｕｃｌｅｏｔｉｄｅｓ

在核苷酸数量 Ｎｎ ＝ １０ ｎｔ，其他参数不变的条件下，图 ６ 展示了种植密度 η 对表面应力的影响，并与 Ｓｔａ⁃
ｃｈｏｗｉａｋ［９］的实验数据进行了对比，结果显示两者吻合度较高．此外，该图还表明 ＤＮＡ 的种植密度与表面应力

呈指数关联．
杂交成功率通常仅为 ６０％～８０％［２１，２９⁃３０］，导致杂交密度 η′低于种植密度 η，因而微悬臂梁无法达到理论

下挠值．基于 ＤＮＡ⁃微悬臂梁的下挠机理，可准确判定最终的杂交密度 η′ ．杂交反应在浓度为 ０．１ ｍｏｌ ／ Ｌ 的缓

冲溶液中进行时，取 ａ０ ＝ ４．１ × １０ －１０ Ｊ ／ ｍ，ｂ０ ＝ １．１ × １０ －７ Ｊ ／ ｍ，ｃ０ ＝ ０．８，λＤ ＝ ０．９７６ ｎｍ，λＨ ＝ ０．２８８ ｎｍ［１７，２１］；
氮化硅的弹性模量 ＥＳｉ ＝ １８０ ＧＰａ［１７， ２１］，其他参数与文献［２０］一致．图 ７ 展示了不同种植密度下，挠度随着核

苷酸数量的变化曲线，并与 Ｗｕ 等［２９］在 η ＝ ０．０６ ｃｈａｉｎｓ ／ ｎｍ２，Ｎｎ ＝ ２０ ｎｔ，３０ ｎｔ 时的实验数据进行对比．图中可

见，挠度对种植密度非常敏感，适合用于判定最终的杂交率或杂交密度．此外，受杂交成功率的影响，Ｗｕ 等的

实验数据并未达到 η ＝ ０．０６ ｃｈａｉｎｓ ／ ｎｍ２ 对应的理论挠度，实际值介于 η ＝ ０．０４～０．０５ ｃｈａｉｎｓ ／ ｎｍ２ 之间．经网格
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插值求得 Ｎｎ ＝ ２０ ｎｔ 时的 η′ ＝ ０．０４３ ７，Ｎｎ ＝ ３０ ｎｔ 时的 η′ ＝ ０．０４２ ８， 此结果与文献［２１］的结论一致．

图 ６　 表面应力随种植密度的变化曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｖｓ． ｔｈｅ ｇｒａｆｔｉｎｇ ｄｅｎｓｉｔｙ
图 ７　 在各种植密度下，挠度随核苷酸数量的变化曲线

Ｆｉｇ． ７　 Ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎｓ ｖｓ． ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｎｕｃｌｅｏｔｉｄｅｓ
ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｇｒａｆｔｉｎｇ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ

３　 结　 　 论

本文构建了 ＤＮＡ⁃微悬臂梁的多物理场耦合能量的泛函模型，创新性地利用三角级数参数化逼近悬臂

梁挠度曲线及中性轴位移场进行 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法求解．计算中提出分段积分策略实现生物自由能全域计算，
采用不动点迭代法求解关于 Ｒｉｔｚ 系数的非线性方程组，最终精确重构了悬臂梁变形及 ＤＮＡ 链间距的分布特

性．基于该模型开展系统参数分析得出了以下结论：
１） 数值离散精度控制准则．研究揭示，级数展开阶数与梁体离散单元数对挠度和轴向位移计算精度影

响较小，但对应力及 ＤＮＡ 链间距分布的求解精度影响显著，尤其在固支端附近区域．当离散单元数不足时，
固支端应力失真严重．建议工程计算中，级数展开阶数不低于 １０ 阶，梁体离散单元数不少于 ２ ５００ 段，以确保

应力求解精度．
２） 梁体变形模式简化依据．在 ＤＮＡ 生物自由能作用下，中性轴轴向位移可忽略，并且曲率或 ＤＮＡ 链间

距沿梁长均匀分布，此时生物自由能可等效为作用在梁自由端附近的集中弯矩，从理论上证实了传统等曲率

假设的合理性．
３） 参数量化规律．计算结果与文献理论预测及实验数据吻合，定量分析表明：悬臂梁自由端挠度与表面

应力随 ＤＮＡ 链长度呈线性正相关，而随着分子种植密度增加，二者表现出指数增长特性．并可通过对比实测

挠度与理论值，准确判定杂交密度．

附　 录　 Ａ

　 　 ΠＡｕ ＋ ΠＳｉ ＝ １
２

ＥＩ ∫ｌ
０
∑
ｍ

ｉ ＝ １
ａｉ

（２ｉ － １）π
２ｌ( )

２

ｃｏｓ
（２ｉ － １）πｘ

２ｌ( )[ ][ ]
２

ｄｘ ＋

　 　 　 　 １
２

ＥＡ ∫ｌ
０
∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｂｉ

（２ｉ － １）π
２ｌ

ｃｏｓ
（２ｉ － １）πｘ

２ｌ( )[ ][ ]
２

ｄｘ ＋

　 　 　 　 ＥＡＨ ∫ｌ
０
∑
ｍ

ｉ ＝ １
ａｉ

（２ｉ － １）π
２ｌ( )

２

ｃｏｓ
（２ｉ － １）πｘ

２ｌ( )[ ] × ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｂｉ

（２ｉ － １）π
２ｌ

ｃｏｓ
（２ｉ － １）πｘ

２ｌ( )[ ] ｄｘ ≈

　 　 　 　 １
２

ＥＩ ∫ｌ
０
∑
ｍ

ｉ ＝ １

π４（２ｉ － １） ４ａ２
ｉ

１６ｌ４
ｃｏｓ２

（２ｉ － １）πｘ
２ｌ( ) ｄｘ ＋

　 　 　 　 １
２

ＥＡ ∫ｌ
０
∑
ｍ

ｉ ＝ １

（２ｉ － １） ２π２ｂ２
ｉ

４ｌ２
ｃｏｓ２

（２ｉ － １）πｘ
２ｌ( ) ｄｘ ＋

　 　 　 　 ＥＡＨ ∫ｌ
０
∑
ｍ

ｉ ＝ １

（２ｉ － １） ３π３ａｉｂｉ
８ｌ３

ｃｏｓ２
（２ｉ － １）πｘ

２ｌ( ) ｄｘ ＝

６８５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



　 　 　 　 ＥＩ∑
ｍ

ｉ ＝ １

π４（２ｉ － １） ４ａ２
ｉ

６４ｌ３
＋ ＥＡ∑

ｍ

ｉ ＝ １

（２ｉ － １） ２π２ｂ２
ｉ

１６ｌ
＋ ＥＡＨ∑

ｍ

ｉ ＝ １

（２ｉ － １） ３π３ａｉｂｉ
１６ｌ２

， （Ａ１）

　 　 Ｂ１ ＝
ｄ０ ｈＡｕ ＋ ＨＡｕ( ) （２ｉ － １） ２π２

４ｌ２ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
λＤ

＋ １
２ｄｊ

( ) ｃｏｓ
（２ｉ － １）πｘ ｊ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Πｅｊ

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　
ｄ０ ｈＡｕ ＋ ＨＡｕ( ) （２ｉ － １） ２π２

４ｌ２ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
λＨ

＋ １
２ｄｊ

( ) ｃｏｓ
（２ｉ － １）πｘ ｊ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Πｈｊ

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　
ｃ０ｋＢＴｋ

－１ ／ ４
ｃ ｂｈｕΔｌη
４

ｄ０ ｈＡｕ ＋ ＨＡｕ( ) （２ｉ － １） ２π２

４ｌ２
×

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｏｓ

（２ｉ － １）πｘ ｊ
２ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｗｅｊ

１
λ２

Ｄ

＋ ２
λＤｄｊ

＋ ５
４ｄ２

ｊ

æ
è
ç

ö
ø
÷ ＋ Ｗｈｊ

１
λ２

Ｈ

＋ ２
λＨｄｊ

＋ ５
４ｄ２

ｊ

æ
è
ç

ö
ø
÷

é
ë
êê

ù
û
úú

－３ ／ ４

×{
　 　 　 　 Ｗｅｊ

５
２λ２

Ｄｄｊ

＋ １７
４λＤｄ２

ｊ

＋ ２５
８ｄ３

ｊ

＋ １
λ３

Ｄ

æ
è
ç

ö
ø
÷ ＋ Ｗｈｊ

５
２λ２

Ｈｄｊ

＋ １７
４λＨｄ２

ｊ

＋ ２５
８ｄ３

ｊ

＋ １
λ３

Ｈ

æ
è
ç

ö
ø
÷

é
ë
êê

ù
û
úú } ， （Ａ２）

　 　 Ｂ２ ＝
ｄ０（２ｉ － １）π

２ｌ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
λＤ

＋ １
２ｄｊ

( ) ｃｏｓ
（２ｉ － １）πｘ ｊ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Πｅｊ

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　
ｄ０（２ｉ － １）π

２ｌ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
λＨ

＋ １
２ｄｊ

( ) ｃｏｓ
（２ｉ － １）πｘ ｊ

２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Πｈｊ

é

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　
ｃ０ｋＢＴｋ

－１ ／ ４
ｃ ｂｈｕΔｌη
４

ｄ０（２ｉ － １）π
２ｌ

×

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｏｓ

（２ｉ － １）πｘ ｊ
２ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｗｅｊ

１
λ２

Ｄ

＋ ２
λＤｄｊ

＋ ５
４ｄ２

ｊ

æ
è
ç

ö
ø
÷ ＋ Ｗｈｊ

１
λ２

Ｈ

＋ ２
λＨｄｊ

＋ ５
４ｄ２

ｊ

æ
è
ç

ö
ø
÷

é
ë
êê

ù
û
úú

－３ ／ ４

×{
　 　 　 　 Ｗｅｊ

５
２λ２

Ｄｄｊ

＋ １７
４λＤｄ２

ｊ

＋ ２５
８ｄ３

ｊ

＋ １
λ３

Ｄ

æ
è
ç

ö
ø
÷ ＋ Ｗｈｊ

５
２λ２

Ｈｄｊ

＋ １７
４λＨｄ２

ｊ

＋ ２５
８ｄ３

ｊ

＋ １
λ３

Ｈ

æ
è
ç

ö
ø
÷

é
ë
êê

ù
û
úú } ． （Ａ３）

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 ＦＲＩＴＺ Ｊ， ＢＡＬＬＥＲ Ｍ Ｋ， ＬＡＮＧ Ｈ Ｐ， ｅｔ ａｌ． Ｔｒａｎｓｌａｔｉｎｇ ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ ｉｎｔｏ ｎａｎｏｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｊ］ ． Ｓｃｉ⁃
ｅｎｃｅ， ２０００， ２８８（５４６４）： ３１６⁃３１８．

［２］　 ＭＵＮＴＥＡＮＵ Ｓ， ＧＡＭ⁃ＤＥＲＯＵＩＣＨ Ｓ， ＦＬＡＭＭＩＥＲ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ｓｃａｎｎｉｎｇ ｅｌｅｃｔｒｏｃｈｅｍｉｃａｌ ｍｉｃｒｏｓｃｏｐｙ ｍｏｎｉｔｏｒｉｎｇ ｉｎ
ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｆｏｒｍｓ［Ｊ］ ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， ２０１２， ８４（１７）： ７４４９⁃７４５５．

［３］　 ＹＵＥ Ｍ， ＬＩＮ Ｈ， ＤＥＤＲＩＣＫ Ｄ Ｅ， ｅｔ ａｌ． Ａ ２⁃Ｄ ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ａｒｒａｙ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｐｌｅｘｅｄ ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌａｒ ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｉｃｒｏｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２００４， １３（２）： ２９０⁃２９９．

［４］　 ÁＬＶＡＲＥＺ Ｍ， ＣＡＲＲＡＳＣＯＳＡ Ｌ Ｇ， ＭＯＲＥＮＯ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｎａｎｏｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ＤＮＡ ｓｅｌｆ⁃ａｓｓｅｍｂｌｅｄ
ｍｏｎｏｌａｙｅｒｓ ａｎｄ ｈｙｂｒｉｄｉｚａｔｉｏｎ ｏｎ ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｓ［Ｊ］ ． Ｌａｎｇｍｕｉｒ， ２００４， ２０（２２）： ９６６３⁃９６６８．

［５］　 ＩＬＩＣ Ｂ， ＹＡＮＧ Ｙ， ＣＲＡＩＧＨＥＡＤ Ｈ Ｇ． Ｖｉｒｕｓ ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｎａｎｏｅｌｅｃｔｒｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｄｅｖｉｃｅｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓ⁃
ｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２００４， ８５（１３）： ２６０４⁃２６０６．

［６］　 ＴＡＮ Ｚ Ｑ， ＺＨＡＮＧ Ｎ Ｈ， ＭＥＮＧ Ｗ Ｌ， ｅｔ ａｌ． Ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｆｏｒ ｉｎｖａｌｉｄ ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ⁃ＤＮＡ ｂｉｏｓｅｎ⁃
ｓｏｒｓ ｄｕｅ ｔｏ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌ ｃｈａｎｇｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｄ： Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１６， ４９（２２）： ２２５４０２．

［７］　 ＭＣＫＥＮＤＲＹ Ｒ， ＺＨＡＮＧ Ｊ， ＡＲＮＴＺ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｌａｂｅｌ⁃ｆｒｅｅ ｂｉｏｄｅｔｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｑｕａｎｔｉｔａｔｉｖｅ ＤＮＡ⁃ｂｉｎｄｉｎｇ ａｓ⁃
ｓａｙｓ ｏｎ ａ ｎａｎｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ａｒｒａｙ［Ｊ］ ． Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｕｎｉｔｅｄ
Ｓｔａｔｅｓ ｏｆ Ａｍｅｒｉｃａ， ２００２， ９９（１５）： ９７８３⁃９７８８．

［８］　 ＦＲＩＴＺ Ｊ， ＢＡＬＬＥＲ Ｍ Ｋ， ＬＡＮＧ Ｈ Ｐ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｒｅｓｓ ａｔ ｔｈｅ ｓｏｌｉｄ⁃ｌｉｑｕｉｄ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｏｆ ｓｅｌｆ⁃ａｓｓｅｍｂｌｅｄ ｍｏｎｏｌａｙｅｒｓ ｏｎ
ｇｏｌｄ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｎａｎｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｓｅｎｓｏｒ［Ｊ］ ． Ｌａｎｇｍｕｉｒ， ２０００， １６（２５）： ９６９４⁃９６９６．

［９］　 ＳＴＡＣＨＯＷＩＡＫ Ｊ Ｃ， ＹＵＥ Ｍ， ＣＡＳＴＥＬＩＮＯ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ｃｈｅｍｏｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｉｎｄｕｃｅｄ ｂｙ ＤＮＡ ｈｙ⁃
ｂｒｉｄｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｌａｎｇｍｕｉｒ， ２００６， ２２（１）： ２６３⁃２６８．

［１０］　 ＷＡＴＡＲＩ Ｍ， ＧＡＬＢＲＡＩＴＨ Ｊ， ＬＡＮＧ Ｈ Ｐ， ｅｔ ａｌ． Ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ ｏｆ ｉｎ⁃ｐｌａｎｅ ｍｅｃｈａｎｏ⁃
ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ ｏｎ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ａｒｒａｙｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｃｈｅｍｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ， ２００７， １２９（３）： ６０１⁃６０９．

［１１］　 ＧＯＤＩＮ Ｍ， ＴＡＢＡＲＤ⁃ＣＯＳＳＡ Ｖ， ＭＩＹＡＨＡＲＡ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ⁃ｂａｓｅｄ ｓｅｎｓｉｎｇ： ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ
ａｎｄ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｎａｎｏｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２０１０， ２１（７）： ０７５５０１．

［１２］　 ＭＥＲＴＥＮＳ Ｊ， ＣＡＬＬＥＪＡ Ｍ， ＲＡＭＯＳ Ｄ， ｅｔ ａｌ． Ｒｏｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｇｏｌｄ ｆｉｌｍ ｎａｎｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｎ ｔｈｅ ｎａｎｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｒｅ⁃

７８５第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 刘承，等： ＤＮＡ⁃微悬臂梁的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ 法求解



ｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｓｅｎｓｏｒｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００７， １０１（３）： ０３４９０４．
［１３］　 ＴＡＢＡＲＤ⁃ＣＯＳＳＡ Ｖ， ＧＯＤＩＮ Ｍ， ＢＵＲＧＥＳＳ Ｉ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ⁃ｂａｓｅｄ ｓｅｎｓｏｒｓ： ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｍｏｒｐｈｏｌｏｇｙ，

ａｄｈｅｓｉｏｎ， ａｎｄ ｃｌｅａｎｌｉｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｎｓｉｎｇ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｎ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ［Ｊ］ ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ， ２００７， ７９（２１）：
８１３６⁃８１４３．

［１４］　 ＡＲＲＯＹＯ⁃ＨＥＲＮÁＮＤＥＺ Ｍ， ＴＡＭＡＹＯ Ｊ， ＣＯＳＴＡ⁃ＫＲÄＭＥＲ Ｊ Ｌ． Ｓｔｒｅｓｓ ａｎｄ ＤＮＡ ａｓｓｅｍｂｌｙ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｏｎ ｃａｎｔｉｌｅ⁃
ｖｅｒｓ ｇｏｌｄ ｃｏａｔｅｄ ｂｙ ｒｅｓｉｓｔｉｖｅ ａｎｄ Ｅ⁃ｂｅａｍ ｅｖａｐｏｒａｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ［Ｊ］ ． Ｌａｎｇｍｕｉｒ， ２００９， ２５（１８）： １０６３３⁃１０６３８．

［１５］　 ＤＯＭÍＮＧＵＥＺ Ｃ Ｍ， ＫＯＳＡＫＡ Ｐ Ｍ， ＭＯＫＲＹ Ｇ， ｅｔ ａｌ． Ｈｙｄｒａｔｉｏｎ ｉｎｄｕｃｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｏｎ ＤＮＡ ｍｏｎｏｌａｙｅｒｓ ｇｒａｆｔｅｄ ｏｎ
ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｓ［Ｊ］ ． Ｌａｎｇｍｕｉｒ， ２０１４， ３０（３６）： １０９６２⁃１０９６９．

［１６］ 　 ＳＴＲＥＹ Ｈ Ｈ， ＰＡＲＳＥＧＩＡＮ Ｖ Ａ， ＰＯＤＧＯＲＮＩＫ Ｒ． Ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｆｏｒ ＤＮＡ ｌｉｑｕｉｄ ｃｒｙｓｔａｌｓ： ｆｌｕｃｔｕａｔｉｏｎ ｅｎ⁃
ｈａｎｃｅｄ ｅｌｅｃｔｒｏｓｔａｔｉｃ ｄｏｕｂｌｅ ｌａｙｅｒ ｒｅｐｕｌｓｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｌｅｔｔｅｒｓ， １９９７， ７８（５）： ８９５⁃８９８．

［１７］　 ＳＴＲＥＹ Ｈ Ｈ， ＰＡＲＳＥＧＩＡＮ Ｖ Ａ， ＰＯＤＧＯＲＮＩＫ Ｒ． Ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｆｏｒ ｐｏｌｙｍｅｒ ｌｉｑｕｉｄ ｃｒｙｓｔａｌｓ： ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｅｘ⁃
ｐｅｒｉｍｅｎｔ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｅ， １９９９， ５９（１）： ９９９⁃１００８．

［１８］　 ＺＨＡＮＧ Ｎ Ｈ， ＳＨＡＮ Ｊ Ｙ． Ａｎ ｅｎｅｒｇｙ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｎａｎｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ⁃ＤＮＡ ｃｈｉｐ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ ｔｈｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ， ２００８， ５６（６）： ２３２８⁃２３３７．

［１９］　 张能辉， 单金英． 基因芯片纳米力学行为的能量模型［Ｊ］ ． 力学季刊， ２００７， ２８（１）： ５４⁃５７．（ＺＨＡＮＧ Ｎｅｎｇｈｕｉ，
ＳＨＡＮ Ｊｉｎｙｉｎｇ． Ａｎ ｅｎｅｒｇｙ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｎａｎｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｏｆ ｇｅｎｅ ｃｈｉｐ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｑｕａｒｔｅｒｌｙ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎ⁃
ｉｃｓ， ２００７， ２８（１）： ５４⁃５７． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２０］　 李晶晶， 谭邹卿， 张能辉． 基因芯片纳米挠度和表面应力的解析预测［Ｊ］ ． 力学季刊， ２０１０， ３１（１）： １１３⁃１１７．（ＬＩ
Ｊｉｎｇｊｉｎｇ， ＴＡＮ Ｚｏｕｑｉｎｇ， ＺＨＡＮＧ Ｎｅｎｇｈｕｉ． Ａｎ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｎａｎｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｕｒｆａｃｅ
ｓｔｒｅｓｓ ｏｆ ｇｅｎｅ ｃｈｉｐ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｑｕａｒｔｅｒｌｙ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１０， ３１（１）： １１３⁃１１７． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２１］　 王德鹏， 王记增． 可识别单一核苷酸错配的微悬臂基因检测技术力学模型［ Ｊ］ ． 兰州大学学报（自然科学版），
２０１７， ５３（４）： ５５８⁃５６８．（ＷＡＮＧ Ｄｅｐｅｎｇ， ＷＡＮＧ Ｊｉｚｅｎｇ． Ａ ｍｅｃｈａｎｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ⁃ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ⁃ｂａｓｅｄ ｇｅｎｅ
ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ ｎｕｃｌｅｏｔｉｄｅ ｍｉｓｍａｔｃｈｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｌａｎｚｈｏｕ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ （Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ）， ２０１７， ５３
（４）： ５５８⁃５６８． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２２］　 ＴＡＮ Ｚ Ｑ， ＣＨＥＮ Ｙ Ｃ， ＺＨＡＮＧ Ｎ Ｈ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ｆｏｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｓｔｒａｎｄｅｄ ＤＮＡ ａｄｓｏｒｐｔｉｏｎ ｏｎ ｍｉ⁃
ｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｓｅｎｓｏｒｓ［Ｊ］ ． Ｓｅｎｓｏｒｓ， ２０１８， １８（９）： ２８１２．

［２３］　 ＹＡＮＧ Ｙ， ＺＨＡＮＧ Ｎ， ＬＩＵ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ａｎｄ ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ＤＮＡ ａｄｓｏｒｂｅｄ ｆｉｌｍｓ ｏｎ ｍｉｃｒｏｃａｎ⁃
ｔｉｌｅｖｅｒｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ （Ｅｎｇｌｉｓｈ Ｅｄｉｔｉｏｎ）， ２０２３， ４４（９）： １５４７⁃１５６２．

［２４］　 ＷＵ Ｊ， ＺＨＡＮＧ Ｙ， ＺＨＡＮＧ Ｎ． Ａｎｏｍａｌｏｕｓ ｅｌａｓｔｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ⁃ｄｏｍｉｎａｔｅｄ ＤＮＡ ｓｅｌｆ⁃ａｓｓｅｍｂｌｅｄ ２Ｄ
ｆｉｌｍｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔａｎｔ ｄｙｎａｍｉｃ ｂｉｏｄｅｔｅｃｔｉｏｎ ｓｉｇｎａｌｓ ｏｆ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ ｓｅｎｓｏｒｓ［Ｊ］ ． Ｎａｎｏｍａｔｅｒｉａｌｓ， ２０１９， ９（４）：
５４３．

［２５］　 ＷＵ Ｊ， ＺＨＡＮＧ Ｎ． Ｃｌａｍｐｅｄ⁃ｅｎｄ ｅｆｆｅｃｔ ｏｎ ｓｔａｔｉｃ ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ ｓｉｇｎａｌｓ ｏｆ ＤＮＡ⁃ｍｉｃｒｏｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅ⁃
ｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ （Ｅｎｇｌｉｓｈ Ｅｄｉｔｉｏｎ）， ２０２１， ４２（１０）： １４２３⁃１４３８．

［２６］　 ＴＡＮ Ｚ， ＦＥＮＧ Ｙ， ＳＨＩ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｍｅｃｈａｎｏ⁃ｅｌｅｃｔｒｏ⁃ｃｈｅｍｉｃａｌ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｂｅｎｄｉｎｇ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ⁃
ｓｔｒａｎｄｅｄ ＤＮＡ ｍｉｃｒｏｂｅａｍ ｂｉｏｓｅｎｓｏｒｓ ｄｕｅ ｔｏ ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２４， ９１（４）：
０４１００３．

［２７］ 　 ＴＡＮ Ｚ， ＦＥＮＧ Ｙ， ＳＨＩ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｕｎｉｆｉｅｄ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ ｓｔｒａｎｄｅｄ ＤＮＡ⁃ｍｉ⁃
ｃｒｏｂｅａｍ ｂｉｏｓｅｎｓｏｒｓ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｓｕｒｆａｃｅ ｃｈａｒｇｅ ｅｆｆｅｃｔｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ， ２０２４， １３５： ５５９⁃
５７７．

［２８］ 　 ＭＩＹＡＴＡＮＩ Ｔ， ＦＵＪＩＨＩＲＡ Ｍ． Ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｓｔｒｅｓｓ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ａｔｏｍｉｃ ｆｏｒｃｅ ｍｉｃｒｏｓｃｏｐｙ［ Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９９７， ８１（１１）： ７０９９⁃７１１５．

［２９］　 ＷＵ Ｇ， ＪＩ Ｈ， ＨＡＮＳＥＮ Ｋ， ｅｔ ａｌ． Ｏｒｉｇｉｎ ｏｆ ｎａｎｏｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｍｏｔｉｏｎ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｆｒｏｍ ｂｉｏｍｏｌｅｃｕｌａｒ ｉｎ⁃
ｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｕｎｉｔｅｄ Ｓｔａｔｅｓ ｏｆ Ａｍｅｒｉｃａ， ２００１， ９８
（４）： １５６０⁃１５６４．

［３０］　 ＰＥＴＥＲＬＩＮＺ Ｋ Ａ， ＧＥＯＲＧＩＡＤＩＳ Ｒ Ｍ， ＨＥＲＮＥ Ｔ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｏｆ ｈｙｂｒｉｄｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ ｄｅｈｙｂｒｉｄｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｈｉｏｌ⁃ｔｅｔｈｅｒｅｄ ＤＮＡ ｕｓｉｎｇ ｔｗｏ⁃ｃｏｌｏｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｐｌａｓｍｏｎ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｓｐｅｃｔｒｏｓｃｏｐｙ ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ
Ｃｈｅｍｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ， １９９７， １１９（１４）： ３４０１⁃３４０２．

８８５ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷


