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摘要：　 针对高速重载齿轮系统因时变啮合刚度与齿侧间隙等强非线性因素耦合引发的失稳问题，本研究引入外

加周期激励控制策略，建立单自由度齿轮传动系统动力学模型并进行数值求解．采用胞映射法，定量分析控制参数

对系统安全⁃吸引盆的侵蚀与分岔转迁过程及吸引域占比 ｐ 演化规律的影响．基于 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子分析，建立倍频系

数、激励幅值与分岔阈值的定量映射关系，结合系统相图和 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图，揭示了外加激励通过重构相空间拓扑

实现稳定控制的机理，定量阐明了关键控制参数对系统全局稳定性转变的调控机制．研究表明：低频激励易诱发高

周期吸引子导致运动越界失稳；高频激励触发安全⁃吸引盆侵蚀与分岔，其中 Ｐ３Ｓ 吸引子稳定，Ｐ２Ｓ 吸引子经逆倍化

分岔向 Ｐ１Ｓ 单周期安全轨道转迁；反向激励幅值破坏稳定性，而增大正向激励幅值可加速稳定化进程，最终实现

Ｐ１Ｓ 吸引域全域覆盖．研究结果为齿轮传动系统的振动抑制、参数优化与安全设计提供了理论支撑．
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０　 引　 　 言

齿轮系统是现代动力传递的核心，其动力学行为直接关乎航空航天、轨道交通及精密制造等高端装备的

可靠性．提升功率密度与优化 ＮＶＨ 性能的需求，使得抑制非线性振动成为关键挑战．其核心难点在于齿轮副

非光滑动力学特性： ① 时变啮合刚度引发的周期突变； ② 双侧齿隙导致的接触切换； ③ 多源激励耦合诱

发的混沌响应．这些机制引发分岔、跳跃谐振及多稳态等复杂行为，凸显了发展非线性动力学方法与先进振

动控制策略的迫切性．Ｋａｈｒａｍａｎ 等［１］通过谐波平衡法对齿轮时不变啮合系统进行求解，并分析其非线性动

力学特性．王树国等［２］构建了多间隙二级齿轮系统，发现在多种非线性因素作用下齿轮系统表现出丰富的分

岔特性．刘晓宁等［３⁃４］通过 ＯＧＹ 控制理论，将考虑齿轮系统时变啮合刚度的不稳定的周期解稳定控制．
安全盆和吸引域是研究非线性系统初值稳定性的一种有效方法，Ｈｓｕ 等［５］ 首先提出了动力系统胞映射

的理念，该方式能够非常有效确定渐近稳定时的平衡状态、周期运动及其吸引域，并在文献［６］中阐述了高

阶非线性动力系统全局行为的一般特征和拓扑考虑，发现胞映射法可有效分析四阶非线性动力系统的全局

稳定性．Ｔｈｏｍｐｓｏｎ 等［７⁃９］提出了安全盆研究方法，用于船舶倾覆问题的非线性动力学分析．田亚平等［１０］ 利用

胞映射法研究锥齿轮系统的非线性动力学特性，发现了多种分岔特性和齿面冲击共存现象．苟向锋等［１１］ 通

过改进胞映射法揭示了单自由度直齿轮系统安全盆在时变刚度与传递误差耦合下的侵蚀机制．李正发

等［１２⁃１３］提出了多状态啮合齿轮系统的安全⁃吸引盆侵蚀分析方法，结合分岔理论揭示了系统吸引子共存与转

迁的耦合机制．张莹等［１４］利用吸引域全局变量分析法，探究了 ａ，ｂ 两参数变化时系统不同动力学行为间的

转迁机制．唐进元等［１５］通过图胞映射法，利用系统吸引子、吸引域的转迁规律对单自由度齿轮系统进行了全

局分析．石建飞等［１６］研究了齿面磨损失效的齿轮系统动态失稳盆的转迁机制，发现共存吸引子会导致系统

平稳运行破坏，出现动态失稳盆侵蚀．金花等［１７⁃１８］在单级齿轮传动中应用胞映射法、延拓打靶法进行数值求

解并追踪系统的共存吸引子，揭示了系统参数小范围内存在大量共存吸引子及分岔转迁过程；同时讨论了系

统参数对动力学的影响，揭示了多种不连续分岔行为与运动形式之间的转迁规律．可见，安全盆、吸引域在非

线性动力学系统中应用已非常成熟，但在振动控制中鲜为少见，且无关于外加周期激励控制齿轮系统的全局

特性分析．
本文基于齿轮传动动力学，建立了包含综合传递误差、时变啮合刚度及齿侧间隙等非线性因素的单自由

度齿轮传动系统非线性动力学模型，通过胞映射法、延拓打靶法等建立了系统不同控制参数下的安全⁃吸引

盆，分析了安全⁃吸引盆侵蚀与分岔现象及吸引子转迁规律，揭示了外加周期激励控制参数对齿轮传动系统

全局动力学的影响．

１　 齿轮啮合副力学模型及微分方程

以单自由度齿轮传动系统为研究对象，非线性动力学模型如图 １ 所示，考虑齿侧间隙、时变啮合刚度及

综合传递误差等强非线性因素，根据 Ｎｅｗｔｏｎ 力学定律和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，可得系统的非线性动力学方程为

　 　
Ｉ１θ１ ＋ Ｃｇ（ ｒｂ１θ１ － ｒｂ２θ２ － ｅ（τ）） ｒｂ１ ＋ ｋ（τ） ｆ（ ｒｂ１θ１ － ｒｂ２θ２ － ｅ（τ）） ｒｂ１ ＝ Ｔ１，
Ｉ２θ２ ＋ Ｃｇ（ ｒｂ１θ１ － ｒｂ２θ２ － ｅ（τ）） ｒｂ２ － ｋ（τ） ｆ（ ｒｂ１θ１ － ｒｂ２θ２ － ｅ（τ）） ｒｂ２ ＝ － Ｔ２，

{ （１）

式中 Ｉｉ，θｉ，ｒｂｉ 和 Ｔｉ 分别表示主（从）动轮转动惯量、扭转角位移、基圆半径、扭矩； Ｃｇ 为齿轮啮合阻尼系数，
ｋ（τ） 为啮合刚度， ｅ（τ） 为综合误差， ｆ（ｘ） 为齿轮副啮合间隙函数，取单级齿轮啮合副间隙为 ２ｄ， 则该函数

可表示为
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　 　 ｆ（ｘ） ＝
ｘ － ｄ， ｘ ≥ ｄ，
０， － ｄ ＜ ｘ ＜ ｄ，
ｘ ＋ ｄ， ｘ ≤－ ｄ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（２）

图 １　 单自由度齿轮非线性动力学模型

Ｆｉｇ． １　 Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｄｅｇｒｅｅ⁃ｏｆ⁃ｆｒｅｅｄｏｍ ｇｅａｒ

令齿轮位移 ｘ１ ＝ ｒｂ１θ１，ｘ２ ＝ ｒｂ２θ２， 当量质量 ｍｉ ＝ Ｉｉ ／ ｒ２ｂｉ， 啮合阻尼 ｃ ＝ Ｃｇ， 啮合力 Ｆ ｉ ＝ Ｔｉ ／ ｒｂｉ， 传动误差 ｑ
＝ ｘ１ － ｘ２ － ｅ（τ）， 等效质量 ｍ ＝ ｍ１ｍ２ ／ （ｍ１ ＋ ｍ２）， 式（１）可化简为

　 　 ｍｑ ＋ ｃｑ ＋ ｋ（τ） ｆ（ｑ） ＝ Ｆ（τ） ． （３）
考虑内外激励及时变啮合刚度等因素，根据文献［１１］中式（１）的简化过程，通过无量纲化，得到单自由

度齿轮传动系统非线性振动微分方程为

　 　 ｘ ＋ ２ξｘ ＋ （１ ＋ ｋｃｏｓ（ωｔ）） ｆ（ｘ） ＝ Ｆ ＋ εω２ｃｏｓ（ωｔ）， （４）
式中 ｘ，ｘ，ｘ表示啮合副相对位移、速度和加速度； ξ，ｋ，ε，ω，Ｆ 分别表示阻尼比、啮合刚度波动幅值、综合传递

误差系数、啮合频率及转矩．令 ｘ ＝ ｙ， 可得系统降阶后的状态方程组为

　 　
ｘ ＝ ｙ，
ｙ ＝ Ｆ ＋ εω２ｃｏｓ（ωｔ） － ２ξｙ － （１ ＋ ｋｃｏｓ（ωｔ）） ｆ（ｘ） ．{ （５）

２　 外周期控制与研究方法

在本系统中引入外加周期激励控制，控制项为

　 　 ｕ（ ｔ） ＝ ａｓｉｎ（ｂωｔ） ， （６）
式中 ａ 为激励幅值， ｂ 为倍频系数， ａ ≠ ０，ｂ ≠ ０，ａ ＞ ０ 为正向激励控制， ａ ＜ ０ 为反向激励控制， ｂ ＞ １ 为

高次谐波激励， ｂ ＜ １ 为低次谐波激励， ｂ ＝ １ 为同频周期激励．
由式（４）—（６）可得，外加周期激励的齿轮系统非线性动力学方程为

　 　 ｘ ＋ ２ξｘ ＋ （１ ＋ ｋｃｏｓ（ωｔ）） ｆ（ｘ） ＝ Ｆ ＋ εω２ｃｏｓ（ωｔ） － ｕ（ ｔ） ． （７）
研究中进行全局特性分析时，取时间 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射（频闪映射），每隔一个外激励周期 ２π ／ ω 捕获

Ｐｏｉｎｃａｒé 截面 σ （ｘ，ｘ，θ） ∈ Ｒ２ × Ｓ，θ ＝ ωｔ ＝ ０ｍｏｄ（２π）{ } 特性参数；同时，采用胞映射＋点映射法进行探究，
在系统相空间定义考察域 Ｈ ＝ （ｘ，ｘ） ｜ ｘ ∈ ［ － ２，２］；ｘ ∈ ［ － ２，２］}{ ， 将该区域划分为 ５００×５００，离散产生

２．５×１０５ 个相胞 ｃｉｊ， 将每个相胞的一个顶点作为系统初始状态，进行 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射，得到胞对应吸引子在截

面上的投影集，识别吸引子周期，构建系统全局状态吸引域．齿轮传动系统在啮合过程中易受载异常，出现剧

烈振动，所以振动幅度需控制在安全区域；相胞经过 ｎ 周期迭代后，判别系统的状态空间是否仍处在考察域

Ｈ 内，将该胞相轨迹状态投影到 Ｐｏｉｎｃａｒé 截面，描绘系统安全盆．本文采用安全⁃吸引盆对周期激励控制齿轮

系统的安全盆侵蚀与分岔、吸引域中吸引子转迁进行全局性分析．
为探究齿轮系统在不同控制参数下系统安全⁃吸引盆的转迁特性，采用四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法进行数值求

解．齿轮系统的几何参数如表 １ 所示，选取基本参数： ω ＝ １．７，ε ＝ ０．３，Ｆ ＝ ０．１，ξ ＝ ０．０５，ｋ ＝ ０．０２，ｄ ＝ １．０．控制

参数 ａ ＝ ０．３，ｂ ∈ ［π ／ ２，π ／ ９］ 时控制系统的安全⁃吸引盆侵蚀与吸引子转迁如图 ２ 所示．考察域中安全状态

通过 Ｓ（ｓａｆｅ ｓｔａｔｅ，安全状态）和 Ｕ（ｕｓａｆｅ ｓｔａｔｅ，不安全状态）表示，吸引子通过 ＰＮ（ｐｅｒｉｏｄ Ｎ，Ｎ 为周期数）表
示，则安全⁃吸引盆表示为 ＰＮＳ ／ ＰＮＵ（周期 Ｎ 的安全吸引域或非安全吸引域）．本研究中采用统一色彩与标记
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进行状态标注，如表 ２ 所示．

（ａ） ｂ ＝ π ／ ９ （ｂ） ｂ ＝ π ／ ８ （ｃ） ｂ ＝ π ／ ７

（ｄ） ｂ ＝ π ／ ６ （ｅ） ｂ ＝ π ／ ５ （ｆ） ｂ ＝ π ／ ４

（ｇ） ｂ ＝ π ／ π （ｈ） ｂ ＝ π ／ ３ （ｉ） ｂ ＝ π ／ ２
图 ２　 倍频系数 ｂ 变化时安全⁃吸引盆的侵蚀与分岔过程

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｅｒｏｓｉｏｎ ａｎｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｆｅｔｙ⁃ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ ｂａｓｉｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｄｏｕｂｌｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｂ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

表 １　 齿轮几何参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｇｅａｒｓ

ｇｅａｒ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｅｅｔｈ ｇｅａｒ ｍｏｄｕｌｅ ／ ｍ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ａｎｇｌｅ ／ （°） ｐｉｔｃｈ ｒａｄｉｕｓ ／ ｍ ｑｕａｌｉｔｙ ／ ｋｇ ｍｏｍｅｎｔ ｏｆ ｉｎｅｒｔｉａ ／ （ｋｇ·ｍ２）

ｄｒｉｖｅ ｇｅａｒ ２０ ０．００２ ４ ２０ ０．０２４ １．０８１ ６．２４×１０－４

ｄｒｉｖｅｎ ｇｅａｒ ９０ ０．００２ ４ ２０ ０．１０８ １５．３７２ １．０９×１０－１

表 ２　 安全⁃吸引盆标注明细

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｓａｆｅｔｙ⁃ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ ｂａｓｉｎ ｌａｂｅｌ ｄｅｔａｉｌｓ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｃｙｃｌｅｓ Ｐ１ Ｐ２ Ｐ３ Ｐ４ Ｐ５ Ｐ６ Ｐ７ Ｐ８ ｃｈａｏｓ

ｓａｆｅｔｙ⁃ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ ｂａｓｉｎ ｂｌａｃｋ ｏｒａｎｇｅ ｗｈｉｔｅ ｙｅｌｌｏｗ ｐｕｒｐｌｅ ｂｌｕｅ ｐｉｎｋ ｇｒｅｅｎ ｇｒｅｙ

ａｔｔｒａｃｔｏｒ ● × ▲ ＋ ★ ■ ∗ ◆ —
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３　 控制参数对系统安全⁃吸引盆侵蚀与分岔的影响

齿轮传动系统安全⁃吸引盆侵蚀及分岔全局分析目的是揭示初始微扰对系统长期动力学行为的影响，通
过调整周期激励控制参数，探究不同参数条件下对系统振幅安全性和吸引子共存转迁的控制效果，因此，所
研究相空间考察域内相胞越趋向于安全和低周期轨道，当前参数下外加周期激励控制效果明显．考察域 Ｈ 划

分为 Ｎ 个相胞，其中 ＰＮ 吸引子占据 Ｐ ｉ个相胞，则 ｐ ＝ Ｐ ｉ ／ Ｎ 值的变化情况反映了控制的变化趋势．
３．１　 倍频系数 ｂ变化下系统的安全⁃吸引盆侵蚀与分岔

当 ｂ ＝ π ／ ９， 如图 ２（ａ）齿轮系统中出现周期 ３（白色）、周期 ４（黄色）及 ｃｈａｏｓ（灰色）等吸引子共存状态，
同时周期 ３ 为不安全的吸引域，周期 ４ 安全的吸引域内存在高周期或 ＰＮＳ 混沌运动，如表 ３ 所示，Ｐ３Ｕ（不安

全的周期 ３ 运动）、Ｐ４Ｓ（安全的周期 ４ 运动）及 ＰＮＳ（安全的多周期 ／混沌运动）吸引域占比为 ｐ３Ｕ ＝ ０．３１９ ９，
ｐ４Ｓ ＝ ０．６４２ １， ｐＮＳ ＝ ０．０３７ ８．图 ２（ｂ）为 ｂ ＝ π ／ ８ 时系统的安全⁃吸引盆，图中存在橙色部分，原 Ｐ４Ｓ 运动转迁为

Ｐ２Ｓ，当前相胞的运动轨道被抑制，吸引域占比 ｐ４Ｓ ＝ ０．６４２ １→ ｐ２Ｓ ＝ ０．６４３ １， 安全性未发生转变，ＰＮＳ 吸引域

占比 ｐＮＳ ＝ ０．０２３ ６， 较前值有所减小，部分混沌运动轨道控制在 Ｐ２Ｓ 区域，同时不安全周期 ３ 部分保持稳定．
当 ｂ ＝ π ／ ７ 时，Ｐ２Ｓ 部分显露绿色斑点，可见周期 ２ 运动区域出现 ＰＮＳ 混沌运动，向 Ｐ８Ｓ 高周期运动轨道转

迁．周期 ８ 轨道吸引子：（－１．６０４ ０９４ ４６４，０．０８５ ０６３ ６２４），（－１．５５８ ３００ ８３，０．０００ ８３２ ４９５），（－１．５４１ ２６４ ９６７，
０．０７０ ３１８ ５６９）， （－１．５０４ ３８７ ６７７， ０．０３８ ６８３ １２）， （－１．１８５ ４８５ ５８２， －０．００２ ５５３ ９８１）， （－１．１８３ ０９８ ２３，
－０．０２６ ０６７ ７２３），（－１．０８４ １１１ ７１８，－０．０４０ ６６０ ３６４），（－０．９７６ ９９３ ０８２，－０．０１８ ４５０ ０８９）逼近于周期 ２ 吸引

子：（－１．５９０ ７８５ ６４５，０．０５６ ９４５ ９４９），（－１．０４９ ２７７ ００５，－０．０２７ ６７６ ８７）．当增大频率系数至 ｂ ＝ π ／ ６， 周期 ８
运动出现分岔现象，运动轨道被吸引至周期 ２ 吸引子范围；原 Ｐ３Ｕ 不安全 ３ 周期运动区域发生安全盆分岔

侵蚀现象，随倍频系数增加，逐渐转迁为 Ｐ３Ｓ 安全的 ３ 周期运动．如图 ２（ｄ）所示，整个考察域中由白色 Ｐ３Ｓ、
橙黄色 Ｐ２Ｓ 及部分 ＰＮＳ 所占据．在图 ２（ｅ）中，Ｐ２Ｓ 橙色区域发生逆倍化分岔，出现 Ｐ１Ｓ 单周期安全区域，同
时 ＰＮＳ 受激励控制，分岔出现 Ｐ６Ｓ 周期安全吸引域，白色区域 ｐ３Ｓ ＝ ０．４３５ ５， Ｐ３Ｓ 不断侵蚀其他区域．当 ｂ ＝
π ／ ４ 时，系统被控制在考察域 Ｈ 内为 Ｐ３Ｓ 和 Ｐ１Ｓ 共存，白色区域持续增大吸引域占比至 ｐ３Ｓ ＝ ０．４６２ ５．当 ｂ ＝
π ／ π， 系统安全⁃吸引盆如图 ２（ｇ），外加周期激励与系统发生共振，Ｐ３Ｓ 和 Ｐ２Ｓ 共存，且 Ｐ３Ｓ 吸引域占比又出

现减小趋势， ｐ３Ｓ ＝ ０．３４１ ９， Ｐ１Ｓ 发生倍化分岔转迁为 Ｐ２Ｓ，单周期运动轨道被侵蚀殆尽，系统虽处在安全区

域，但低周期轨道占比下降，控制效果不佳．当越过共振频率 ω， 如图 ２（ｈ）所示，Ｐ２Ｓ 逐渐占据主导地位， ｐ３Ｓ

＝ ０．３０４ ４，ｐ２Ｓ ＝ ０．６９５ ６．频率系数增大至 ｂ ＝π ／ ２（图 ２（ｉ）），系统发生逆倍化分岔，Ｐ３Ｓ 与 Ｐ１Ｓ 运动区域共存，
此时 ｐ３Ｓ ＝ ０．１４９ ７，ｐ１Ｓ ＝ ０．８５０ ３， 所以外加高次谐波激励信号加速了系统安全⁃吸引盆侵蚀与分岔，向更稳定

和安全的单周期安全吸引子转迁．其对应参数下的相图、Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图如图 ３（ａ）—３（ｉ）所示．
表 ３　 安全⁃吸引盆吸引域占比 ｐ 值分布

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐ⁃ｖａｌｕｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎ ｏｆ ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ ｚｏｎｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓａｆｅｔｙ⁃ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ ｂａｓｉｎ

ｂ ｐ ｓａｆｅｔｙ⁃ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ ｂａｓｉｎ Ｆｌｏｑｕｅｔ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ

π ／ ９ ｐ３Ｕ ＝ ０．３１９ ９，ｐ４Ｓ ＝ ０．６４２ １，ｐＮＳ ＝ ０．０３７ ８ Ｐ３Ｕ，Ｐ４Ｓ，ＰＮＳ （－０．４７９ ３＋０．０００ ０ｉ，－１．４４１ ８＋０．０００ ０ｉ）

π ／ ８ ｐ３Ｕ ＝ ０．３３３ ３，ｐ２Ｓ ＝ ０．６４３ １，ｐＮＳ ＝ ０．０２３ ６ Ｐ３Ｕ，Ｐ２Ｓ，ＰＮＳ （－０．４８２ １＋０．０００ ０ｉ，－１．４３３ １＋０．０００ ０ｉ）

π ／ ７ ｐ３Ｕ ＝ ０．４４６ ０，ｐ２Ｓ ＝ ０．５１２ ９，ｐＮＳ ＝ ０．０４１ ０ Ｐ３Ｕ，Ｐ２Ｓ，Ｐ８Ｓ （－０．５０１ ９＋０．０００ ０ｉ，－１．３７６ ８＋０．０００ ０ｉ）

π ／ ６ ｐ３Ｓ ＝ ０．４０８ ７，ｐ２Ｓ ＝ ０．５９１ ３ Ｐ３Ｓ，Ｐ２Ｓ （－０．６０５ ９＋０．０００ ０ｉ，－１．１４０ ５＋０．０００ ０ｉ）

π ／ ５ ｐ３Ｓ ＝ ０．４３５ ５，ｐ１Ｓ ＝ ０．４９９ ９，ｐ６Ｓ ＝ ０．０６４ ５ Ｐ３Ｓ，Ｐ１Ｓ，Ｐ６Ｓ （－０．５４９ １＋０．６２４ １ｉ，－０．５４９ １＋０．６２４ １ｉ）

π ／ ４ ｐ３Ｓ ＝ ０．４６２ ５，ｐ１Ｓ ＝ ０．５３７ ３ Ｐ３Ｓ，Ｐ１Ｓ （－０．７２８ ９＋０．３９９ ６ｉ，－０．７２８ ９－０．３９９ ６ｉ）

π ／ π ｐ３Ｓ ＝ ０．３４１ ９，ｐ２Ｓ ＝ ０．６５８ １ Ｐ３Ｓ，Ｐ２Ｓ （－０．５３０ ６＋０．０００ ０ｉ，－１．３０２ ４＋０．０００ ０ｉ）

π ／ ３ ｐ３Ｓ ＝ ０．３０４ ４，ｐ２Ｓ ＝ ０．６９５ ６ Ｐ３Ｓ，Ｐ２Ｓ （－０．５２４ １＋０．０００ ０ｉ，－１．３１８ ４＋０．０００ ０ｉ）

π ／ ２ ｐ３Ｓ ＝ ０．１４９ ７，ｐ１Ｓ ＝ ０．８５０ ３ Ｐ３Ｓ，Ｐ１Ｓ （－０．８２８ ０＋０．０７４ ２ｉ，－０．８２８ ０－０．０７４ ２ｉ）

　 　 随倍频系数 ｂ 增大，系统安全盆逐渐被安全区域侵蚀，吸引子转迁至周期 １，３ 稳定轨道，根据 Ｆｌｏｑｕｅｔ 稳
定理论判断周期解的稳定性，ｂ 在 π ／ ６～π ／ ５ 之间存在 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子从（－１，０）穿过单位圆，系统发生倍周期，
周期解趋于稳定，随后发生倍化分岔再次进入不稳定状态．由表 ３ 可见，ｂ 在 π ／ ３ ～ π ／ ２ 之间，Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子从
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（－０．５２４ １＋０．０００ ０ｉ，－１．３１８ ４＋０．０００ ０ｉ）转变为（－０．８２８ ０＋０．０７４ ２ｉ，－０．８２８ ０－０．０７４ ２ｉ），系统可能发生逆

Ｎｅｉｍａｒｋ⁃Ｓａｃｋｅｒ 分岔，向稳定的周期 １，３ 转变．

（ａ） ｂ ＝ π ／ ９ （ｂ） ｂ ＝ π ／ ８ （ｃ） ｂ ＝ π ／ ７

（ｄ） ｂ ＝ π ／ ６ （ｅ） ｂ ＝ π ／ ５ （ｆ） ｂ ＝ π ／ ４

（ｇ） ｂ ＝ π ／ π （ｈ） ｂ ＝ π ／ ３ （ｉ） ｂ ＝ π ／ ２
图 ３　 倍频系数 ｂ 变化时相图及 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｍａｐｐｉｎｇ ｄｉａｇｒａｍ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｄｏｕｂｌｉｎｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｂ

３．２　 激励幅值 ａ变化下系统的安全⁃吸引盆侵蚀与分岔

当 ａ ＝ － １．０ 时，如图 ４（ａ），混沌运动 ＰＮＵ 占据安全⁃吸引盆，系统运动失稳且相轨迹越界，如图 ５（ａ），此时

外激励控制失效．施加反向激励幅值 ａ＝－０．２ 时，系统形成 Ｐ２Ｓ、Ｐ３Ｕ 和 ＰＮＳ 吸引子共存状态，混沌运动被抑制

但 Ｐ３Ｕ 轨线仍突破安全边界，在图 ５（ｂ）中可见．取正向激励幅值为 ａ ＝ ０．３０，系统始态为 Ｐ１Ｓ 和 Ｐ３Ｓ 吸引子共

存，Ｐ３Ｕ 安全盆逐步被 Ｐ１Ｓ 侵蚀．当继续增大至 ａ ＝ ０．４０， Ｐ１Ｓ 安全⁃吸引盆的吸引域占比 ｐ１Ｓ ＝ ０．９６９ ３，占据主

导控制地位；Ｐ３Ｓ 吸引域被 Ｐ１Ｓ 侵蚀至 ｐ３Ｓ ＝ ０．０３０ ７．当 ａ ＝ ０．４２ 时，Ｐ３Ｓ 吸引子发生分岔，转迁为 Ｐ５Ｓ 高周期

运动，为实现全局 Ｐ１Ｓ 做准备，吸引域占比 ｐ１Ｓ ＝ ０．９８９ １，ｐ５Ｓ ＝ ０．０１０ ９．取 ａ ＝ ０．４３ 后，如图 ４（ｆ）、图 ５（ｆ）所示，
系统在控制参数作用下，完全控制在 Ｐ１Ｓ 吸引子的单周期安全运动轨道，吸引域占比 ｐ１Ｓ ＝ １．０．
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（ａ） ａ ＝ － １．０ （ｂ） ａ ＝ － ０．２ （ｃ） ａ ＝ ０．３

（ｄ） ａ ＝ ０．４０ （ｅ） ａ ＝ ０．４２ （ｆ） ａ ＝ ０．４３
图 ４　 激励幅值 ａ 变化时安全⁃吸引盆的侵蚀与分岔过程

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｒｏｓｉｏｎ ａｎｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｆｅｔｙ⁃ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ ｂａｓｉｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ａ

表 ４　 安全⁃吸引盆吸引域占比 ｐ 值分布

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐ⁃ｖａｌｕｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎ ｏｆ ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ ｚｏｎｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｓａｆｅｔｙ⁃ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ ｂａｓｉｎ

ａ ｐ ｓａｆｅｔｙ⁃ａｔｔｒａｃｔｉｏｎ ｂａｓｉｎ Ｆｌｏｑｕｅｔ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ

－１．０ ｐＮＵ ＝ １．０ ＰＮＵ （－０．４６６ ３＋０．０００ ０ｉ，－１．４８１ ８＋０．０００ ０ｉ）

－０．２ ｐ３Ｕ ＝ ０．３６７ １，ｐ２Ｓ ＝ ０．６２９ ３，ｐＮＳ ＝ ０．００３ ６ Ｐ３Ｕ，Ｐ２Ｓ，ＰＮＳ （－０．４９３ ０＋０．０００ ０ｉ，－１．４０１ ５＋０．０００ ０ｉ）

０．３０ ｐ３Ｓ ＝ ０．１４９ ７，ｐ１Ｓ ＝ ０．８５０ ３ Ｐ３Ｓ，Ｐ１Ｓ （－０．８２８ ０＋０．０７４ ２ｉ，－０．８２８ ０－０．０７４ ２ｉ）

０．４０ ｐ３Ｓ ＝ ０．０３０ ７，ｐ１Ｓ ＝ ０．９６９ ３ Ｐ３Ｓ，Ｐ１Ｓ （１．０００ ０＋０．０００ ０ｉ，０．６９１ ０＋０．０００ ０ｉ）

０．４２ ｐ５Ｓ ＝ ０．０１０ ９，ｐ１Ｓ ＝ ０．９８９ １ Ｐ５Ｓ，Ｐ１Ｓ （－０．６７７ ９＋０．４８１ １ｉ，－０．６７７ ９－０．４８１ １ｉ）

０．４３ ｐ１Ｓ ＝ １．０ Ｐ１Ｓ （－０．６５３ ６＋０．５１３ ５ｉ，－０．６５３ ６－０．５１３ ５ｉ）

　 　 随激励幅值 ａ 增大，系统运动向安全区域转变，吸引子转迁至低周期 １ 轨道，同时通过计算系统 Ｆｌｏｑｕｅｔ
乘子，发现系统由特征值穿越单位圆向稳定在单位圆内转变，系统不动点稳定性增强，由表 ４ 可见，ａ ＝ ０．４０
时，Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子为（１．０００ ０＋０．０００ ０ｉ，０．６９１ ０＋０．０００ ０ｉ），系统发生鞍结分岔，向更稳定的周期 １ 转变．

（ａ） ａ ＝ － １．０ （ｂ） ａ ＝ － ０．２ （ｃ） ａ ＝ ０．３
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（ｄ） ａ ＝ ０．４０ （ｅ） ａ ＝ ０．４２ （ｆ） ａ ＝ ０．４３
图 ５　 激励幅值 ａ 变化时相图及 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ ｔｈｅ Ｐｏｉｎｃａｒé ｍａｐｐｉｎｇ ｄｉａｇｒａｍ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅ ｏｆ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ａ

４　 结　 　 论

本文基于对外加周期激励下齿轮传动系统全局特性的分析，得到如下结论：
随周期激励频率系数增大，系统在考察域内呈现出丰富的安全⁃吸引盆侵蚀与分岔现象．其中 Ｐ３Ｓ 吸引

子表现稳定，Ｐ２Ｓ 吸引子发生逆倍化分岔并向低周期 Ｐ１Ｓ 吸引子演化，高次谐波激励会加速吸引盆侵蚀过

程，促使系统向稳定的单周期安全运动区域转迁．低频周期激励易引发高周期轨道吸引子，导致系统失稳并

越界产生不安全运动，而激励频率与系统固有频率共振时控制效果显著恶化．反向相位激励会破坏系统稳定

性，正向激励参数 ａ 增大则能加速稳定化进程，最终实现 Ｐ１Ｓ 单周期运动吸引域 １００％全覆盖．研究表明，外
加周期激励在特定参数匹配时可有效提升系统稳定性，但其效果具有强参数依赖性，大范围应用存在局限性．
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