
ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７ ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ａｐｐｌｍａｔｈｍｅｃｈ．ｃｎ

由分数 Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机泛函微分方程的解的
存在唯一性及平均原理

∗

马　 丽，　 常　 洪，　 梁　 青

（海南师范大学 数学与统计学院， 海口 ５７１１５８）

摘要：　 本文研究了由 Ｈｕｒｓｔ 指数 Ｈ ＞ １ ／ ２ 的分数 Ｂｒｏｗｎ 运动和 Ｌéｖｙ 过程同时驱动的带 Ｍａｒｋｏｖ 切换和随机比例时

间的分布依赖的随机泛函微分方程．首先利用 Ｃａｒａｔｈéｄｏｒｙ 逼近建立了方程解的存在唯一性，然后在一定的平均条

件下，证明了分布依赖随机泛函微分方程的解被其平均化随机泛函微分方程的解在 ｐ⁃阶矩意义下逼近．
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０　 引　 　 言

近年来，线性随机微分方程解的存在唯一性理论已经比较成熟．但是对于非线性随机微分方程，尤其是
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具有强非线性、高维复杂结构的随机微分方程，其解的存在唯一性仍然有待解决．本文考虑分数 Ｂｒｏｗｎ 运动

和 Ｌéｖｙ 过程驱动的带马氏切换和随机比例时间的分布依赖的随机泛函微分方程：

　 　

ｄＸ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ， Ｘ（ ｔ）， Ｘｔ， Ｌ（Ｘ（ ｔ））， ｒ（ ｔ））ｄｔ ＋

　 　 ｇ（ ｔ， Ｘ（ ｔ）， Ｘｔ， Ｌ（Ｘ（ ｔ））， ｒ（ ｔ））ｄＢ（ ｔ） ＋ ｍ（ ｔ， Ｌ（Ｘ（ ｔ）））ｄＢＨ（ ｔ） ＋

　 　 ∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ（ ｔ， Ｘ（ ｔ －），Ｘｔ， Ｌ（Ｘ（ ｔ））， ｚ， ｒ（ ｔ））Ｎ（ｄｔ， ｄｚ），　 　 ｔ ∈ ［ ｔ０， Ｔ］，

Ｘ（ ｔ） ＝ ξ（ ｔ），　 　 ｔ ∈ ［θ－ ｔ０， ｔ０］，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１）

其中 Ｘｔ（θ） ＝ Ｘ（θｔ），０ ＜ θ－ ≤ θ ≤ １，Ｌ（Ｘ（ ｔ）） 是 Ｘ（ ｔ） 的分布， ｆ： ［ ｔ０， Ｔ］ × ＲＲ ｄ × Ｌｐ（Ω；Ｃ（［θ－，１］；ＲＲ
ｄ）） ×

Ｐ（ＲＲ ｄ） × ＳＳ → ＲＲ ｄ，ｇ： ［ ｔ０， Ｔ］ × ＲＲ ｄ × Ｐ（ＲＲ ｄ） × Ｌｐ（Ω；Ｃ（［θ－，１］；ＲＲ
ｄ）） × ＳＳ → ＲＲ ｄ×ｌ，ｍ： ［ ｔ０， Ｔ］ × Ｐ（ＲＲ ｄ） →

ＲＲ ｄ×ｌ，ｈ： ［ ｔ０， Ｔ］ × ＲＲ ｄ × Ｌｐ（Ω；Ｃ（［θ－，１］；ＲＲ
ｄ）） × Ｐ（ＲＲ ｄ） × ＲＲ ｄ × ＳＳ → ＲＲ ｄ 是 Ｂｏｒｅｌ 可测函数．Ｂ（ ｔ） 是定义在完

备概率空间 （Ω， Ｆ， { Ｆｔ } ｔ≥０， ＰＰ ） 上的 ｌ 维 Ｂｒｏｗｎ 运动．ＢＨ（ ｔ） 是具有 Ｈｕｒｓｔ 指数 Ｈ ∈ （１ ／ ２，１） 的 ｌ 维分数

Ｂｒｏｗｎ 运动； Ｎ（ｄｔ，ｄｚ） 是定义在 ［０，∞ ］ × （ＲＲ ｄ ＼ { ０ } ） 上关于 （Ｆｔ） ｔ≥０⁃ 适应的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 随机测度， Ｎ（ｄｔ，ｄｚ）

＝ Ｎ（ｄｔ，ｄｚ） － ν（ｄｚ）ｄｔ 是其补偿 Ｐｏｉｓｓｏｎ 测度，其中 ν 为一个 Ｌéｖｙ 测度即满足 ∫
ＲＲｄ ＼｛０｝

ｘ２

１ ＋ ｘ２ ν（ｄｘ） ＜ ∞ ．本文

假设 Ｖ ＝ ν（ ｜ ｚ ｜ ＜ ｃ） ＜ ∞ ．对任意的 ｔ ∈ ［θ－ ｔ０，ｔ０］，ξ（ ｔ） 是 ＲＲ ｄ 值随机变量，且 ＥＥ ［‖ξ‖ｐ］ ＥＥ ［ｓｕｐｔ∈［ θ－ｔ０，ｔ０］

｜ ξ（ ｔ） ｜ ｐ］ ＜ ∞，ξ（ ｔ） 关于 ｔ 是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．
分数 Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程解的存在唯一性方面已经有许多结果．文献［１］得到了由 Ｈｕｒｓｔ 指

数 Ｈ ＞ １ ／ ２ 的分数 Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的多维随机微分方程解的存在唯一性．文献［２］通过 Ｅｕｌｅｒ 方法得到了由

Ｈｕｒｓｔ 指数 Ｈ ＞ １ ／ ２ 在零点反射的分数 Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机泛函微分方程解的存在性．文献［３］得到了由

分数 Ｂｒｏｗｎ 运动和标准 Ｂｒｏｗｎ 运动共同驱动的随机微分方程强解的存在唯一性．文献［４］得到了由 Ｈｕｒｓｔ 指
数 Ｈ ＞ １ ／ ２ 的分数 Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的分布依赖的随机微分方程解的存在唯一性．平均原理为简化动力学系

统和微分方程的近似解提供了一个强有力的工具．在系数不依赖于分布的情况下，文献［５⁃７］分别探讨了由

Ｂｒｏｗｎ 运动、 Ｌéｖｙ 过程、 分数 Ｂｒｏｗｎ 运动等驱动的随机微分方程的平均原理．在分布依赖的情况下， 文献

［８］得到了具有快慢时间尺度的随机微分方程的平均原理； 文献［９］得到了具有快慢时间尺度的随机偏微

分方程的平均原理． 文献［１０］在一定平均条件下， 建立了由 Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机微分方程的平均原理． 文
献［１１］得到了由分数 Ｂｒｏｗｎ 运动和标准 Ｂｒｏｗｎ 运动共同驱动的随机微分方程的平均原理． 带 Ｍａｒｋｏｖ 切换的

随机泛函微分方程越来越受到研究者的关注， 文献［１２］研究了含随机比例时间的随机泛函微分方程的解的

稳定性．
目前，尚未有相关文献研究由分数 Ｂｒｏｗｎ 运动和 Ｌéｖｙ 过程驱动的带 Ｍａｒｋｏｖ 切换和随机比例时间的分

布依赖的随机微分方程．分数 Ｂｒｏｗｎ 运动的增量具有长期依赖性（Ｈｕｒｓｔ 指数 Ｈ ＞ １ ／ ２）， 适合描述具有记忆

效应或持续性的现象（如金融市场波动率、水文时间序列等），无法体现波动的突变．Ｌéｖｙ 过程能够刻画随机

现象的突然跳跃或极端波动（如金融危机中的价格崩盘、地震能量释放等）行为，但缺乏对长期依赖关系的

刻画．现实生活中许多复杂系统（如金融市场、湍流、生物运动）同时具有长期依赖和离散跳跃行为．单一驱动

源（仅分数 Ｂｒｏｗｎ 运动或仅 Ｌéｖｙ）无法全面刻画这些复杂系统的动力学特性，联合驱动的随机泛函微分方程

能更灵活地刻画这类混合特征．例如，在金融中，Ｂｒｏｗｎ 运动因缺乏记忆性不适合作为波动率模型，而 Ｈｕｒｓｔ
指数 Ｈ ＞ １ ／ ２ 的分数 Ｂｒｏｗｎ 运动可能过于“平滑”（即粗糙度不足）．由 Ｂｒｏｗｎ 运动和分数 Ｂｒｏｗｎ 运动同时驱

动的随机微分方程则可规避这些缺陷．本文利用 Ｃａｒａｔｈéｄｏｒｙ 逼近建立了方程解的存在唯一性．然后在一定的

平均条件下，证明了方程的解能被其平均化随机泛函微分方程的解在 ｐ⁃阶矩意义下逼近．
本文主要内容安排如下：第 １ 节给出了一些预备知识；第 ２ 节证明了分数 Ｂｒｏｗｎ 运动和 Ｌéｖｙ 过程同时

驱动的带 Ｍａｒｋｏｖ 切换和随机比例时间的分布依赖的随机泛函微分方程解的存在唯一性；第 ３ 节建立了分布

依赖的随机泛函微分方程解的平均原理；第 ４ 节为本文的结论．

１　 预 备 知 识

设 （Ω，Ｆ， { Ｆｔ } ｔ≥０，ＰＰ ） 是一个满足通常条件的完备的带流的概率空间， ｜· ｜和〈·，·〉分别表示欧氏
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范数和内积， 设 ｔｒ（Ａ） 和 ＡＴ 分别为矩阵 Ａ的迹和转置，‖Ａ‖ ＝ ｔｒ（ＡＡＴ） ．设 Ｐ（ＲＲ ｄ） 是 （ＲＲ ｄ， Ｂ（ＲＲ ｄ）） 上

概率测度组成的集合， 其中 Ｂ（ＲＲ ｄ） 为 ＲＲ ｄ 上的 Ｂｏｒｅｌ σ⁃代数．设 ｐ∈［２，∞ ）， 定义 Ｐｐ（ＲＲ ｄ） { μ ∈ Ｐ（ＲＲ ｄ）：

∫
ＲＲｄ

｜ ｘ ｜ ｐμ（ｄｘ） ＜ ∞ } ， 则 Ｐｐ（ＲＲ ｄ） 在如下 Ｌｐ⁃ Ｗａｓｓｅｒｓｔｅｉｎ 距离下为波兰空间：

　 　 ＷＷ ｐ（μ １，μ ２） ｉｎｆ
π∈Ｃ（μ１，μ２）

(∫
ＲＲｄ×ＲＲｄ

｜ ｘ － ｙ ｜ ｐπ（ｄｘ，ｄｙ） )
１ ／ ｐ

，　 　 μ １，μ ２ ∈ Ｐｐ（ＲＲ ｄ），

其中， Ｃ（μ １，μ ２） 是 ＲＲ ｄ × ＲＲ ｄ 上具有边缘分布 μ １ 和 μ ２ 的概率测度构成的集合．此外，若 μ １ ＝ Ｌ（Ｘ），μ ２ ＝ Ｌ（Ｙ）
分别是随机变量 Ｘ 和 Ｙ 的分布， Ｌ（Ｘ，Ｙ） 是 （Ｘ，Ｙ） 的联合分布，则

　 　 ＷＷ ｐ
ｐ（μ １，μ ２） ≤ ∫

ＲＲｄ×ＲＲｄ
｜ ｘ － ｙ ｜ ｐＬ（Ｘ，Ｙ）（ｄｘ，ｄｙ） ＝ ＥＥ ｜ Ｘ － Ｙ ｜ ｐ ．

对于任意 Ｔ ＞ ０， 设 Ｃ（［θ－ ｔ０，Ｔ］；ＲＲ
ｄ） 是 ［θ－ ｔ０，Ｔ］ 上所有 ＲＲ ｄ 值连续函数构成的集合，赋予上确界范数．令

Ｌｐ（Ω；Ｃ（［θ－，１］； ＲＲ ｄ）） 表示满足 ＥＥ ［ｓｕｐｔ０≤ｔ≤Ｔ ｓｕｐ θ－≤θ≤１ ｜ Ｘｔ（θ） ｜ ｐ］ ＜ ∞ 的 Ｃ（［θ－，１］； ＲＲ ｄ） 值随机过程 Ｘｔ 的

全体，则 Ｌｐ（Ω；Ｃ（［θ－，１］；ＲＲ
ｄ）） 在 ‖Ｘ‖Ｌｐ ＝ ［ＥＥ （ｓｕｐｔ０≤ｔ≤Ｔ ｓｕｐ θ－≤θ≤１ ｜ Ｘｔ（θ） ｜ ｐ）］ １ ／ ｐ 下为 Ｂａｎａｃｈ 空间．

设 ｒ（ ｔ） 是一个取值于 ＳＳ ＝ { １，２，…，Ｎ } 的连续时间马氏链，其生成元 Γ ＝ （γ ｉｊ） Ｎ×Ｎ 为

　 　 ＰＰ { ｒ（ ｔ ＋ Δ） ＝ ｊ ｜ ｒ（ ｔ） ＝ ｉ } ＝
γ ｉｊΔ ＋ ｏ（Δ）， ｉ ≠ ｊ，
１ ＋ γ ｉｉΔ ＋ ｏ（Δ）， ｉ ＝ ｊ，{

其中， Δ ＞ ０，γ ｉｊ ≥０ 为 ｉ 到 ｊ 的转移速率， γ ｉｊ ＝ －∑ ｉ≠ｊ
γ ｉｊ ．ｒ（ ｔ） 的样本轨道是一个右连续的阶梯函数，在［０，

∞ ）的任何有限区间上只有有限多个跳跃点．假设马氏链 ｒ（ ｔ） 与 Ｎ（ｄｔ，ｄｚ）、 Ｂｒｏｗｎ 运动 Ｂ（ ｔ）、 分数 Ｂｒｏｗｎ 运

动 ＢＨ（ ｔ） 都独立．
下面，我们给出关于分数 Ｂｒｏｗｎ 运动的 Ｗｉｅｎｅｒ 积分的定义．对于 Ｈ ＞ １ ／ ２， 令 Ψ 表示积分算子

　 　 Ψ ｆ（ ｔ） ＝ Ｈ（２Ｈ － １）∫∞
０
ｆ（ ｓ） ｜ ｓ － ｔ ｜ ２Ｈ－２ｄｓ，

并定义内积

　 　 〈 ｆ１，ｆ２〉Ψ ＝ 〈 ｆ１，Ψ ｆ２〉 ＝ Ｈ（２Ｈ － １）∫∞
０
∫∞

０
ｆ１（ ｓ） ｆ２（ ｔ） ｜ ｓ － ｔ ｜ ２Ｈ－２ｄｓｄｔ，

其中〈·，·〉表示 Ｌ２（［０，∞ ）） 上的通常内积．记 Ｌ２
Ψ （相应地， Ｌ２

Ψ（［０，Ｔ］）） 为满足 〈 ｆ， ｆ 〉Ψ ＜ ∞ （相应地，
〈 ｆ１［０，Ｔ］，ｆ１［０，Ｔ］〉Ψ ＜ ∞） 的可测函数 ｆ 的等价类构成的空间．令 Ｅ 为 ［０，∞ ） （相应地， ［０，Ｔ］） 上的阶梯函数

空间，则 （Ｌ２（［０，∞ ）），〈，〉 Ｈ） ＝ （Ｅ，〈，〉 Ｈ） （相应地， （Ｌ２（［０，Ｔ］），〈，〉 Ｈ） ＝ （Ｅ，〈，〉 Ｈ）） ．注意到 Ｈｕｒｓｔ 指数为

Ｈ 的分数 Ｂｒｏｗｎ 运动 ＢＨ（ ｔ） 的协方差函数为

　 　 Ｅ（ＢＨ（ ｔ）ＢＨ（ ｓ）） ＝ ＲＨ（ ｔ，ｓ） ＝ １
２
（ ｔ２Ｈ ＋ ｓ２Ｈ －｜ ｓ － ｔ ｜ ２Ｈ） ＝

　 　 　 　 Ｈ（２Ｈ － １）∫∞
０
∫∞

０
１［０，ｓ］（ｕ）１［０，ｔ］（ｖ） ｜ ｕ － ｖ ｜ ２Ｈ－２ｄｕｄｖ ＝ 〈 １［０，ｓ］，１［０，ｔ］〉Ψ，

从而，映射 ｊ：１［０，ｔ］ → ＢＨ（ ｔ） 为函数空间 （Ｌ２（［０，∞ ）），〈，〉 Ｈ） （相应地， （Ｌ２（［０，Ｔ］），〈，〉 Ｈ）） 到由随机变量

ＢＨ（ ｔ），ｔ≥０（相应地， ｔ≤ Ｔ）， 生成的 Ｇａｕｓｓ 空间的一个子空间的等距映射．对于 ｆ∈ Ｌ２
Ψ， 积分 ∫∞

０
ｆ（ ｔ）ｄＢＨ（ ｔ）

定义为 ｆ 在该等距映射下的像．特别地，对于任意的 ｆ１， ｆ２ ∈ Ｌ２
Ψ（［０，Ｔ］） 有

　 　 ＥＥ ∫Ｔ
０
ｆ１（ｕ）ｄＢＨ（ｕ）∫Ｔ

０
ｆ２（ｖ）ｄＢＨ（ｖ）( ) ＝ Ｈ（２Ｈ － １）∫Ｔ

０
∫Ｔ

０
ｆ１（ｕ） ｆ２（ｖ） ｜ ｕ － ｖ ｜ ２Ｈ－２ｄｕｄｖ

和

　 　 ＥＥ ∫ｔ
ｓ
ｆ（ｕ）ｄＢＨ

ｕ( )
２
＝ Ｈ（２Ｈ － １）∫ｔ

ｓ
∫ｔ
ｓ
ｆ（ｕ） ｆ（ｖ） ｜ ｕ － ｖ ｜ ２Ｈ－２ｄｕｄｖ ．

引理 １（Ｂｉｈａｒｉ’ｓ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，文献［１３］Ｔｈｅｏｒｅｍ ８．２）　 设 Ｔ ＞ ０，ｃ ＞ ０，ψ（·）：ＲＲ ＋→ＲＲ ＋ 是一个连续非递减

的函数，对于所有 ｔ ＞ ０， 有 ψ（ ｔ） ＞ ０．设 ｕ（·） 是 ［０，Ｔ］ 上的有界 Ｂｏｒｅｌ 可测非负函数， ｖ（·） 是 ［０，Ｔ］ 上的
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非负可积函数．如果对于 ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ 有

　 　 ｕ（ ｔ） ≤ ｃ ＋ ∫ｔ
０
ｖ（ ｓ）ψ（ｕ（ ｓ））ｄｓ，

则对任意 ｔ ∈ ［０，Ｔ］ 有

　 　 ｕ（ ｔ） ≤ Ｇ －１ Ｇ（ｃ） ＋ ∫ｔ
０
ｖ（ ｓ）ｄｓ( ) ，

且 Ｇ（ｃ） ＋ ∫ｔ
０
ｖ（ ｓ）ｄｓ ∈ Ｄｏｍ（Ｇ －１）， 其中 Ｇ（ ｒ） ＝ ∫ｒ

１

ｄｓ
ψ（ ｓ）

， ｒ ＞ ０， Ｇ －１ 是 Ｇ 的反函数， Ｄｏｍ（Ｇ －１） 为 Ｇ －１ 的定

义域．

２　 解的存在唯一性

本节我们将在假设 １ 下利用 Ｃａｒａｔｈéｏｄｏｒｙ 逼近，建立由分数 Ｂｒｏｗｎ 运动和 Ｌéｖｙ 过程驱动的带 Ｍａｒｋｏｖ 切
换和随机比例的分布依赖的随机泛函微分方程（１）的解的存在唯一性．对于任意整数 ｋ≥１， 当 θ－ ｔ０ ≤ ｔ≤ ｔ０，
定义 Ｘｋ（ ｔ） ＝ ξ（ ｔ）； 当 ｔ ∈ ［ ｔ０，Ｔ ］ 时，定义

　 　 Ｘｋ（ ｔ） ＝ ξ（ ｔ０） ＋ ∫ｔ
ｔ０
ｆ ｓ，Ｘｋ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｓ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｓ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ０
ｇ ｓ，Ｘｋ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｓ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｓ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢ（ ｓ） ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ０
ｍ ｓ，Ｌ Ｘｋ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢＨ（ ｓ） ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｓ，Ｘｋ ｓ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｓ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｓ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｎ（ｄｓ，ｄｚ） ． （２）

对于 ｔ０ ≤ ｔ ≤ ｔ０ ＋ １ ／ ｋ，Ｘｋ（ ｔ） 可以写为

　 　 Ｘｋ（ ｔ） ＝ ξ（ ｔ０） ＋ ∫ｔ
ｔ０
ｆ ｓ，ξ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ξ θ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｌ ξ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ０
ｇ ｓ，ξ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ξ θ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｌ ξ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢ（ ｓ） ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ０
ｍ（ ｓ，Ｌ（ξ））ｄＢＨ（ ｓ） ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｓ，ξ ｓ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ξ θ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｌ ξ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｎ（ｄｓ，ｄｚ） ． （３）

当 ｔ０ ＋ １ ／ ｋ ≤ ｔ ≤ ｔ０ ＋ ２ ／ ｋ 时，若 ｔ０ ＋ １ ／ ｋ ≤ ｓ ≤ ｔ， 则 ｔ０ ≤ ｓ － １ ／ ｋ ≤ ｔ０ ＋ １ ／ ｋ， 此时 Ｘｋ（ ｓ － １ ／ ｋ） 可由上式

定义，从而

　 　 Ｘｋ（ ｔ） ＝ Ｘｋ ｔ０ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∫ｔ

ｔ０＋１ ／ ｋ
ｆ ｓ，Ｘｋ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｓ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｓ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ０＋１ ／ ｋ

ｇ ｓ，Ｘｋ ｓ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｓ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｓ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢ（ ｓ） ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ０＋１ ／ ｋ

ｍ ｓ，Ｌ Ｘｋ ｓ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢＨ（ ｓ） ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ０＋１ ／ ｋ

∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｓ，Ｘｋ ｓ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｓ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｓ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｓ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｎ（ｄｓ，ｄｚ） ．

众所周知，与 Ｐｉｃａｒｄ 逐次逼近相比，Ｃａｒａｔｈéｏｄｏｒｙ 逼近的优点是不需要通过 Ｘ１（ ｔ），Ｘ２（ ｔ），…，Ｘｋ－１（ ｔ） 来计算

Ｘｋ（ ｔ） ．事实上，我们可以在长度为 １ ／ ｋ 的区间上直接计算 Ｘｋ（ ｔ） ．
假设 １　 存在一个有界非减函数 Ｋ（ ｔ）， 使得

􀃠 对任意 ｔ ∈ ［θ－ ｔ０，Ｔ］，ｘ１，ｘ２ ∈ ＲＲ ｄ，ｙ１，ｙ２ ∈ Ｌｐ（Ω； Ｃ（［θ－，１］；ＲＲ
ｄ）），μ １，μ ２ ∈ Ｐｐ（ＲＲ ｄ），ｉ ∈ ＳＳ ＝ { １，２，

…，Ｎ } ， 有
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　 　 ｜ ｆ（ ｔ，ｘ１，ｙ１，μ １，ｉ） － ｆ（ ｔ，ｘ２，ｙ２，μ ２，ｉ） ｜ ｐ ≤ Ｋ（ ｔ）ψ（ ｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ１ － ｙ２‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ １，μ ２）），

　 　 ‖ｇ（ ｔ，ｘ１，ｙ１，μ １，ｉ） － ｇ（ ｔ，ｘ２，ｙ２，μ ２，ｉ）‖ｐ ≤ Ｋ（ ｔ）ψ（ ｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ１ － ｙ２‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ １，μ ２）），

　 　 ‖ｍ（ ｔ，μ １） － ｍ（ ｔ，μ ２）‖ｐ ≤ Ｋ（ ｔ）ψ（ＷＷ ｐ
ｐ（μ，ν）），

　 　 ∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

｜ ｈ（ ｔ，ｘ１，ｙ１，μ １，ｚ，ｉ） － ｈ（ ｔ，ｘ２，ｙ２，μ ２，ｚ，ｉ） ｜ ｐν（ｄｚ） ≤

　 　 　 　 Ｋ（ ｔ）ψ（ ｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ１ － ｙ２‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ １，μ ２）），

其中， ψ（·） 是一个连续非递减的非负凹函数， ψ（０） ＝ ０， 且 ∫
０ ＋

１
ψ（ｘ）

ｄｘ ＝ ＋ ∞ ．

􀃡 任意 ｘ ∈ ＲＲ ｄ，ｙ ∈ Ｌｐ（Ω；Ｃ（［θ－，１］；ＲＲ
ｄ）），μ ∈ Ｐｐ（ＲＲ ｄ），ｉ ∈ ＳＳ ＝ { １，２，…，Ｎ } ， 有

　 　 ｜ ｆ（ ｔ，ｘ，ｙ，μ，ｉ） ｜ ｐ ≤ Ｋ（ ｔ）（１ ＋｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ，δ ０）），

　 　 ‖ｇ（ ｔ，ｘ，ｙ，μ，ｉ）‖ｐ ≤ Ｋ（ ｔ）（１ ＋｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ，δ ０）），

　 　 ‖ｍ（ ｔ，μ）‖ｐ ≤ Ｋ（ ｔ）（１ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ，δ ０）），

　 　 ∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

｜ ｈ（ ｔ，ｘ，ｙ，μ，ｚ，ｉ） ｜ ｐν（ｄｚ） ≤ Ｋ（ ｔ）（１ ＋｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ，δ ０）），

其中 δ ０ 为 Ｄｉｒａｃ 测度，即如果 ｘ ∈ Ａ， 则 δ ０（Ａ） ＝ １， 否则 δ ０（Ａ） ＝ ０．
定义 １　 设 Ｘ ＝ {Ｘ（ ｔ） } θ－ｔ０≤ｔ≤Ｔ 为一个 ＲＲ ｄ 值的随机过程，若 ＥＥ （ｓｕｐｔ∈［ θ－ｔ０，Ｔ］

｜ Ｘ（ ｔ） ｜ ） ＜ ∞， 且

　 　

Ｘ（ ｔ） ＝ ξ（ ｔ０） ＋ ∫ｔ
ｔ０
ｆ（ ｔ，Ｘ（ ｔ），Ｘｔ，Ｌ（Ｘ（ ｔ）），ｒ（ ｔ））ｄｔ ＋

　 　 ∫ｔ
ｔ０
ｇ（ ｔ，Ｘ（ ｔ），Ｘｔ，Ｌ（Ｘ（ ｔ）），ｒ（ ｔ））ｄＢ（ ｔ） ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｍ（ ｔ，Ｌ（Ｘ（ ｔ）））ｄＢＨ（ ｔ） ＋

　 　 ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ（ ｔ，Ｘ（ ｔ －），Ｘｔ，Ｌ（Ｘ（ ｔ）），ｚ，ｒ（ ｔ））Ｎ（ｄｔ，ｄｚ），　 　 ｔ ∈ ［ ｔ０，Ｔ］， ＰＰ － ａ．ｓ．，

Ｘ（ ｔ） ＝ ξ（ ｔ），　 　 ｔ ∈ ［θ－ ｔ０，ｔ０］， ＰＰ － ａ．ｓ．，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（４）

则称 Ｘ 为方程（１）的解．
此外，若 Ｙ ＝ {Ｙ（ ｔ） } θ－ｔ０≤ｔ≤Ｔ 是方程（１）的另一个解，且 ＰＰ （对所有的 ｔ ∈ ［ ｔ０，Ｔ］ 有 Ｘ（ ｔ） ＝ Ｙ（ ｔ）） ＝ １， 则

称 ＲＲ ｄ 值随机过程 Ｘ ＝ {Ｘ（ ｔ） } θ－ｔ０≤ｔ≤Ｔ 为方程（１）的唯一解．

接下来，我们将证明由式（２）定义的随机序列 {Ｘｋ（ ｔ），ｋ ≥ １ } 的一致有界性．
引理 ２　 若假设 １ 成立， ｐ ∈ ［２，∞ ），ｔ ∈ ［ ｔ０，Ｔ ］， 则对于所有 ｋ ≥ １， 有

　 　 ＥＥ （ｓｕｐｔ０≤ｓ≤ｔ ｜ Ｘｋ（ ｓ） ｜ ｐ） ＜ ∞ ．
证明　 由 ｃｐ 不等式

　 　 ｜ ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ … ＋ ｘｋ ｜ ｐ ≤ ｋｐ－１（ ｜ ｘ１ ｜ ｐ ＋｜ ｘ２ ｜ ｐ ＋ … ＋｜ ｘｋ ｜ ｐ）
和式（２）可得

　 　 ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

｜ Ｘｋ（ ｓ） ｜ ｐ） ≤

　 　 　 　 ５ｐ－１ ＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ ５ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
ｆ ｕ，Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ５ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
ｇ ｕ，Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢ（ｕ）

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ５ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
ｍ ｕ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢＨ（ｕ）

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ５ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｎ（ｄｕ，ｄｚ）

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷

　 　 　 　 ５ｐ－１（ＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ Ｉ１ ＋ Ｉ２ ＋ Ｉ３ ＋ Ｉ４） ．
对于 Ｉ１， 由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和假设 １ 得

２７６ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



　 　 Ｉ１ ≤ Ｔｐ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｆ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ｄｕæ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 　 　 （２Ｔ） ｐ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｆ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ －é

ë
êê

　 　 　 　 ｆ ｕ，０，０，δ ０，ｒ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ｆ ｕ，０，０，δ ０，ｒ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ
ù

û
úú ｄｕ ≤

　 　 　 　 （２Ｔ） ｐ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ） ψ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ‖Ｘｋ
ｕ－１ ／ ｋ‖ｐ ＋æ

è
ç

é

ë
êê

　 　 　 　 ＷＷ ｐ
ｐ Ｌ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷ ＋ １ù

û
úú ｄｕ ．

对于 Ｉ２， 由 ＢＤＧ 不等式、Ｈöｌｄｅｒ 不等式、假设 １，类似于 Ｉ１ 得

　 　 Ｉ２ ≤ Ｃｐ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｇ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú

ｐ ／ ２

≤

　 　 　 　 ＣｐＴｐ ／ ２－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｇ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ｄｕ ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１ＣｐＴｐ ／ ２－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ） ψ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ‖Ｘｋ
ｕ－１ ／ ｋ‖ｐ ＋æ

è
ç

é

ë
êê

　 　 　 　 ＷＷ ｐ
ｐ Ｌ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷ ＋ １ù

û
úú ｄｕ ．

对于 Ｉ３， 由文献［４］的式（３．５）、假设 １ 得

　 　 Ｉ３ ≤ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
ｍ ｕ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢＨ（ｕ）

ｐ
é

ë
êê

ù

û
úú ≤

　 　 　 　 Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１∫ｔ
ｔ０

ｍ ｕ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ｄｕ ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１∫ｔ
ｔ０

ｍ ｕ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｍ（ｕ，δ ０）

ｐ

＋ ‖ ｍ（ｕ，δ ０）‖ｐé

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ） ψ ＷＷ ｐ

ｐ Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ，

其中， １ － Ｈ ＜ λ ＜ １ － １ ／ ｐ，Ｃλ，ｐ，Ｈ 是依赖于 λ，ｐ，Ｈ 的正常数．
对于 Ｉ４， 由文献［１４］中的 Ｋｕｎｉｔａ 第一不等式、Ｈöｌｄｅｒ 不等式、假设 １ 得

　 　 Ｉ４ ≤ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｎ（ｄｕ，ｄｚ）

ｐ
é

ë
êê

ù

û
úú ≤

　 　 　 　 Ｄｐ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ν（ｄｚ）ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú

ｐ ／ ２

＋

　 　 　 　 Ｄｐ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ν（ｄｚ）ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú ≤

　 　 　 　 Ｄｐ（ＶＴ） ｐ ／ ２－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ν（ｄｚ）ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 Ｄｐ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ν（ｄｚ）ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｄｐ（（ＶＴ） ｐ ／ ２－１ ＋ １） ×

　 　 　 　 ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ） ψ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ‖Ｘｋ
ｕ－１ ／ ｋ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ，

其中， Ｄｐ 是依赖于 ｐ 的正常数．
注意到， ψ（·） 是一个连续非递减的非负凹函数，因此存在一个正数 ａ， 使得 ψ（ｘ） ≤ ａ（１ ＋ ｘ） ．此外，

３７６第 ５ 期　 　 　 　 　 　 马丽，等： 由分数 Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机泛函微分方程的解的存在唯一性及平均原理



　 　 ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
‖Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ‖ｐｄｕ ≤ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｓｕｐ
θ－≤θ≤１

Ｘｋ θ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ｄｕ ≤

　 　 　 　 ＥＥ‖ξ‖ｐＴ ＋ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｓｕｐ
ｔ０≤ｅ≤ｕ

｜ Ｘｋ（ｅ） ｜ ｐｄｕ ．

综上

　 　 ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

｜ Ｘｋ（ ｓ） ｜ ｐ） ≤

　 　 　 　 １０ｐ－１（ＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ Ｔｐ－１ ＋ ＣｐＴｐ ／ ２－１ ＋ Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＋ Ｄｐ（（ＶＴ） ｐ ／ ２－１ ＋ １）） ×

　 　 　 　 ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ） ψ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ‖Ｘｕ－１ ／ ｋ
ｋ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ ≤

　 　 　 　 １０ｐ－１（ＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ Ｔｐ－１ ＋ ＣｐＴｐ ／ ２－１ ＋ Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＋ Ｄｐ（（ＶＴ） ｐ ／ ２－１ ＋ １）） ×

　 　 　 　 ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ） ａ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ａ‖Ｘｕ－１ ／ ｋ
ｋ‖ｐ ＋ ａ ＥＥ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ａ ＋ １é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ ≤

　 　 　 　 １０ｐ－１Ｋ（Ｔ）（ＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ Ｔｐ－１ ＋ ＣｐＴｐ ／ ２－１ ＋ Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＋ Ｄｐ（（ＶＴ） ｐ ／ ２－１ ＋ １）） ×

　 　 　 　 ３ａＴ ＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ ａＴ ＋ Ｔ ＋ ３ａ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｓｕｐ
ｔ０≤ｅ≤ｕ

｜ Ｘｋ（ｅ） ｜ ｐｄｕ( ) ≤

　 　 　 　 Ｃ１ ＋ Ｃ２ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｓｕｐ
ｔ０≤ｅ≤ｕ

｜ Ｘｋ（ｅ） ｜ ｐｄｕ，

其中， Ｃ１ ＝ １０ｐ－１Ｋ（Ｔ）（ＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ Ｔｐ－１ ＋ ＣｐＴｐ ／ ２－１ ＋ Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＋ Ｄｐ（（ＶＴ） ｐ ／ ２－１ ＋ １））（ａＴ ＋ Ｔ ＋ ３ａＴＥＥ‖ξ‖ｐ），
Ｃ２ ＝ ３ × １０ｐ－１ａＫ（Ｔ）（ＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ Ｔｐ－１ ＋ ＣｐＴｐ ／ ２－１ ＋ Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＋ Ｄｐ（（ＶＴ） ｐ ／ ２－１ ＋ １）） ．由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式可得

　 　 ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

｜ Ｘｋ（ ｓ） ｜ ｐ） ＜ ∞ ．

引理 ３　 若假设 １ 成立， ｔ０ ≤ ｓ ＜ ｔ ≤ Ｔ， 则

　 　 ＥＥ ｜ Ｘｋ（ ｔ） － Ｘｋ（ ｓ） ｜ ｐ ≤ Ｃ３［（ ｔ － ｓ） ｐ ＋ （ ｔ － ｓ） ｐ ／ ２ ＋ （ ｔ － ｓ） ｐＨ ＋ （ ｔ － ｓ）］，
其中， Ｃ３ ＝ ８ｐ－１（１ ∨ Ｃｐ ∨ Ｃλ，ｐ，Ｈ ∨ Ｄｐ）Ｋ（Ｔ）（ａ ＋ １ ＋ ３ＴａＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ ３ａＥＥ （ｓｕｐ ｔ０ ≤ ｅ ≤ Ｔ ｜ Ｘｋ（ｅ） ｜ ｐ）） ．

证明

　 　 ＥＥ ｜ Ｘｋ（ ｔ） － Ｘｋ（ ｓ） ｜ ｐ ≤

　 　 　 　 ４ｐ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｓ
ｆ ｕ，Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ

ｐ

＋

　 　 　 　 ４ｐ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｓ
ｇ ｕ，Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢ（ｕ）

ｐ

＋

　 　 　 　 ４ｐ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｓ
ｍ ｕ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢＨ（ｕ）

ｐ

＋

　 　 　 　 ４ｐ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｓ
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｎ（ｄｕ，ｄｚ）

ｐ

　 　 　 　 ４ｐ－１（Ｊ１ ＋ Ｊ２ ＋ Ｊ３ ＋ Ｊ４） ．
对于 Ｊ１， 由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式、假设 １，类似于 Ｉ１ 得

　 　 Ｊ１ ≤ （２（ ｔ － ｓ）） ｐ－１ ×

　 　 　 　 ＥＥ ∫ｔ
ｓ
Ｋ（ｕ） ψ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ‖Ｘｋ
ｕ－１ ／ ｋ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ ．

对于 Ｊ２， 由 ＢＤＧ 不等式、Ｈöｌｄｅｒ 不等式、假设 １，类似于 Ｉ１ 得

　 　 Ｊ２ ≤ ＥＥ ｓｕｐ
ｓ≤ｕ１≤ｔ ∫

ｕ１

ｓ
ｇ ｕ，Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢ（ｕ）

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 　 　 Ｃｐ ＥＥ ∫ｔ
ｓ
ｇ ｕ，Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú

ｐ ／ ２

≤

　 　 　 　 Ｃｐ（ ｔ － ｓ） ｐ ／ ２－１ ＥＥ ∫ｔ
ｓ
ｇ ｕ，Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ｄｕ ≤
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　 　 　 　 ２ｐ－１Ｃｐ（ ｔ － ｓ） ｐ ／ ２－１ ×

　 　 　 　 ＥＥ ∫ｔ
ｓ
Ｋ（ｕ） ψ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ‖Ｘｋ
ｕ－１ ／ ｋ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ ．

对于 Ｊ３， 由文献［１１］的式（３．１６）、假设 １ 得

　 　 Ｊ３ ＝ ＥＥ ∫ｔ
ｓ
ｍ ｕ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢＨ（ｕ）

ｐ

≤

　 　 　 　 Ｃλ，ｐ，Ｈ（ ｔ － ｓ） ｐＨ－１∫ｔ
ｓ
ｍ ｕ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ｄｕ ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｃλ，ｐ，Ｈ（ ｔ － ｓ） ｐＨ－１∫ｔ
ｔｓ

ｍ ｕ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｍ（ｕ，δ ０）

ｐ

＋ ‖ ｍ（ｕ，δ ０）‖ｐé

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｃλ，ｐ，Ｈ（ ｔ － ｓ） ｐＨ－１∫ｔ
ｓ
Ｋ（ｕ） ψ ＷＷ ｐ

ｐ Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ ．

对于 Ｊ４， 由 Ｋｕｎｉｔａ 第一不等式、Ｈöｌｄｅｒ 不等式、假设 １，类似于 Ｉ１ 得

　 　 Ｊ４ ＝ ＥＥ ∫ｔ
ｓ
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｎ（ｄｕ，ｄｚ）

ｐ

≤

　 　 　 　 Ｄｐ ＥＥ ∫ｔ
ｓ
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ν（ｄｚ）ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú

ｐ ／ ２

＋

　 　 　 　 Ｄｐ ＥＥ ∫ｔ
ｓ
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ν（ｄｚ）ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú ≤

　 　 　 　 ＤｐＶｐ ／ ２－１（ ｔ － ｓ） ｐ ／ ２－１ ×

　 　 　 　 ＥＥ ∫ｔ
ｓ
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ν（ｄｚ）ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 Ｄｐ ＥＥ ∫ｔ
ｓ
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ν（ｄｚ）ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú ≤

　 　 　 　 Ｄｐ（Ｖｐ ／ ２－１（ ｔ － ｓ） ｐ ／ ２－１ ＋ １） ×

　 　 　 　 ＥＥ ∫ｔ
ｓ
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ν（ｄｚ）ｄｕé

ë
êê

ù

û
úú ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｄｐ（Ｖｐ ／ ２－１（ ｔ － ｓ） ｐ ／ ２－１ ＋ １） ×

　 　 　 　 ＥＥ ∫ｔ
ｓ
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ －é

ë
êê{

　 　 　 　 ｈ ｕ，０，０，δ ０，ｚ，ｒ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ｈ ｕ，０，０，δ ０，ｚ，ｒ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ
ù

û
úú ν（ｄｚ）ｄｕ} ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｄｐ（Ｖｐ ／ ２－１（ ｔ － ｓ） ｐ ／ ２－１ ＋ １） ×

　 　 　 　 ＥＥ ∫ｔ
ｓ
Ｋ（ｕ） ψ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ‖Ｘｋ
ｕ－１ ／ ｋ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ ．

综上

　 　 ＥＥ ｜ Ｘｋ（ ｔ） － Ｘｋ（ ｓ） ｜ ｐ ≤
　 　 　 　 ８ｐ－１［（ ｔ － ｓ） ｐ－１ ＋ Ｃｐ（ ｔ － ｓ） ｐ ／ ２－１ ＋ Ｃλ，ｐ，Ｈ（ ｔ － ｓ） ｐＨ－１ ＋ Ｄｐ（Ｖｐ ／ ２－１（ ｔ － ｓ） ｐ ／ ２－１ ＋ １）］ ×

　 　 　 　 ＥＥ ∫ｔ
ｓ
Ｋ（ｕ） ψ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ‖Ｘｋ
ｕ－１ ／ ｋ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，δ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ ≤

　 　 　 　 ８ｐ－１（（ ｔ － ｓ） ｐ－１ ＋ Ｃｐ（ ｔ － ｓ） ｐ ／ ２－１ ＋ Ｃλ，ｐ，Ｈ（ ｔ － ｓ） ｐＨ－１ ＋ Ｄｐ（Ｖｐ ／ ２－１（ ｔ － ｓ） ｐ ／ ２－１ ＋ １）） ×

　 　 　 　 ∫ｔ
ｓ
［Ｋ（ｕ）（ａ ＋ １ ＋ ３ａＴＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ ３ａＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｅ≤ｔ
｜ Ｘｋ（ｅ） ｜ ｐ））］ｄｕ ≤

　 　 　 　 Ｃ３［（ ｔ － ｓ） ｐ ＋ （ ｔ － ｓ） ｐ ／ ２ ＋ （ ｔ － ｓ） ｐＨ ＋ （ ｔ － ｓ）］，
其中

５７６第 ５ 期　 　 　 　 　 　 马丽，等： 由分数 Ｂｒｏｗｎ 运动驱动的随机泛函微分方程的解的存在唯一性及平均原理



　 　 Ｃ３ ＝ ８ｐ－１（１ ∨ Ｃｐ ∨ Ｃλ，ｐ，Ｈ ∨ ＤｐＶｐ ／ ２－１ ∨ Ｄｐ）Ｋ（Ｔ）（ａ ＋ １ ＋
　 　 　 　 ３ａＴＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ ３ａＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｅ≤Ｔ
｜ Ｘｋ（ｅ） ｜ ｐ）） ．

定理 １　 若假设 １ 成立，则方程（１）有唯一的解．
证明　 我们首先证明 （Ｘｋ） ｋ≥１ 是 Ｃａｕｃｈｙ 列．设 ｎ ＞ ｋ ≥ １，
　 　 ｓｕｐ

ｔ０≤ｓ≤ｔ
｜ Ｘｎ（ ｓ） － Ｘｋ（ ｓ） ｜ ｐ ≤

　 　 　 　 ４ｐ－１ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
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　 　 　 　 ４ｐ－１ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ
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　 　 　 　 ｇ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ
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ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ
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　 　 　 　 ４ｐ－１ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫
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　 　 　 　 ４ｐ－１ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｎ ｕ － １
ｎ

æ
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　 　 　 　 ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ
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　 　 　 　 ４ｐ－１（α１ ＋ α２ ＋ α３ ＋ α４） ．
由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式、假设 １、引理 ３ 得

　 　 ＥＥα１ ≤ Ｔｐ－１ ＥＥ ∫ｔ
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　 　 　 　 ｆ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
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　 　 　 　 （２Ｔ） ｐ－１ ＥＥ ∫ｔ
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　 　 　 　 ｆ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｎ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ｄｕ ＋

　 　 　 　 （２Ｔ） ｐ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｆ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｎ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 ｆ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｕ－１ ／ ｋ

ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ｄｕ ≤

　 　 　 　 （２Ｔ） ｐ－１∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ）ψ ２ ＥＥ Ｘｎ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｘｋ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ＥＥ‖Ｘｎ
ｕ－１ ／ ｎ － Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｎ‖ｐæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ ＋

　 　 　 　 （２Ｔ） ｐ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ）ψ ３Ｃ３

１
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ ／ ２

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐＨ

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ ．

由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式、ＢＤＧ 不等式、假设 １、引理 ３，类似于 ＥＥα１ 得

　 　 ＥＥα２ ≤ ＣｐＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｇ ｕ，Ｘｎ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｎ

ｕ－１ ／ ｎ，Ｌ Ｘｎ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ －é

ë
êê

　 　 　 　 ｇ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｕ－１ ／ ｋ

ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｕù

û
úú

ｐ ／ ２

≤

　 　 　 　 ＣｐＴｐ ／ ２－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｇ ｕ，Ｘｎ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｎ

ｕ－１ ／ ｎ，Ｌ Ｘｎ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ －æ

è
ç
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　 　 　 　 ｇ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｕ－１ ／ ｋ

ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ｄｕö

ø
÷ ≤

　 　 　 　 Ｃｐ２ｐ－１Ｔｐ ／ ２－１∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ）ψ ２ ＥＥ Ｘｎ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｘｋ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ＥＥ‖Ｘｎ
ｕ－１ ／ ｎ － Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｎ‖ｐæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ ＋

　 　 　 　 Ｃｐ２ｐ－１Ｔｐ ／ ２－１∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ）ψ ３Ｃ３

１
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ ／ ２

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐＨ

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ ．

由文献［１１］的式（３．１６）、假设 １、引理 ３，类似于 ＥＥα１ 可得

　 　 ＥＥα３ ＝ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
ｍ ｕ，Ｌ Ｘｎ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｍ ｕ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢＨ（ｕ）

ｐ
é

ë
êê

ù

û
úú ≤

　 　 　 　 Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｍ ｕ，Ｌ Ｘｎ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｍ ｕ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ｄｕæ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ）ψ ＥＥ Ｘｎ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｘｋ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ ＋

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ）ψ Ｃ３

１
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ ／ ２

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐＨ

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ ．

由假设 １ 和引理 ３ 得

　 　 ＥＥα４ ＝ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｎ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｎ

ｕ－１ ／ ｎ，Ｌ Ｘｎ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ －é

ë
êê

é

ë
êê

　 　 　 　 ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú Ｎ（ｄｕ，ｄｚ）

ｐ
ù

û
úú ≤

　 　 　 　 Ｄｐ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｎ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｎ

ｕ－１ ／ ｎ，Ｌ Ｘｎ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ －æ

è
ç

　 　 　 　 ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ν（ｄｚ）ｄｕö

ø
÷

ｐ ／ ２

＋

　 　 　 　 Ｄｐ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｕ，Ｘｎ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｎ

ｕ－１ ／ ｎ，Ｌ Ｘｎ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ －æ

è
ç

　 　 　 　 ｈ ｕ，Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｋ，Ｌ Ｘｋ ｕ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ，ｒ ｕ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ν（ｄｚ）ｄｕö

ø
÷ ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１（Ｄｐ（ＶＴ） ｐ ／ ２－１ ＋ Ｄｐ） ×

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ）ψ ２ ＥＥ Ｘｎ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｘｋ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ ＥＥ‖Ｘｎ
ｕ－１ ／ ｎ － Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｎ‖ｐæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ ＋

　 　 　 　 ２ｐ－１（Ｄｐ（ＶＴ） ｐ ／ ２－１ ＋ Ｄｐ） ×

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ）ψ ３Ｃ３

１
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ ／ ２

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐＨ

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ ．

注意

　 　 ＥＥ‖Ｘｎ
ｕ－１ ／ ｎ － Ｘｋ

ｕ－１ ／ ｎ‖ｐ ≤ ＥＥ ｓｕｐ
θ－≤θ≤１

Ｘｎ θ ｕ － １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｘｋ θ ｕ － １

ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 　 　 ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｅ≤ｕ

｜ Ｘｎ（ｅ） － Ｘｋ（ｅ） ｜ ｐ） ．

综上

　 　 ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

ＥＥ ｜ Ｘｎ（ ｓ） － Ｘｋ（ ｓ） ｜ ｐ） ≤

　 　 　 　 Ｃ４∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ）ψ（３ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｅ≤ｕ
｜ Ｘｎ（ｅ） － Ｘｋ（ｅ） ｜ ｐ））ｄｕ ＋

　 　 　 　 Ｃ４Ｋ（Ｔ）∫ｔ
ｔ０
ψ ３Ｃ３

１
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ ／ ２

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐＨ

＋ １
ｋ

－ １
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｕ，
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其中， Ｃ４ ＝ ８ｐ－１（Ｔｐ－１ ＋ ＣｐＴｐ ／ ２－１ ＋ Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＋ Ｄｐ（ＶＴ） ｐ ／ ２－１ ＋ Ｄｐ） ．
令 Ｚ（ ｔ） ＝ ｌｉｍｎ，ｋ→∞ ＥＥ （ｓｕｐｔ０≤ｓ≤ｔ ｜ Ｘｎ（ ｓ） － Ｘｋ（ ｓ） ｜ ｐ）， 由 ψ（０） ＝ ０ 可得对任意 􀆠 ≥ ０ 有

　 　 Ｚ（ ｔ） ≤ 􀆠 ＋ Ｃ４Ｋ（Ｔ）∫ｔ
ｔ０
ψ（３Ｚ（ｕ））ｄｕ ．

由引理 １ 可得

　 　 Ｚ（ ｔ） ≤ １
３

Ｇ －１（Ｇ（３􀆠） ＋ ３Ｃ４Ｋ（Ｔ） ｔ），

且 Ｇ －１（Ｇ（３􀆠） ＋ ３Ｃ４ Ｋ（Ｔ） ｔ） ∈ Ｄｏｍ（Ｇ －１）， 其中 Ｇ（ ｒ） ＝ ∫ｒ
１

ｄｓ
ψ（ ｓ）

，ｒ ＞ ０．由 ψ（０） ＝ ０ 可得

　 　 ｌｉｍ
􀆠→０

Ｇ（３􀆠） ＝ － ∞， Ｄｏｍ（Ｇ －１） ＝ （ － ∞，Ｇ（∞ ）） ．

因此，当 􀆠 → ０，Ｚ（ ｔ） ＝ ０， 即

　 　 ｌｉｍ
ｎ，ｋ→∞

ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

｜ Ｘｎ（ ｓ） － Ｘｋ（ ｓ） ｜ ｐ） ＝ ０． （５）

因此， {Ｘｋ } ｋ≥１ 是 Ｌｐ（Ω； Ｃ（［ ｔ０，Ｔ］）；ＲＲ ｄ） 中的 Ｃａｕｃｈｙ 序列，其极限记为 Ｘ， 即当 ｎ → ∞ 时，有
　 　 ｌｉｍ

ｋ→∞
ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｓ≤ｔ
｜ Ｘ（ ｓ） － Ｘｋ（ ｓ） ｜ ｐ） ＝ ０． （６）

现在，我们将证明 Ｘ 是式（１）的一个解．对于所有 θ－ ｔ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ， 我们有

　 　 ＥＥ Ｘ（ ｔ） － Ｘｋ ｔ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ＥＥ Ｘ（ ｔ） － Ｘｋ（ ｔ） ＋ Ｘｋ（ ｔ） － Ｘｋ ｔ － １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１ ＥＥ （ ｜ Ｘ（ ｔ） － Ｘｋ（ ｔ） ｜ ｐ） ＋ ２ｐ－１ ＥＥ Ｘｋ（ ｔ） － Ｘｋ ｔ － １
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

由引理 ３ 和式（６）可得，当 ｋ → ∞ 时， ＥＥ （ ｜ Ｘ（ ｔ） － Ｘｋ（ ｔ － １ ／ ｋ） ｜ ｐ） ＝ ０， 因此，式（２）两侧取极限可得

　 　 Ｘ（ ｔ） ＝ ξ（ ｔ０） ＋ ∫ｔ
ｔ０
ｆ（ ｓ，Ｘ（ ｓ），Ｘｓ，Ｌ（Ｘ（ ｓ）），ｒ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ０
ｇ（ ｓ，Ｘ（ ｓ），Ｘｓ，Ｌ（Ｘ（ ｓ）），ｒ（ ｓ））ｄＢ（ ｓ） ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｍ（ ｓ，Ｌ（Ｘ（ ｓ）））ｄＢＨ（ ｓ） ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ（ ｓ，Ｘ（ ｓ －），Ｘｓ，Ｌ（Ｘ（ ｓ）），ｚ，ｒ（ ｓ））Ｎ（ｄｓ，ｄｚ） ．

唯一性：设 Ｘ（ ｔ） 和 Ｙ（ ｔ） 是式（１）的两个解，则
　 　 ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｓ≤ｔ
ＥＥ ｜ Ｘ（ ｓ） － Ｙ（ ｓ） ｜ ｐ） ≤

　 　 　 　 ４ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
（ ｆ（ｕ，Ｘ（ｕ），Ｘｕ，Ｌ（Ｘ（ｕ）），ｒ（ｕ）） － ｆ（ｕ，Ｙ（ｕ），Ｙｕ，Ｌ（Ｙ（ｕ）），ｒ（ｕ）））ｄｕ

ｐ

[ ] ＋

　 　 　 　 ４ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
（ｇ（ｕ，Ｘ（ｕ），Ｘｕ，Ｌ（Ｘ（ｕ）），ｒ（ｕ）） －[

　 　 　 　 ｇ（ｕ，Ｙ（ｕ），Ｙｕ，Ｌ（Ｙ（ｕ）），ｒ（ｕ）））ｄＢ（ｕ）
ｐ

] ＋

　 　 　 　 ４ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
（ｍ（ｕ，Ｌ（Ｘ（ｕ）） － ｍ（ｕ，Ｌ（Ｙ（ｕ）））ｄＢＨ（ｕ）

ｐ

[ ] ＋

　 　 　 　 ４ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

（ｈ（ｕ，Ｘ（ｕ），Ｘｕ，Ｌ（Ｘ（ｕ）），ｚ，ｒ（ｕ）） －[

　 　 　 　 ｈ（ｕ，Ｙ（ｕ），Ｙｕ，Ｌ（Ｙ（ｕ）），ｚ，ｒ（ｕ）））Ｎ（ｄｕ，ｄｚ）
ｐ

]
　 　 　 　 ４ｐ－１（β １ ＋ β ２ ＋ β ３ ＋ β ４） ．

对于 β １， 由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和假设 １ 得

　 　 β １ ≤ Ｔｐ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
｜ ｆ（ｕ，Ｘ（ｕ），Ｘｕ，Ｌ（Ｘ（ｕ）），ｒ（ｕ）） －

　 　 　 　 ｆ（ｕ，Ｙ（ｕ），Ｙｕ，Ｌ（Ｙ（ｕ）），ｒ（ｕ）） ｜ ｐｄｕ ≤
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　 　 　 　 Ｔｐ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ）ψ（ ｜ Ｘ（ｕ） － Ｙ（ｕ） ｜ ｐ ＋ ‖Ｘｕ － Ｙｕ‖ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ（Ｌ（Ｘ（ｕ）），Ｌ（Ｙ（ｕ））））ｄｕ ≤

　 　 　 　 Ｔｐ－１Ｋ（Ｔ）∫ｔ
ｔ０
ψ（３ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｕ≤ｓ
｜ Ｘ（ｕ） － Ｙ（ｕ） ｜ ｐ））ｄｓ ．

对于 β ２， 由 ＢＤＧ 不等式、Ｈöｌｄｅｒ 不等式和假设 １ 得

　 　 β ２ ≤ Ｃｐ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
‖ｇ（ｕ，Ｘ（ｕ），Ｘｕ，Ｌ（Ｘ（ｕ）），ｒ（ｕ）） － ｇ（ｕ，Ｙ（ｕ），Ｙｕ，Ｌ（Ｙ（ｕ）），ｒ（ｕ））‖２ｄｕ[ ]

ｐ ／ ２
≤

　 　 　 　 ＣｐＴｐ ／ ２－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
‖ｇ（ｕ，Ｘ（ｕ），Ｘｕ，Ｌ（Ｘ（ｕ）），ｒ（ｕ）） － ｇ（ｕ，Ｙ（ｕ），Ｙｕ，Ｌ（Ｙ（ｕ）），ｒ（ｕ））‖ｐｄｕ ≤

　 　 　 　 ＣｐＴｐ ／ ２－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ）ψ（ ｜ Ｘ（ｕ） － Ｙ（ｕ） ｜ ｐ ＋ ‖Ｘｕ － Ｙｕ‖ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ（Ｌ（Ｘ（ｕ）），Ｌ（Ｙ（ｕ））））ｄｕ ≤

　 　 　 　 ＣｐＴｐ ／ ２－１Ｋ（Ｔ）∫ｔ
ｔ０
ψ（３ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｕ≤ｓ
｜ Ｘ（ｕ） － Ｙ（ｕ） ｜ ｐ））ｄｓ ．

对于 β ３， 由文献［４］的式（３．５）和假设 １ 可得

　 　 β ３ ≤ Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
‖ｍ（ｕ，Ｌ（Ｘ（ｕ））） － ｍ（ｕ，Ｌ（Ｙ（ｕ）））‖ｐｄｕ ≤

　 　 　 　 Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
Ｋ（ｕ）ψ（ＷＷ ｐ

ｐ（Ｌ（Ｘ（ｕ）），Ｌ（Ｙ（ｕ））））ｄｕ ≤

　 　 　 　 Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１Ｋ（Ｔ）∫ｔ
ｔ０
ψ（ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｕ≤ｓ
｜ Ｘ（ｕ） － Ｙ（ｕ） ｜ ｐ））ｄｓ ．

对于 β ４， 由 Ｋｕｎｉｔａ 第一不等式、Ｈöｌｄｅｒ 不等式、假设 １ 得

　 　 β ４ ＝ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

（ｈ（ｕ，Ｘ（ｕ），Ｘｕ，Ｌ（Ｘ（ｕ）），ｚ，ｒ（ｕ）） －[

　 　 　 　 ｈ（ｕ，Ｙ（ｕ），Ｙｕ，Ｌ（Ｙ（ｕ）），ｚ，ｒ（ｕ）））Ｎ（ｄｕ，ｄｚ）
ｐ

] ≤

　 　 　 　 Ｄｐ（（ＶＴ） ｐ ／ ２－１ ＋ １） ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

［ｈ（ｕ，Ｘ（ｕ），Ｘｕ，Ｌ（Ｘ（ｕ）），ｚ，ｒ（ｕ）） －(

　 　 　 　 ｈ（ｕ，Ｙ（ｕ），Ｙｕ，Ｌ（Ｙ（ｕ）），ｚ，ｒ（ｕ））］ ｐν（ｄｚ）ｄｕ ) ≤

　 　 　 　 Ｄｐ（（ＶＴ） ｐ ／ ２－１ ＋ １）Ｋ（Ｔ）∫ｔ
ｔ０
ψ（３ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｕ≤ｓ
｜ Ｘ（ｕ） － Ｙ（ｕ） ｜ ｐ））ｄｓ ．

综上

　 　 ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

｜ Ｘ（ ｓ） － Ｙ（ ｓ） ｜ ｐ） ≤

　 　 　 　 ４ｐ－１（Ｔｐ－１ ＋ ＣｐＴｐ ／ ２－１ ＋ Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＋ Ｄｐ（ＶＴ） ｐ ／ ２－１ ＋ Ｄｐ）Ｋ（Ｔ） ×

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ０
ψ（３ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｕ≤ｓ
｜ Ｘ（ｕ） － Ｙ（ｕ） ｜ ｐ））ｄｓ ．

则由引理 １ 可得 Ｘ（ ｔ） ＝ Ｙ（ ｔ），ｔ ∈ ［θ－ ｔ０，Ｔ］，ＰＰ － ａ．ｓ．．

３　 平 均 原 理

设 􀆠 ∈ （０，ε ０） 是一个正参数， ε ０ 为固定值，

　 　

Ｘε（ ｔ） ＝ ξ（ ｔ０） ＋ ∫ｔ
ｔ０
ｆ ｓ

􀆠
，Ｘε（ ｓ），Ｘε

ｓ ，Ｌ（Ｘε（ ｓ）），ｒ（ ｓ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ＋

　 　 ∫ｔ
ｔ０
ｇ ｓ

􀆠
，Ｘε（ ｓ），Ｘε

ｓ ，Ｌ（Ｘε（ ｓ）），ｒ（ ｓ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢ（ ｓ） ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｍ ｓ

􀆠
，Ｌ（Ｘε（ ｓ））æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄＢＨ（ ｓ） ＋

　 　 ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｓ
􀆠
，Ｘε（ ｓ），Ｘε

ｓ ，Ｌ（Ｘε（ ｓ）），ｚ，ｒ（ ｓ）æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｎ（ｄｓ，ｄｚ），　 　 ｔ ∈ ［ ｔ０，Ｔ］，

Ｘε（ ｔ） ＝ ξ（ ｔ），　 　 ｔ ∈ ［θ－ ｔ０，ｔ０］ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï
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本节的目的是证明当 ｔ ∈ ［θ－ ｔ０，Ｔ］ 时，解 Ｘ􀆠（ ｔ） 能在一定意义下逼近以下的平均方程的解：

　 　

Ｘ
－
（ ｔ） ＝ ξ（ ｔ０） ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｆ
－
（Ｘ

－
（ ｓ），Ｘ

－

ｓ，Ｌ（Ｘ
－
（ ｓ）），ｒ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 ∫ｔ
ｔ０
ｇ－（Ｘ

－
（ ｓ），Ｘ

－

ｓ，Ｌ（Ｘ
－
（ ｓ）），ｒ（ ｓ））ｄＢ（ ｓ） ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｍ－ （Ｌ（Ｘ

－
（ ｓ）））ｄＢＨ（ ｓ） ＋

　 　 ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ
－
（Ｘ

－
（ ｓ），Ｘ

－

ｓ，Ｌ（Ｘ
－
（ ｓ）），ｚ，ｒ（ ｓ））Ｎ（ｄｓ，ｄｚ），　 　 ｔ ∈ ［ ｔ０，Ｔ］，

Ｘ
－
（ ｔ） ＝ ξ（ ｔ），　 　 ｔ ∈ ［θ－ ｔ０，ｔ０］，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（７）

其中， ｆ
－
： ＲＲ ｄ × Ｌｐ（Ω；Ｃ（［θ－，１］；ＲＲ

ｄ）） × Ｐｐ（ＲＲ ｄ） × ＳＳ → ＲＲ ｄ，ｇ－： ＲＲ ｄ × Ｌｐ（Ω；Ｃ（［θ－，１］；ＲＲ
ｄ）） × Ｐｐ（ＲＲ ｄ） × ＳＳ →

ＲＲ ｄ×ｌ，ｍ－ ： Ｐｐ（ＲＲ ｄ ） → ＲＲ ｄ×ｌ，ｈ
－
： ＲＲ ｄ × Ｌｐ（Ω； Ｃ（［θ－，１］；ＲＲ

ｄ）） × Ｐｐ（ＲＲ ｄ） × ＲＲ ｄ × ＳＳ → ＲＲ ｄ 满足以下平均条件．
假设 ２（平均条件）　 存在一个有界正函数 φ： （０， ＋ ∞） → （０， ＋ ∞）， ｌｉｍＴ→∞ φ（Ｔ） ＝ ０， 对任意的 ｘ∈

ＲＲ ｄ，ｙ ∈ Ｌｐ（Ω； Ｃ（［θ－，１］；ＲＲ
ｄ）），μ ∈ Ｐｐ（ＲＲ ｄ），ｉ ∈ ＳＳ ， 有

　 　 ｓｕｐ
ｔ≥０

１
Ｔ ∫

ｔ ＋Ｔ

ｔ
［ ｆ（ ｓ，ｘ，ｙ，μ，ｉ） － ｆ

－
（ｘ，ｙ，μ，ｉ）］ｄｓ

ｐ

≤ φ（Ｔ）κ（ ｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ，δ ０）），

　 　 ｓｕｐ
ｔ≥０

１
Ｔ ∫

ｔ ＋Ｔ

ｔ
‖ｇ（ ｓ，ｘ，ｙ，μ，ｉ） － ｇ－（ｘ，ｙ，μ，ｉ）‖ｐ ｄｓ ≤ φ（Ｔ）κ（ ｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ（μ，δ ０）），

　 　 ｓｕｐ
ｔ≥０

１
Ｔ ∫

ｔ ＋Ｔ

ｔ
‖ｍ（ ｓ，μ） － ｍ－ （μ）‖ｐ ｄｓ ≤ φ（Ｔ）κ（ＷＷ ｐ

ｐ（μ，δ ０）），

　 　 ｓｕｐ
ｔ≥０

１
Ｔ ∫

ｔ ＋Ｔ

ｔ
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

｜ ｈ（ ｓ，ｘ，ｙ，μ，ｚ，ｉ） － ｈ
－
（ｘ，ｙ，μ，ｚ，ｉ） ｜ ｐν（ｄｚ）ｄｓ ≤

　 　 　 　 φ（Ｔ）κ（ ｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ，δ ０）），

其中 κ（·） 是一个非递减的非负凹函数，且 κ（０） ＝ ０，∫
０ ＋

１
κ（ｘ）

ｄｘ ＝ ＋ ∞ ．

注 １　 􀃠 注意到

　 　 ｓｕｐ
ｔ≥０

１
Ｔ ∫

ｔ＋Ｔ

ｔ
［ ｆ（ ｓ，ｘ，ｙ，μ，ｉ） － ｆ

－
（ｘ，ｙ，μ，ｉ）］ｄｓ

ｐ

≤ ｓｕｐ
ｔ≥０

１
Ｔ ∫

ｔ＋Ｔ

ｔ
｜ ｆ（ ｓ，ｘ，ｙ，μ，ｉ） － ｆ

－
（ｘ，ｙ，μ，ｉ） ｜ ｐｄｓ ．

因此，假设 ２ 比如下的平均条件要更弱：

　 　 ｓｕｐ
ｔ≥０

１
Ｔ ∫

ｔ＋Ｔ

ｔ
｜ ｆ（ ｓ，ｘ，ｙ，μ，ｉ） － ｆ

－
（ｘ，ｙ，μ，ｉ） ｜ ｐｄｓ ≤ φ（Ｔ）κ（ ｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ（μ，δ０）） ．

􀃡 由假设 １ 和假设 ２ 得，对任意 ｘ１，ｘ２ ∈ ＲＲ ｄ，ｙ１，ｙ２ ∈ Ｌｐ（Ω； Ｃ（［θ－，１］；ＲＲ
ｄ）），μ１，μ２ ∈ Ｐｐ（ＲＲ ｄ），ｉ ∈ ＳＳ ， 有

　 　 ｜ ｆ
－
（ｘ１，ｙ１，μ１，ｉ） － ｆ

－
（ｘ２，ｙ２，μ２，ｉ） ｜ ｐ ≤

　 　 　 　 ３ｐ－１ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
［ ｆ

－
（ｘ１，ｙ１，μ１，ｉ） － ｆ（ ｓ，ｘ１，ｙ１，μ１，ｉ）］ｄｓ

ｐ

＋

　 　 　 　 ３ｐ－１ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
［ ｆ（ ｓ，ｘ１，ｙ１，μ１，ｉ） － ｆ（ ｓ，ｘ２，ｙ２，μ２，ｉ）］ｄｓ

ｐ

＋

　 　 　 　 ３ｐ－１ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
［ ｆ（ ｓ，ｘ２，ｙ２，μ２，ｉ） － ｆ

－
（ｘ２，ｙ２，μ２，ｉ）］ｄｓ

ｐ

≤

　 　 　 　 ３ｐ－１φ（Ｔ）κ（ ｜ ｘ１ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ１‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ１，δ０）） ＋

　 　 　 　 ３ｐ－１Ｋ（Ｔ）ψ（ ｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ１ － ｙ２‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ１，μ２）） ＋

　 　 　 　 ３ｐ－１φ（Ｔ）κ（ ｜ ｘ２ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ２‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ２，δ０）） ．

对任意 ｘ ∈ ＲＲ ｄ，ｙ ∈ Ｌｐ（Ω；Ｃ（［θ－，１］；ＲＲ
ｄ）），μ ∈ Ｐｐ（ＲＲ ｄ）， 有

　 　 ｜ ｆ
－
（ｘ，ｙ，μ，ｉ） ｜ ｐ ＝ １

Ｔ ∫
Ｔ

０
ｆ
－
（ｘ，ｙ，μ，ｉ）ｄｓ

ｐ

≤

　 　 　 　 ２ｐ－１ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
［ ｆ（ ｓ，ｘ，ｙ，μ，ｉ） － ｆ

－
（ｘ，ｙ，μ，ｉ）］ｄｓ

ｐ

＋ ２ｐ－１ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
ｆ（ ｓ，ｘ，ｙ，μ，ｉ） ｄｓ

ｐ

≤
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　 　 　 　 ２ｐ－１φ（Ｔ）κ（ ｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ，δ０）） ＋ ２ｐ－１Ｋ（Ｔ）（１ ＋｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ（μ，δ０）） ．
同理可得

　 　 ‖ｇ－（ｘ１，ｙ１，μ１，ｉ） － ｇ－（ｘ２，ｙ２，μ２，ｉ）‖ｐ ≤ ３ｐ－１φ（Ｔ）κ（ ｜ ｘ１ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ１‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ１，δ０）） ＋

　 　 　 　 ３ｐ－１Ｋ（Ｔ）ψ（ ｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ１ － ｙ２‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ１，μ２）） ＋

　 　 　 　 ３ｐ－１φ（Ｔ）κ（ ｜ ｘ２ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ２‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ２，δ０）），

　 　 ‖ｇ－（ｘ，ｙ，μ，ｉ）‖ｐ ≤ ２ｐ－１φ（Ｔ）κ（ ｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ，δ０）） ＋

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｋ（Ｔ）（１ ＋｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ，δ０）），

　 　 ‖ｍ－ （μ１） － ｍ－ （μ２）‖ｐ ≤ ３ｐ－１φ（Ｔ）κ（ＷＷ ｐ
ｐ（μ１，δ０）） ＋

　 　 　 　 ３ｐ－１Ｋ（Ｔ）ψ（ＷＷ ｐ
ｐ（μ１，μ２）） ＋ ３ｐ－１φ（Ｔ）κ（ ＷＷ ｐ

ｐ（μ２，δ０）），
　 　 ‖ｍ－ （μ）‖ｐ ≤ ２ｐ－１φ（Ｔ）κ（ＷＷ ｐ

ｐ（μ，δ０）） ＋ ２ｐ－１Ｋ（Ｔ）（１ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ，δ０）），

　 　 ∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

｜ ｈ
－
（ｘ１，ｙ１，μ１，ｚ，ｉ） － ｈ

－
（ｘ２，ｙ２，μ２，ｚ，ｉ） ｜ ｐν（ｄｚ） ≤

　 　 　 　 ３ｐ－１φ（Ｔ）κ（ ｜ ｘ１ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ１‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ１，δ０）） ＋

　 　 　 　 ３ｐ－１Ｋ（Ｔ）ψ（ ｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ１ － ｙ２‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ１，μ２）） ＋

　 　 　 　 ３ｐ－１φ（Ｔ）κ（ ｜ ｘ２ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ２‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ２，δ０）），

　 　 ∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

｜ ｈ
－
（ｘ，ｙ，μ，ｚ，ｉ） ｜ ｐν（ｄｚ） ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１φ（Ｔ）κ（ ｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ，δ０）） ＋ ２ｐ－１Ｋ（Ｔ）（１ ＋｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ（μ，δ０）） ．
令 Ｔ → ∞ 时，由于 Ｋ（Ｔ） 是有界的和 ｌｉｍＴ→∞ φ（Ｔ） ＝ ０， 因此存在一个常数 Ｌ， 使得

　 　 ｜ ｆ
－
（ｘ１，ｙ１，μ１，ｉ） － ｆ

－
（ｘ２，ｙ２，μ２，ｉ） ｜ ｐ ≤ Ｌψ（ ｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ１ － ｙ２‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ（μ１，μ２）），
　 　 ‖ｇ－（ｘ１，ｙ１，μ１，ｉ） － ｇ－（ｘ２，ｙ２，μ２，ｉ）‖ｐ ≤ Ｌψ（ ｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ１ － ｙ２‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ（μ１，μ２）），
　 　 ‖ｍ－ （μ１） － ｍ－ （μ２）‖ｐ ≤ Ｌψ（ＷＷ ｐ

ｐ（μ１，μ２）），

　 　 ∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

｜ ｈ
－
（ｘ１，ｙ１，μ１，ｚ，ｉ） － ｈ

－
（ｘ２，ｙ２，μ２，ｚ，ｉ） ｜ ｐν（ｄｚ） ≤

　 　 　 　 Ｌψ（ ｜ ｘ１ － ｘ２ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ１ － ｙ２‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ
ｐ（μ１，μ２）），

　 　 ｜ ｆ
－
（ｘ，ｙ，μ，ｉ） ｜ ｐ ≤ Ｌ（１ ＋｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ（μ，δ０）），
　 　 ‖ｇ－（ｘ，ｙ，μ，ｉ）‖ｐ ≤ Ｌ（１ ＋｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ（μ，δ０）），
　 　 ‖ｍ－ （μ）‖ｐ ≤ Ｌ（１ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ（μ，δ０）），

　 　 ∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

｜ ｈ
－
（ｘ，ｙ，μ，ｚ，ｉ） ｜ ｐν（ｄｚ） ≤ Ｌ（１ ＋｜ ｘ ｜ ｐ ＋ ‖ｙ‖ｐ ＋ ＷＷ ｐ

ｐ（μ，δ０）） ．

因此，系数 ｆ
－
，ｇ－，ｍ－ ，ｈ

－
满足假设 １．所以，在假设 ２ 条件下，式（７）有唯一解 { Ｘ

－
（ ｔ） } ｔ∈［ θ－ｔ０，Ｔ］

．

注 ２　 采用引理 ２、引理 ３ 类似的证明方法，可得

　 　 ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｔ≤Ｔ

｜ Ｘ􀆠（ ｔ） ｜ ｐ） ≤ Ｃ５Ｋ
Ｔ
􀆠( ) ，

　 　 ＥＥ ｜ Ｘ􀆠（ ｔ） － Ｘ􀆠（ ｓ） ｜ ｐ ≤ Ｃ６Ｋ
Ｔ
􀆠( ) ［（ ｔ － ｓ） ｐ ＋ （ ｔ － ｓ） ｐ ／ ２ ＋ （ ｔ － ｓ） ｐＨ ＋ （ ｔ － ｓ）］，

其中， Ｃ５，Ｃ６ 是依赖于 􀆠 的正常数．

引理 ４　 若假设 １ 和假设 ２ 成立，则

　 　 ｌｉｍ
􀆠→０

ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｔ≤Ｔ ∫

ｔ

ｔ０
ｆ ｓ

􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ

ｐ
é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０．

证明　 { ｔ１，ｔ２，…，ｔＮ } 是 ［ ｔ０，Ｔ］ 的划分， ｔｉ ＝ ｔ０ ＋ ｉ 􀆠 ，０ ≤ ｉ ≤ Ｎ － １，０ ＜ Ｔ － ｔＮ－１ ≤ 􀆠 ，ｔＮ ＝ Ｔ， 则 Ｔ ≤

ｔ０ ＋ Ｎ 􀆠 ＜ Ｔ ＋ 􀆠 ， 有

　 　 ∫ｔ
ｔ０

ｆ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ

ｐ

≤ Ｎｐ－１∑
Ｎ－２

ｉ ＝ ０
｜ Ｘｉ ｜ ｐ ＋

　 　 　 　 Ｎｐ－１ ∫ｔ
［（ ｔ －ｔ０） ／ 􀆠］ 􀆠

ｆ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ

ｐ

，
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其中 Ｘ ｉ ∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

ｆ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ ．由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和假设 ２ 得

　 　 ∫ｔ
［（ ｔ －ｔ０） ／ 􀆠］ 􀆠

ｆ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ

ｐ

≤

　 　 　 　 ２ｐ－１ ｔ －
ｔ － ｔ０
􀆠

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
􀆠

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｐ－１

×

　 　 　 　 ∫ｔ
［（ ｔ －ｔ０） ／ 􀆠］ 􀆠

ｆ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

＋｜ ｆ
－
（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ） ｜ ｐæ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ≤

　 　 　 　 ２ｐ ｔ －
ｔ － ｔ０
􀆠

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
􀆠

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｐ－１

×

　 　 　 　 ∫ｔ
［（ ｔ －ｔ０） ／ 􀆠］ 􀆠

Ｋ ｓ
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｌæ

è
ç

ö

ø
÷ ［ψ（ ｜ Ｘ􀆠（ ｓ） ｜ ｐ ＋ ‖Ｘ􀆠

ｓ‖ｐ ＋ ＥＥ ｜ Ｘ􀆠（ ｓ） ｜ ｐ） ＋ １］ｄｓ ≤

　 　 　 　 ２ｐ Ｋ Ｔ
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｌæ

è
ç

ö

ø
÷ （ 􀆠 ） ｐ（ａ ＋ １ ＋ ａ ｓｕｐ

ｔ０≤ｓ≤ｔ
｜ Ｘ􀆠（ ｓ） ｜ ｐ ＋ ａ ｓｕｐ

ｔ０≤ｓ≤ｔ
‖Ｘ􀆠

ｓ‖ｐ ＋ ａ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

ＥＥ ｜ Ｘ􀆠（ ｓ） ｜ ｐ） ．

由于假设 ２、注 １ 和注 ２ 可得

　 　 ｜ Ｘ ｉ ｜ ｐ ＝ ∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

ｆ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ

ｐ

≤

　 　 　 　 ３ｐ－１ ∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

ｆ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｔｉ），Ｘ􀆠

ｔｉ，Ｌ（Ｘ
􀆠（ ｔｉ）），ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｔｉ），Ｘ􀆠

ｔｉ，Ｌ（Ｘ
􀆠（ ｔｉ）），ｉ）

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ

ｐ

＋

　 　 　 　 ３ｐ－１ ∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

ｆ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ ｓ

􀆠
，Ｘ􀆠（ ｔｉ），Ｘ􀆠

ｔｉ，Ｌ（Ｘ
􀆠（ ｔｉ）），ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ

ｐ

＋

　 　 　 　 ３ｐ－１ ∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

［ ｆ
－
（Ｘ􀆠（ ｔｉ），Ｘ􀆠

ｔｉ，Ｌ（Ｘ
􀆠（ ｔｉ）），ｉ） － ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ）］ｄｓ
ｐ
≤

　 　 　 　 ３ｐ－１ ∫ｔ ｉ＋１ ／ 􀆠
ｔｉ ／ 􀆠

ｆ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｔｉ），Ｘ􀆠

ｔｉ，Ｌ（Ｘ
􀆠（ ｔｉ）），ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｔｉ），Ｘ􀆠

ｔｉ，Ｌ（Ｘ
􀆠（ ｔｉ）），ｉ）

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ

ｐ

＋

　 　 　 　 ３ｐ－１（ 􀆠 ） ｐ－１ Ｋ ｓ
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｌæ

è
ç

ö

ø
÷ ×

　 　 　 　 ∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

ψ（ ｜ Ｘ􀆠（ ｓ） － Ｘ􀆠（ ｔｉ） ｜ ｐ ＋ ‖Ｘ􀆠
ｓ － Ｘ􀆠

ｔｉ‖
ｐ ＋ ＥＥ ｜ Ｘ􀆠（ ｓ） － Ｘ􀆠（ ｔｉ） ｜ ｐ）ｄｓ ≤

　 　 　 　 ３ｐ－１（ 􀆠 ） ｐφ
１
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ κ（ ｓｕｐ

ｔ０≤ｓ≤ｔ
｜ Ｘ􀆠（ ｓ） ｜ ｐ ＋ ｓｕｐ

ｔ０≤ｓ≤ｔ
‖Ｘ􀆠

ｓ‖ｐ ＋ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

ＥＥ ｜ Ｘ􀆠（ ｓ） ｜ ｐ） ＋

　 　 　 　 ３ｐ－１（ 􀆠 ） ｐ－１ Ｋ Ｔ
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｌæ

è
ç

ö

ø
÷ ×

　 　 　 　 ∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

ψ（ ｜ Ｘ􀆠（ ｓ） － Ｘ􀆠（ ｔｉ） ｜ ｐ ＋ ‖Ｘ􀆠
ｓ － Ｘ􀆠

ｔｉ‖
ｐ ＋ ＥＥ ｜ Ｘ􀆠（ ｓ） － Ｘ􀆠（ ｔｉ） ｜ ｐ）ｄｓ ．

因此

　 　 Ｎｐ－１∑
Ｎ－２

ｉ ＝ ０
ＥＥ ｜ Ｘｉ ｜ ｐ ＝

　 　 　 　 ３ｐ－１（ 􀆠 ） ｐ－１Ｎｐ－１∑
Ｎ－２

ｉ ＝ ０
φ

１
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ （κ（ａＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ ３ａＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｓ≤ｔ
｜ Ｘ􀆠（ ｓ） ｜ ｐ））） ＋

　 　 　 　 ３ｐ－１（ 􀆠 ） ｐ－１Ｎｐ－１ Ｋ Ｔ
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｌæ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

Ｎ－２

ｉ ＝ ０
ψ（３ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｓ≤ｔ
｜ Ｘ􀆠（ ｓ） － Ｘ􀆠（ ｔｉ） ｜ ｐ）） ≤

　 　 　 　 ３ｐ－１（ 􀆠 ） ｐＮｐ－１∑
Ｎ－２

ｉ ＝ ０
φ

１
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ （κ（ａＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ ３ａＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｓ≤ｔ
｜ Ｘ􀆠（ ｓ） ｜ ｐ））） ＋
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　 　 　 　 ３ｐ－１（ 􀆠 ） ｐ－１Ｎｐ－１ Ｋ Ｔ
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｌæ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

Ｎ－２

ｉ ＝ ０
∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

ψ（３Ｃ６（（ 􀆠 ） ｐ－１ ＋ （ 􀆠 ） ｐ ／ ２ ＋ （ 􀆠 ） ｐＨ ＋ 􀆠 ））ｄｓ ≤

　 　 　 　 ３ｐ－１（ 􀆠 ） ｐＮｐφ
１
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ （κ（ａＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ ３ａＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｓ≤ｔ
｜ Ｘ􀆠（ ｓ） ｜ ｐ））） ＋

　 　 　 　 ３ｐ－１（ 􀆠 ） ｐＮｐ Ｋ Ｔ
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｌæ

è
ç

ö

ø
÷ ψ（３Ｃ６（（ 􀆠 ） ｐ－１ ＋ （ 􀆠 ） ｐ ／ ２ ＋ （ 􀆠 ） ｐＨ ＋ 􀆠 ）） ．

从而

　 　 ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｔ≤Ｔ ∫

ｔ

ｔ０
ｆ ｓ

􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

　 　 　 　 ＣＮｐ－１（ 􀆠 ） ｐ（ａ ＋ １ ＋ ａＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ ３ａＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

｜ Ｘ􀆠（ ｓ） ｜ ｐ）） ＋ ＣＮｐ（ 􀆠 ） ｐφ
１
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ＣＮｐ（ 􀆠 ） ｐ Ｋ Ｔ
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｌæ

è
ç

ö

ø
÷ ψ（（ 􀆠 ） ｐ－１ ＋ （ 􀆠 ） ｐ ／ ２ ＋ （ 􀆠 ） ｐＨ ＋ 􀆠 ） ≤

　 　 　 　 Ｃ（Ｔ ＋ 􀆠 ） ｐ－１ 􀆠 ＋ Ｃ（Ｔ ＋ 􀆠 ） ｐ φ
１
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ψ（Ｃ（ 􀆠 ） ｐ－１ ＋ （ 􀆠 ） ｐ ／ ２ ＋ （ 􀆠 ） ｐＨ ＋ 􀆠 ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

由 ｌｉｍ􀆠→０φ（１ ／ 􀆠 ） ＝ ０，ψ（０） ＝ ０ 可得当 􀆠 → ０ 时，

　 　 ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｔ

ｔ０
ｆ ｓ

􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ）ｄｓ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ → ０．

引理 ５　 若假设 １ 和假设 ２ 成立，则

　 　 ｌｉｍ
􀆠→０

ＥＥ ∫Ｔ
ｔ０

ｇ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｇ－（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ）
ｐ

ｄｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０．

证明　 与引理 ４ 类似，设 ｔｉ ＝ ｔ０ ＋ ｉ ε ， 其中 ０ ≤ ｉ≤ Ｎ － １， ０ ＜Ｔ － ｔＮ－１ ≤ ε ， 且 ｔＮ ＝ Ｔ ．首先定义 Ｙｉ 为

　 　 Ｙｉ ∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

ｇ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｇ－（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ）
ｐ

ｄｓ，

则有

　 　 ＥＥＹｉ ≤ ３ｐ－１ ＥＥ ∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

ｇ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｇ ｓ

􀆠
，Ｘ􀆠（ ｔｉ），Ｘ􀆠

ｔｉ，Ｌ（Ｘ
􀆠（ ｔｉ）），ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

ｄｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ３ｐ－１ ＥＥ ∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

ｇ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｔｉ），Ｘ􀆠

ｔｉ，Ｌ（Ｘ
􀆠（ ｔｉ）），ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｇ－（Ｘ􀆠（ ｔｉ），Ｘ􀆠

ｔｉ，Ｌ（Ｘ
􀆠（ ｔｉ）），ｉ）

ｐ

ｄｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ３ｐ－１ ＥＥ ∫ｔ ｉ＋１
ｔｉ

ｇ－（Ｘ􀆠（ ｔｉ），Ｘ􀆠
ｔｉ，Ｌ（Ｘ

􀆠（ ｔｉ）），ｉ） － ｇ－（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠
ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ） ｐｄｓ( ) ，

由假设 ２ 得

　 　 ＥＥＹｉ ≤ ３ｐ－１ Ｋ Ｔ
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｌæ

è
ç

ö

ø
÷ ∫ｔ ｉ＋１

ｔｉ
ψ（ ｜ Ｘ􀆠（ ｓ） － Ｘ􀆠（ ｔｉ） ｜ ｐ ＋ ‖Ｘ􀆠

ｓ － Ｘ􀆠
ｔｉ‖

ｐ ＋ ＥＥ ｜ Ｘ􀆠（ ｓ） － Ｘ􀆠（ ｔｉ） ｜ ｐ）ｄｓ ＋

　 　 　 　 ３ｐ－１ 􀆠 φ
１
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ κ（ ａＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ ３ａＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｓ≤ｔ
｜ Ｘ􀆠（ ｓ） ｜ ｐ）） ≤

　 　 　 　 ３ｐ－１Ｃ 􀆠 Ｋ Ｔ
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｌæ

è
ç

ö

ø
÷ ψ（Ｃ６（（ 􀆠 ） ｐ－１ ＋ （ 􀆠 ） ｐ ／ ２ ＋ （ 􀆠 ） ｐＨ ＋ 􀆠 ）） ＋

　 　 　 　 ３ｐ－１ 􀆠 φ
１
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ κ（ａＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ ３ａＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｓ≤ｔ
｜ Ｘ􀆠（ ｓ） ｜ ｐ）） ．

因此

　 　 ＥＥ ∫Ｔ
ｔ０

ｇ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｇ－（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ）
ｐ

ｄｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∑

Ｎ－１

ｉ ＝ １
ＥＥＹｉ ＝

　 　 　 　 ＣＮ３ｐ－１ 􀆠 Ｋ Ｔ
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｌæ

è
ç

ö

ø
÷ ψ（Ｃ６（（ 􀆠 ） ｐ－１ ＋ （ 􀆠 ） ｐ ／ ２ ＋ （ 􀆠 ） ｐＨ ＋ 􀆠 ）） ＋
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　 　 　 　 ３ｐ－１Ｎ 􀆠φ
１
􀆠

æ

è
ç

ö

ø
÷ κ（ａＥＥ‖ξ‖ｐ ＋ ３ａＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｓ≤ｔ
｜ Ｘ􀆠（ ｓ） ｜ ｐ）） ．

当 􀆠 → ０ 时，

　 　 ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｇ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｇ－（Ｘ􀆠（ ｓ），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）），ｉ）
ｐ

ｄｓæ

è
ç

ö

ø
÷ → ０．

引理 ６ 　 若假设 １ 和假设 ２ 成立，则

　 　 ｌｉｍ
􀆠→０

ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤Ｔ∫

ｔ

ｔ０
ｍ ｓ

􀆠
，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ））æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｍ－ （Ｌ（Ｘ􀆠（ ｓ）））

ｐ

ｄｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０，

　 　 ｌｉｍ
􀆠→０

ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｓ
􀆠
，Ｘ􀆠（ｓ －），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ｓ）），ｚ，ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｈ

－
（Ｘ􀆠（ｓ －），Ｘ􀆠

ｓ，Ｌ（Ｘ􀆠（ｓ）），ｚ，ｉ）
ｐ

ν（ｄｚ）ｄｓæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０．

引理 ６ 的证明与引理 ４ 类似，这里我们省略了证明．
定理 ２（平均原理）　 若假设 １ 和假设 ２ 成立， ｔ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ， 则

　 　 ｌｉｍ
􀆠→０

ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

｜ Ｘ􀆠（ ｓ） － Ｘ
－
（ ｓ） ｜ ｐ） ＝ ０．

证明

　 　 ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

｜ Ｘ􀆠（ ｓ） － Ｘ
－
（ ｓ） ｜ ｐ） ≤

　 　 　 　 ４ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
ｆ ｒ

􀆠
，Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ

－
（Ｘ

－
（ ｒ），Ｘ

－

ｒ，Ｌ（Ｘ
－
（ ｒ）），ｉ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｒ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ４ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
ｇ ｒ

􀆠
，Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｇ－（Ｘ

－
（ ｒ），Ｘ

－

ｒ，Ｌ（Ｘ
－
（ ｒ）），ｉ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄＢ（ ｒ）

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ４ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
ｍ ｒ

􀆠
，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ））æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｍ－ （Ｌ（Ｘ

－
（ ｒ）））é

ë
êê

ù

û
úú ｄＢＨ（ ｒ）

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ４ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｒ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｒ －），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｚ，ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ －é

ë
êê

æ

è
ç

　 　 　 　 ｈ
－
（Ｘ

－
（ ｒ －），Ｘ

－

ｒ，Ｌ（Ｘ
－
（ ｒ）），ｚ，ｉ） ]Ｎ（ｄｒ，ｄｚ）

ｐ

)
　 　 　 　 ４ｐ－１（Ｖ１ ＋ Ｖ２ ＋ Ｖ３ ＋ Ｖ４） ．

对于 Ｖ１， 由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和注 １ 得

　 　 Ｖ１ ≤ ２ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
ｆ ｒ

􀆠
，Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｒ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 （２Ｔ） ｐ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
｜ ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉ） － ｆ
－
（Ｘ

－
（ ｒ），Ｘ

－

ｒ，Ｌ（Ｘ
－
（ ｒ）），ｉ） ｜ ｐｄｒ ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
ｆ ｒ

􀆠
，Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｒ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 （２Ｔ） ｐ－１Ｌ∫ｔ
ｔ０
ψ（３ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｕ≤ｒ
｜ Ｘ􀆠（ｕ） － Ｘ

－
（ｕ） ｜ ｐ））ｄｒ ．

对于 Ｖ２， 由 ＢＤＧ 不等式、Ｈöｌｄｅｒ 不等式和注 １ 得

　 　 Ｖ２ ≤ Ｃｐ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｇ ｒ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｇ－（Ｘ

－
（ ｒ），Ｘ

－

ｒ，Ｌ（Ｘ
－
（ ｒ）），ｉ）

２

ｄｒæ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ ／ ２

≤

　 　 　 　 Ｃｐ２ｐ－１Ｔ（ｐ－１） ／ ２ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｇ ｒ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｇ－（Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉ）
ｐ

ｄｒ ＋

　 　 　 　 Ｃｐ２ｐ－１Ｔ（ｐ－１） ／ ２ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
‖ｇ－（Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉ） － ｇ－（Ｘ
－
（ ｒ），Ｘ

－

ｒ，Ｌ（Ｘ
－
（ ｒ）），ｉ）‖ｐｄｒ ≤

　 　 　 　 Ｃｐ２ｐ－１Ｔ（ｐ－１） ／ ２ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｇ ｒ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｇ－（Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉ）
ｐ

ｄｒ ＋
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　 　 　 　 Ｃｐ２ｐ－１Ｔ（ｐ－１） ／ ２Ｌ∫ｔ
ｔ０
ψ（３ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｕ≤ｒ
｜ Ｘ􀆠（ｕ） － Ｘ

－
（ｕ） ｜ ｐ））ｄｒ ．

对于 Ｖ３， 由文献［４］的式（３．５）和注 １ 得

　 　 Ｖ３ ≤ ２ｐ－１Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｍ ｒ
􀆠
，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ））æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｍ－ （Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）））

ｐ

ｄｒ ＋

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
‖ｍ－ （Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ））） － ｍ－ （Ｌ（Ｘ

－
（ ｒ）））‖ｐｄｒ ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｍ ｒ
􀆠
，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ））æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｍ－ （ Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）））

ｐ

ｄｒ ＋

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１Ｌ∫ｔ
ｔ０
ψ（ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｕ≤ｒ
｜ Ｘ􀆠（ｕ） － Ｘ

－
（ｕ） ｜ ｐ））ｄｒ ．

对于 Ｖ４， 由 Ｋｕｎｉｔａ 第一不等式、Ｈöｌｄｅｒ 不等式和注 １ 得

　 　 Ｖ４ ≤ Ｃ７ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｒ
􀆠
，Ｘ􀆠（ｒ －），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ｒ）），ｚ，ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｈ

－
（Ｘ􀆠（ｒ －），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ｒ）），ｚ，ｉ）
ｐ

ν（ｄｚ）ｄｒ ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｃ７∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｒ
􀆠
，Ｘ􀆠（ｒ －），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ｒ）），ｚ，ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｈ

－
（Ｘ􀆠（ｒ －），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ｒ）），ｚ，ｉ）
ｐ

ν（ｄｚ）ｄｒ ＋

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｃ７∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

｜ ｈ
－
（Ｘ􀆠（ｒ －），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ｒ）），ｚ，ｉ） － ｈ
－
（Ｘ

－
（ｒ －），Ｘ

－

ｒ，Ｌ（Ｘ
－
（ｒ）），ｚ，ｉ） ｜ ｐν（ｄｚ）ｄｒ ≤

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｃ７∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｒ
􀆠
，Ｘ􀆠（ｒ －），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ｒ）），ｚ，ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｈ

－
（Ｘ􀆠（ｒ －），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ｒ －）），ｚ，ｉ）
ｐ

ν（ｄｚ）ｄｒ ＋

　 　 　 　 ２ｐ－１Ｃ７ Ｌ∫ｔ
ｔ０
ψ（３ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｕ≤ｒ
｜ Ｘ􀆠（ｕ） － Ｘ

－
（ｕ） ｜ ｐ））ｄｒ，

其中， Ｃ７ ＝ Ｄｐ（ＶＴ） ｐ ／ ２－１ ＋ Ｄｐ ．
综上所述

　 　 ｌｉｍ
􀆠→０

ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

｜ Ｘ􀆠（ ｔ） － Ｘ
－
（ ｔ） ｜ ｐ） ≤

　 　 　 　 ８ｐ－１ ＥＥ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ ∫

ｓ

ｔ０
ｆ ｒ

􀆠
，Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｆ

－
（Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉ）é

ë
êê

ù

û
úú ｄｒ

ｐ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ８ｐ－１ＣｐＴ（ｐ－１） ／ ２ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｇ ｒ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ － ｇ－（Ｘ􀆠（ ｒ），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｉ）
ｐ

ｄｒ ＋

　 　 　 　 ８ｐ－１Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＥＥ ∫ｔ
ｔ０

ｍ ｒ
􀆠
，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ））æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｍ－ （Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）））

ｐ

ｄｒ ＋

　 　 　 　 ８ｐ－１Ｃ７ＥＥ ∫ｔ
ｔ０
∫
｜ ｚ｜ ＜ ｃ

ｈ ｒ
􀆠
，Ｘ􀆠（ ｒ －），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｚ，ｉæ

è
ç

ö

ø
÷ －æ

è
ç

　 　 　 　 ｈ
－
（Ｘ􀆠（ ｒ －），Ｘｒ

􀆠，Ｌ（Ｘ􀆠（ ｒ）），ｚ，ｉ）
ｐ
ν（ｄｚ）ｄｒ ) ＋

　 　 　 　 Ｃ８∫ｔ
ｔ０
ψ（３ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｕ≤ｒ
｜ Ｘ􀆠（ｕ） － Ｘ

－
（ｕ） ｜ ｐ））ｄｒ，

其中

　 　 Ｃ８ ＝ ８ｐ－１Ｌ（Ｔｐ－１ ＋ ＣｐＴ（ｐ－１） ／ ２ ＋ Ｃλ，ｐ，ＨＴｐＨ－１ ＋ Ｃ７） ．
由引理 ４—６ 得，对于任意 􀆠１ ＞ ０， 有

　 　 ｌｉｍ
􀆠→０

ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

｜ Ｘ􀆠（ ｓ） － Ｘ
－
（ ｓ） ｜ ） ≤ 􀆠１ ＋ Ｃ８∫ｔ

ｔ０
ψ（３ ｌｉｍ

􀆠→０
ＥＥ （ ｓｕｐ

ｔ０≤ｕ≤ｒ
｜ Ｘ􀆠（ｕ） － Ｘ

－
（ｕ） ｜ ｐ））ｄｒ ．

因此，由引理 １ 可得

　 　 ｌｉｍ
􀆠→０

ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

｜ Ｘ􀆠（ ｓ） － Ｘ
－
（ ｓ） ｜ ） ≤ １

３
Ｇ －１（Ｇ（３􀆠１） ＋ ２Ｃ８Ｔ），
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　 　 Ｇ －１（Ｇ（３􀆠１） ＋ ２Ｃ８Ｔ） ∈ Ｄｏｍ（Ｇ －１）， ｌｉｍ
􀆠１→０

Ｇ（３􀆠１） ＝ － ∞， Ｄｏｍ（Ｇ －１） ＝ （ － ∞，Ｇ（∞ ）） ．

令 􀆠１ → ０ 可得

　 　 ｌｉｍ
􀆠→０

ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｓ≤ｔ

｜ Ｘ􀆠（ ｓ） － Ｘ
－
（ ｓ） ｜ ） ＝ ０．

注 ３　 由 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ⁃Ｍａｒｋｏｖ 不等式和定理 ２，对于任意给定的数 δ ＞ ０， 我们有

　 　 ｌｉｍ
􀆠→０

ＰＰ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｔ≤Ｔ

｜ Ｘ􀆠（ ｔ） － Ｘ
－
（ ｔ） ｜ ＞ δ） ≤ １

δ ｐ ｌｉｍ
􀆠→０

ＥＥ （ ｓｕｐ
ｔ０≤ｔ≤Ｔ

｜ Ｘ􀆠（ ｔ） － Ｘ
－
（ ｔ） ｜ ｐ） ＝ ０，

这表明解 Ｘ􀆠（ ｔ） 依概率收敛到平均解 Ｘ
－
（ ｔ） ．

４　 结　 　 论

本文研究了由 Ｈｕｒｓｔ 指数 Ｈ ＞ １ ／ ２ 的分数 Ｂｒｏｗｎ 运动和 Ｌéｖｙ 过程同时驱动的带 Ｍａｒｋｏｖ 切换和随机比

例时间的分布依赖的随机泛函微分方程． 在系数满足非 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件与多项式增长假设下，采用

Ｃａｒａｔｈéｏｄｏｒｙ 逼近构造逼近解序列，借助 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式及 Ｂｉｈａｒｉ 不等式证明该序列的收敛性，进而证明原

方程解的存在唯一性．在此基础上，引入平均条件，建立了该方程的平均原理，证明了分布依赖随机泛函微分

方程的解被其平均化随机泛函微分方程的解在 ｐ⁃阶矩意义下逼近．
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