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摘要：　 本文旨在利用复分析计算现代势理论方法基础理论中的两个典型积分．在高等数学框架下，这些定积分较

难计算，它们通常作为结论直接应用于三维断裂和接触问题中．综合利用复分析中的留数定理、大圆弧引理和小圆

弧引理，获得定积分的显式表达式．该工作进一步完善了三维断裂和接触问题的理论基础，彰显了复分析在计算定

积分方面的独特优势．
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０　 引　 　 言

复分析作为处理弹性力学平面问题的有力数学工具， 借助复势函数［１⁃３］与保角变换［４⁃５］等方法， 在平面

断裂与接触问题的解析求解中具有重要作用．势理论作为调和分析的重要分支， 是求解 Ｌａｐｌａｃｅ 方程的重要
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工具［６］ ． 自 １９８０ 年代 Ｆａｂｒｉｋａｎｔ 提出现代势理论方法以来［７⁃８］， 该方法已成为处理三维非轴对称弹性力学问

题的有效手段． 关于现代势理论方法在三维断裂力学与接触力学中的应用， 有兴趣的读者可参考综述文献

［９⁃１０］．
本文主要针对三维断裂和接触问题中的两个典型积分，它们在高等数学框架下较难计算．虽然可以利用

积分手册查出积分结果，但是积分手册没有给出求解步骤．本文综合利用复分析中的留数定理、小圆弧引理

和大圆弧引理，详尽地给出了求解步骤，巧妙地得到积分结果，为三维弹性力学求解框架中复分析工具的应

用提供了具体算例与参考．

１　 多值函数的积分

Ｆａｂｒｉｋａｎｔ 现代势理论方法的核心思想是将 Ｅｕｃｌｉｄ 空间中两点 （ρ，ϕ，０） 和 （ρ０，ϕ０，０） 之间距离倒数的 １

＋ μ 次幂表示为如下积分［７］

　 　 １
Ｒ１＋μ

＝ ２
π

ｃｏｓ πμ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫ｍｉｎ（ρ，ρ０）

０

λ（ｘ２ ／ （ρρ０），ϕ － ϕ０）ｘμ

［（ρ２ － ｘ２）（ρ２
０ － ｘ２）］ （１＋μ） ／ ２ ｄｘ，　 　 － １ ＜ μ ＜ １， （１）

其中 Ｒ ＝ ρ２ ＋ ρ２
０ － ２ρρ０ｃｏｓ（ϕ － ϕ０） ．对于 Ｇｉｂｓｏｎ 地基等幂律梯度材料半空间在 （ρ０，ϕ０，０） 处作用单位集

中力，弹性半空间的竖向位移基本解正比于 １ ／ Ｒ１＋μ ．因此， １ ／ Ｒ１＋μ 作为核函数出现在非均匀材料半空间断裂

和接触问题相应的微分⁃积分方程和积分方程中［１１⁃１２］ ．当 μ ＝ ０ 时， Ｒ 代表两点间距离，问题则退化为均匀材

料的混合边值问题． λ（·，·） 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 核也称为边界影响函数，有

　 　 λ（ｋ，ψ） ＝ １ － ｋ２

１ ＋ ｋ２ － ２ｋｃｏｓ ψ
． （２）

该函数代表着在单位圆盘边界 ｒ ＝ １，极角 ϕ处作用点热源或点电荷，在圆盘内部点 （ｋ，ϕ０） 处引起的温度或

电势．
在 Ｆａｂｒｉｋａｎｔ 的专著［７］中，关于式（１）的证明仅给出了中间步骤，即利用换元法

　 　 η（ｘ） ＝ （ρ２ － ｘ２）（ρ２
０ － ｘ２） ／ ｘ， （３）

当 ｘ ＝ ｍｉｎ（ρ０，ρ） 时， η ＝ ０； 当 ｘ→０ 时， η→∞ ．通过引入变量 η， 将一个依赖于空间参数 ρ０ 和 ρ 的有限区

间转化为一个标准的、参数无关的半无穷区间积分形式，便于进行后续围道积分．将 η 作为积分变量进行变

量替换，得到

　 　 ｄｘ ＝ ｘ３η
ｘ４ － ρ２ρ２

０

ｄη， λ ｘ２

ρρ０
，ϕ － ϕ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ｘη

Ｒ２ ＋ η２

ｄη
ｄｘ

． （４）

将式（４）代入式（１），则式（１）右端可改写为

　 　 ２
π

ｃｏｓ πμ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫ｍｉｎ（ρ，ρ０）

０

λ（ｘ２ ／ （ρρ０），ϕ － ϕ０）ｘμ

［（ρ２ － ｘ２）（ρ２
０ － ｘ２）］ （１＋μ） ／ ２ ｄｘ ＝

　 　 　 　 ２
π

ｃｏｓ πμ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫∞

０

η －μ

Ｒ２ ＋ η２ ｄη ． （５）

若要证明式（１）成立，即需证明下式成立：

　 　 １
Ｒ１＋μ

＝ ２
π

ｃｏｓ πμ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫∞

０

η －μ

Ｒ２ ＋ η２ ｄη，　 　 － １ ＜ μ ＜ １． （６）

证明式（６）成立的关键是计算积分

　 　 ∫∞
０

η －μ

Ｒ２ ＋ η２ ｄη ． （７）

在微积分框架下，该积分较难算出．但我们可利用复分析中留数定理这一有力的工具来达成目标．为此，
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考虑如下围道积分：

　 　 ∮
Ｃ

ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
ｄｚ， （８）

其中 ｚ －μ ＝ （η ＋ ｉε） －μ 为定义在复平面上的多值函数，ｉ ＝ －１ ；围道 Ｃ 为积分路径，由逆时针方向的大圆弧

ＣＲ０
（ ｚ ＝ Ｒ０，０≤ ａｒｇｚ ＜ ２π）、顺时针方向的小圆弧Ｃδ（ ｚ ＝ δ，０≤ ａｒｇｚ ＜ ２π）、有向线段（δ，０） →（Ｒ０，０） 和

（Ｒ０，０） → （δ，０） 组成，如图 １ 所示．

图 １　 式（８）对应的复平面、围道积分路径和奇点示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｐｌａｎｅ， ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｐａｔｈ

ａｎｄ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｎｄ ｉｎ ｅｑ．（８）

注意到 ｚ －μ 为多值函数，式（８）可以转化为

　 　 ∮
Ｃ

ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
ｄｚ ＝ ∫Ｒ０

δ

η －μ

Ｒ２ ＋ η２ ｄη ＋ ∫
ＣＲ０

ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
ｄｚ ＋

　 　 　 　 ∫δ
Ｒ０

（ηｅｉ２π） －μ

Ｒ２ ＋ （ηｅｉ２π）η２ ｄη ＋ ∫
Ｃδ

ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
ｄｚ ． （９）

合并同类项，式（９）可简化为

　 　 ∮
Ｃ

ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
ｄｚ ＝ （１ － ｅ － ｉ２πμ） ∫Ｒ０

δ

η －μ

Ｒ２ ＋ η２ ｄη ＋ ∫
ＣＲ０

ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
ｄｚ ＋ ∫

Ｃδ

ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
ｄｚ ． （１０）

若 δ ＜ Ｒ ＜ Ｒ０， 在围道 Ｃ 内有两个单极点 ｚ１，２ ＝ ± Ｒｉ ．相应的留数分别为

　 　 Ｒｅｓ
ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
，Ｒｉæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

２ｉＲ１＋μ ｅ － ｉπ２ μ， （１１）

　 　 Ｒｅｓ
ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
， － Ｒｉæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

２ｉＲ１＋μ ｅ － ｉ３π２ μ ． （１２）

由留数定理［１３］知

　 　 ∮
Ｃ

ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
ｄｚ ＝ ２πｉ Ｒｅｓ

ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
，Ｒｉæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｒｅｓ

ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
， － Ｒｉæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１３）

将式（１１）和（１２）代入式（１３）可得到

　 　 ∮
Ｃ

ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
ｄｚ ＝ π

Ｒ１＋μ ｅ － ｉπ２ μ － ｅ － ｉ３π２ μ( ) ． （１４）

由于被积函数具有如下性质：

　 　 ｌｉｍ
ｚ→∞

ｚ· ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｌｉｍ

ｚ→∞

ｚ１－μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
＝ ０， ｌｉｍ

ｚ→０
ｚ· ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｌｉｍ

ｚ→０

ｚ１－μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
＝ ０． （１５）
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分别根据小圆弧引理和大圆弧引理［１３］可得

　 　 ｌｉｍ
ｚ→０∫Ｃδ

ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
ｄｚ ＝ ０， ｌｉｍ

ｚ→∞
∫
ＣＲ０

ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
ｄｚ ＝ ０． （１６）

在式（１０）两端同时令 Ｒ０ → ∞ 且 δ → ０ 并利用式（１６）可得

　 　 ∮
Ｃ

ｚ －μ

Ｒ２ ＋ ｚ２
ｄｚ ＝ （１ － ｅ － ｉ２πμ） ∫∞

０

η －μ

Ｒ２ ＋ η２ ｄη ． （１７）

联合式（１４）和（１７）可得

　 　 （１ － ｅ － ｉ２πμ） ∫∞
０

η －μ

Ｒ２ ＋ η２ ｄη ＝ π
Ｒ１＋μ ｅ － ｉπ２ μ － ｅ － ｉ３π２ μ( ) ． （１８）

两端同乘 ｅｉπμ， 并利用 Ｅｕｌｅｒ 公式可得

　 　 ｓｉｎ（πμ） ∫∞
０

η －μ

Ｒ２ ＋ η２ ｄη ＝ π
Ｒ１＋μ ｓｉｎ πμ

２
． （１９）

利用倍角公式，式（１９）可简化为

　 　 １
Ｒ１＋μ

＝ ２
π

ｃｏｓ πμ
２ ∫

∞

０

η －μ

Ｒ２ ＋ η２ ｄη ． （２０）

得证．

２　 含三角函数有理式的积分

试证明

　 　 １
２π ∫

２π

０

１ － ｋ２

１ － ２ｋｃｏｓ θ ＋ ｋ２ ｄθ ＝ １，　 　 ０ ≤ ｋ ＜ １． （２１）

该结论在断裂力学和接触力学问题中经常遇到．例如，在三维弹性力学框架内，计算受均布载荷作用下币状

裂纹的张开位移时，需要运用式（２１）的结果［７］ ．在稳态热弹性场中，求解无限大介质内币状裂纹在裂纹面上

的法向应力，同样需要式（２１）的帮助［１４］ ．此外，在多铁性复合材料的接触问题中，式（２１）被应用于求解广义

应力分量、总接触力、总电荷量和总磁通量［１５］ ．
运用复分析中的留数定理，很容易计算出式（２１）中的积分．若设 ｚ ＝ ｅｉθ 利用 Ｅｕｌｅｒ 公式可得

　 　 ｃｏｓ θ ＝ １ ＋ ｚ２

２ｚ
， ｄθ ＝ ｄｚ

ｉｚ
． （２２）

将式（２２）代入式（２１）左端（以后用符号 Ｉ 表示），原积分可转化为复平面上围道为单位圆的复变积分．当实

变数 θ 从 ０ 变化到 ２π 时，对应的复变数 ｚ ＝ ｅｉθ 从起点 ｚ ＝ １ 出发，沿单位圆 ｚ ＝ １ 逆时针绕行一周后返回 ｚ
＝ １．由此，实变定积分转化为如图 ２ 所示的复变围道积分

　 　 Ｉ ＝ １
２π ∫

２π

０

１ － ｋ２

１ － ２ｋｃｏｓ θ ＋ ｋ２ ｄθ ＝ １ － ｋ２

２πｉ ∮ ｚ ＝ １

１
１ ＋ ｋ２ － ｋ（１ ＋ ｚ２） ／ ｚ

ｄｚ
ｚ
． （２３）

式（２３）化简可得

　 　 Ｉ ＝ － １ － ｋ２

２πｉ ∮ ｚ ＝ １

１
（ ｚ － ｋ）（ｋｚ － １）

ｄｚ ． （２４）

显然被积函数有两个单极点 ｚ１ ＝ ｋ ＜ １， ｚ２ ＝ １ ／ ｋ ＞ １．围道内仅有一个极点 ｚ１ ＝ ｋ， 且留数为

　 　 Ｒｅｓ １
（ ｚ － ｋ）（ｋｚ － １）

，ｋé

ë
êê

ù

û
úú ＝ １

ｋ２ － １
． （２５）

由留数定理可得

　 　 Ｉ ＝ － １ － ｋ２

２πｉ
·２πｉ·Ｒｅｓ １

（ ｚ － ｋ）（ｋｚ － １）
，ｋé

ë
êê

ù

û
úú ． （２６）
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将式（２５）代入式（２６）即可证明式（２１）成立．

图 ２　 围道为单位圆的复变积分（式（２４））示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｏｎｔｏｕｒ （ｅｑ． （２４））

３　 解的一致性

式（６）和（２１）中的积分也可以通过查阅积分手册［１６］而得到积分结果．这里通过对比本文解和积分手册

中的结果，来验证解的有效性．
积分手册 ３．２４１．２ 项给出如下结果（该结果同样可采用复分析方法证明得到，具体过程见附录 Ａ）：

　 　 ∫∞
０

ｘβ－１

１ ＋ ｘα ｄｘ ＝ π
α

ｃｏｓｅｃ βπ
α

，　 　 Ｒｅ（α） ＞ Ｒｅ（β） ＞ ０， （２７）

其中 Ｒｅ（·） 为变量的实部．若在式（２７）中令 α ＝ ２ 且 β ＝ １ － μ（ － １ ＜ μ ＜ １）， 此时条件 Ｒｅ（α） ＞ Ｒｅ（β） ＞
０ 成立．于是，由式（２７）可得

　 　 ∫∞
０

ｘ －μ

１ ＋ ｘ２ ｄｘ ＝ π
２

ｃｏｓｅｃ （１ － μ）π
２

＝ π
２

１
ｃｏｓ（μπ ／ ２）

． （２８）

在式（６）中令 η ＝ Ｒｘ 可得

　 　 ２
π
ｃｏｓ πμ

２ ∫
∞

０

ｘ －μ

１ ＋ ｘ２ ｄｘ ＝ １， （２９）

它与式（２８）一致．
积分手册 ３．６１３．２ 项给出如下结果（该结果同样可采用复分析方法证明得到，具体过程见附录 Ｂ）

　 　 ∫π
０

ｃｏｓ（ｎｘ）
１ － ２ａｃｏｓ ｘ ＋ ａ２ ｄｘ ＝ πａｎ

１ － ａ２ 　 　 （ａ２ ＜ １，ｎ ≥ ０） ． （３０）

令 ｎ ＝ ０ 且 ｋ ＝ ａ， 上式转化为

　 　 ∫π
０

１
１ － ２ｋｃｏｓ ｘ ＋ ｋ２ ｄｘ ＝ π

１ － ｋ２ ． （３１）

由对称性可知

　 　 ∫２π
０

１
１ － ２ｋｃｏｓ ｘ ＋ ｋ２ ｄｘ ＝ ２ ∫π

０

１
１ － ２ｋｃｏｓ ｘ ＋ ｋ２ ｄｘ ． （３２）

由式（３１）和（３２）得

　 　 ∫２π
０

１
１ － ２ｋｃｏｓ ｘ ＋ ｋ２ ｄｘ ＝ ２π

１ － ｋ２， （３３）
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这与式（２１）一致．

４　 结 　 论

本文利用复分析中留数定理这一强大的工具计算了现代势理论方法中求解断裂和接触问题的两个典型

积分，所得结果与积分手册［１６］中的结果一致．本文结果进一步夯实了现代势理论方法基本理论的基础，丰富

了弹性力学和数学物理方法的教学内容．
复分析方法在三维弹性力学问题中的应用，不仅限于文中所示的两类积分，还具有较强的推广潜力．该

方法可进一步拓展至其他类型的高阶奇异积分或三维断裂和接触问题中．此类解析解可用于验证边界元法

和有限元法等数值方法的准确性．将实数域具有较高挑战性的积分（例如，奇异积分、瑕积分）通过复分析转

化为复平面上的围道积分，获得显式表达式，从而明晰函数依赖关系．本文获得的积分表达式可嵌入 Ｍａｔｈ⁃
ｅｍａｔｉｃａ 和 Ｍａｐｌｅ 等数值计算软件中，进一步提升这些软件处理复杂问题的能力．未来在多场耦合力学、多孔

介质力学等复杂三维边值问题中，复分析方法将展现出更广阔的应用前景．

附　 录　 Ａ

证明：

　 　 ∫∞
０

ｘβ－１

１ ＋ ｘα
ｄｘ ＝ π

α
ｃｏｓｅｃ βπ

α
， 　 　 Ｒｅ（α） ＞ Ｒｅ（β） ＞ ０． （Ａ１）

令 ｘα ＝ ｔ， 则式（Ａ１）可转化为

　 　 ∫∞
０

ｘβ－１

１ ＋ ｘα
ｄｘ ＝ １

α ∫
∞

０

ｔ β ／ α－１

１ ＋ ｔ
ｄｔ ＝ １

α ∫
∞

０

ｔｋ－１

１ ＋ ｔ
ｄｔ ． （Ａ２）

构建如下围道积分

　 　 ∮
Ｃ

ｚｋ－１

ｚ ＋ １
ｄｚ， （Ａ３）

其中 ｚｋ－１ ＝ （ｘ ＋ ｉｙ） ｋ－１ 为定义在复平面上的多值函数，ｉ＝ －１， ｋ ＝ α ／ β∈ （０，１）； 围道 Ｃ 为积分路径，由逆时针方向的大圆

弧 ＣＲ０
（ ｚ ＝ Ｒ０，０≤ ａｒｇ ｚ ＜ ２π）、顺时针方向的小圆弧 Ｃδ（ ｚ ＝ δ，０≤ ａｒｇ ｚ ＜ ２π）、有向线段（δ，０） → （Ｒ０，０） 和 （Ｒ０，０） →

（δ，０） 组成，如图 Ａ１ 所示．

图 Ａ１　 式（Ａ３）对应的复平面、围道积分路径和奇点示意图

Ｆｉｇ． Ａ１　 Ｔｈｅ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｐｌａｎｅ， ｔｈｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｐａｔｈ

ａｎｄ ｔｈｅ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｎｄ ｉｎ ｅｑ．（Ａ３）

注意到 ｚｋ－１ 为多值函数，式（Ａ３）可以转化为
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　 　 ∮
Ｃ

ｚｋ－１

ｚ ＋ １
ｄｚ ＝ ∫Ｒ０

δ

ｘｋ－１

ｘ ＋ １
ｄｘ ＋ ∫

ＣＲ０

ｚｋ－１

ｚ ＋ １
ｄｚ ＋ ∫δ

Ｒ０

（ｘｅｉ２π） ｋ－１

ｘｅｉ２π ＋ １
ｄｘ ＋ ∫

Ｃδ

ｚｋ－１

ｚ ＋ １
ｄｚ ＝

　 　 　 　 （１ － ｅｉ２πｋ） ∫Ｒ０
δ

ｘｋ－１

ｘ ＋ １
ｄｘ ＋ ∫

ＣＲ０

ｚｋ－１

ｚ ＋ １
ｄｚ ＋ ∫

Ｃδ

ｚｋ－１

ｚ ＋ １
ｄｚ ． （Ａ４）

若 δ ＜ Ｒ ＜ Ｒ０， 在围道 Ｃ 内有一个单极点 ｚ０ ＝ － １， 由留数定理得

　 　 ∮
Ｃ

ｚｋ－１

ｚ ＋ １
ｄｚ ＝ ２πｉＲｅｓ

ｚｋ－１

ｚ ＋ １
， － １( ) ＝ ２πｉ （ － １） ｋ－１ ＝ － ２πｉｅｉπｋ ． （Ａ５）

由于被积函数具有如下性质：

　 　 ｌｉｍ
ｚ→∞

ｚ· ｚｋ－１

ｚ ＋ １( ) ＝ ｌｉｍ
ｚ→∞

ｚｋ

ｚ ＋ １
＝ ０， ｌｉｍ

ｚ→０
ｚ· ｚｋ－１

ｚ ＋ １( ) ＝ ｌｉｍ
ｚ→０

ｚｋ

ｚ ＋ １
＝ ０． （Ａ６）

分别根据小圆弧引理和大圆弧引理可得

　 　 ｌｉｍ
ｚ→０∫Ｃδ

ｚｋ－１

ｚ ＋ １
ｄｚ ＝ ０， ｌｉｍ

ｚ→∞
∫
ＣＲ０

ｚｋ－１

ｚ ＋ １
ｄｚ ＝ ０． （Ａ７）

在式（Ａ４）两端同时令 Ｒ０ → ∞ 且 δ → ０ 并利用式（Ａ７）可得

　 　 ∮
Ｃ

ｚｋ－１

ｚ ＋ １
ｄｚ ＝ （１ － ｅｉ２πｋ） ∫∞

０

ｘｋ－１

ｘ ＋ １
ｄｘ ． （Ａ８）

联合式（Ａ５）和式（Ａ８）可得

　 　 （１ － ｅｉ２πｋ） ∫∞
０

ｘｋ－１

ｘ ＋ １
ｄｘ ＝ － ２πｉｅｉπｋ ． （Ａ９）

两端同乘 ｅ － ｉπｋ， 并利用 Ｅｕｌｅｒ 公式可得

　 　 ∫∞
０

ｘｋ－１

ｘ ＋ １
ｄｘ ＝ π

ｓｉｎ（ｋπ）
＝ πｃｏｓｅｃ（ｋπ） ． （Ａ１０）

将式（Ａ１０）代入式（Ａ２）可得

　 　 ∫∞
０

ｘβ－１

１ ＋ ｘα
ｄｘ ＝ π

α
ｃｏｓｅｃ βπ

α
， （Ａ１１）

得证．

附　 录　 Ｂ

证明：

　 　 ∫π
０

ｃｏｓ（ｎｘ）
１ － ２ａｃｏｓ ｘ ＋ ａ２ ｄｘ ＝ πａｎ

１ － ａ２ 　 　 （ａ２ ＜ １， ｎ ≥ ０） ． （Ｂ１）

由于被积函数 ｇｎ（ｘ） ＝ ｃｏｓ（ｎｘ）
１ － ２ａｃｏｓ ｘ ＋ ａ２ 为偶函数，所以 ∫π

０
ｇｎ（ｘ） ＝ ∫０

－π
ｇｎ（ｘ）， 因而

　 　 Ｉｎ ＝ ∫π
０

ｃｏｓ（ｎｘ）
１ － ２ａｃｏｓ ｘ ＋ ａ２ ｄｘ ＝ １

２ ∫
π

－π

ｃｏｓ（ｎｘ）
１ － ２ａｃｏｓ ｘ ＋ ａ２ ｄｘ ． （Ｂ２）

根据 Ｅｕｌｅｒ 公式， ｅｉｎｘ ＝ ｃｏｓ（ｎｘ） ＋ ｉｓｉｎ（ｎｘ）， 可将上述积分转化为

　 　 ∫π
０

ｃｏｓ（ｎｘ）
１ － ２ａｃｏｓ ｘ ＋ ａ２ ｄｘ ＝ １

２ ∫π
－π

ｅｉｎｘ

１ － ２ａｃｏｓ ｘ ＋ ａ２ ｄｘ － ｉ ∫π
－π

ｓｉｎ（ｎｘ）
１ － ２ａｃｏｓ ｘ ＋ ａ２ ｄｘé

ë
êê

ù
û
úú ． （Ｂ３）

因为虚部 ｈｎ（ｘ） ＝ ｓｉｎ（ｎｘ）
１ － ２ａｃｏｓ ｘ ＋ ａ２ 为奇函数，在对称区间积分为 ０，故有

　 　 ∫π
０

ｃｏｓ（ｎｘ）
１ － ２ａｃｏｓ ｘ ＋ ａ２ ｄｘ ＝ １

２ ∫
π

－π

ｅｉｎｘ

１ － ２ａｃｏｓ ｘ ＋ ａ２ ｄｘ ． （Ｂ４）

设 ｚ ＝ ｅｉｘ， 则

　 　 ｃｏｓ ｘ ＝ １ ＋ ｚ２

２ｚ
， ｄｘ ＝ ｄｚ

ｉｚ
， ｅｉｎｘ ＝ ｚｎ ． （Ｂ５）

将式（Ｂ５）代入式（Ｂ４）右端（以下记作 Ｉｎ）， 原积分可转化为复平面上围道为单位圆的复变积分，如图 Ｂ１ 所示．
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当实变数 ｘ 从 ０ 变化到 ２π 时，对应的复变数 ｚ ＝ ｅｉｘ 从起点 ｚ ＝ １ 出发，沿单位圆 ｚ ＝ １ 逆时针绕行一周后返回 ｚ ＝ １．

由此，实变定积分转化为如图 Ｂ１ 所示的复变围道积分：

　 　 Ｉｎ ＝ ∫π
０

ｃｏｓ（ｎｘ）
１ － ２ａｃｏｓ ｘ ＋ ａ２ ｄｘ ＝ － １

２ｉ ∮ ｚ ＝ １

ｚｎ

（ａｚ － １）（ ｚ － ａ）
ｄｚ ． （Ｂ６）

显然被积函数有两个单极点 ｚ１ ＝ ａ， ｚ２ ＝ １ ／ ａ ．因 ａ ＜ １， 则 ｚ２ ＝ １ ／ ａ 在单位圆外，因此围道内仅有一个极点 ｚ１ ＝ ａ， 其留数

为

　 　 Ｒｅｓ ｚｎ

（ａｚ － １）（ ｚ － ａ）
，ａ[ ] ＝ ａｎ

ａ２ － １
， （Ｂ７）

由留数定理可得

　 　 Ｉｎ ＝ － １
２ｉ

·２πｉＲｅｓ
ｚｎ

（ａｚ － １）（ ｚ － ａ）
，ａ[ ] ＝ πａｎ

１ － ａ２， （Ｂ８）

即式（Ｂ１）成立．

图 Ｂ１　 围道为单位圆的复变积分（式（Ｂ６））示意图

Ｆｉｇ． Ｂ１　 Ｔｈｅ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｉｔ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｏｎｔｏｕｒ （ｅｑ．（Ｂ６））
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