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摘要：　 研究了一类 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格轨线的非线性扰动模型．首先求得了 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格在无

扰动情形下模型轨线的精确解．然后引入一组广义泛函分析同伦映射，构造一组迭代系统，得到了

Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格非线性扰动模型轨线的任意次渐近解．最后讨论了一个微扰系统．该文在方法上

可较方便地得到轨线的渐近表示式．
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引　 　 言

激光冷却技术使 Ｂｏｓｅ⁃Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 凝聚（ＢＥＣ）理论得到很大的发展［１］ ．近来，国内外学者在冷

原子研究中对光晶格超流 Ｆｅｒｍｉ 气体和它的凝聚体的动力学特性做了较多的讨论，包括量子

相变，波的干涉和演化，Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ 效应，利用 Ｆｅｓｈｂａｃｈ 共振技术控制光晶格特性、调节原子间

的相互作用，光晶格中 Ｆｅｒｍｉ 气体 ＢＣＳ 和 ＢＥＣ 间过渡的稳定性和隧穿性态，Ｂｌｏｃｈ 振荡，超流⁃
绝缘的相变，通过相平面的分析和周期性的调制研究 ＢＣＳ⁃ｕｎｉｔａｒｉｔｙ 跨越区的一些现象等［２⁃１５］ ．
Ｌａｎｄａｕ⁃Ｚｅｎｅｒ 隧穿效应是超流 Ｆｅｒｍｉ 凝聚体一个很有意义的量子现象，它是描述在外场驱动下

系统相邻能级间的量子隧穿．这样的隧穿普遍地存在于各类系统中，并具有十分广泛的应用价

值．而双势阱又为研究这种隧穿现象提供了良好的效果．包括非线性振荡、强耦合周期驱动、自
俘获现象和阱间的 Ｌａｎｄａｕ⁃Ｚｅｎｅｒ 隧穿现象等［１１］ ．近来一些学者还利用非线性动力学的解析理

论来研究一类 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格扰动系统模型，并求得了渐近解，从而可得到其他有关物理量

更广泛的性态．莫嘉琪等利用非线性渐近解析方法研究了有关的非线性物理问题［１６⁃３１］ ．本文利

用一个简单而有效的方法得到了一类 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格扰动系统中轨线的渐近表示．

１　 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格系统

研究光晶格凝聚的 Ｆｅｒｍｉ 气体，对凝聚的钠原子，Ｃｏｏｐｅｒ 对尺度相对光晶格尺度足够小和
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温度足够低的情况下，Ｆｅｒｍｉ 气体分子体系从 ＢＣＳ 到 ｕｎｉｔａｒｉｔｙ 渡越时的动力学行为可以用非线

性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程来描述：

　 　 ｉｈ－－ ∂ψ
∂ｔ

＝ － １
４ｍ

ｈ－－ ∂
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－ ２ｉａｌ ｔ
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è
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ø
÷

２

ψ ＋ Ｖ０ｃｏｓ（２ｋＬｘ）ψ ＋ μψ， （１）

这里 ｔ，ｘ分别为时间和空间变量， ψ为凝聚体的波函数，而 ｈ－－，ｍ，ａｌ， ｋＬ，μ和 Ｖ０ 的物理意义参见

文献［１２⁃１３］．在一定的情况下，从 ＢＣＳ 区过渡到 ｕｎｉｔａｒｉｔｙ 区的化学势，非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程

（１）便为布局数差 ｓ 与相对相位 ｚ 应满足的无量纲系统［１１，１５］：

　 　 ｄｓ
ｄ ｔ－

＝ － ｖ １ － ｓ２ ｓｉｎ ｚ， （２）
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其中 ｖ－，ｖ，ｄｉ（ ｉ ＝ １，２） 为一已知的无量纲数值，而 ｆ（ ｓ，ｚ） 为扰动函数，设它为充分光滑函数．

２　 光晶格系统轨线

由式（２）可得

　 　 ｄ ｔ－ ＝ － ｄｓ

ｖ－ １ － ｓ２ ｓｉｎ ｚ
．

将它代入式（３），便可得到光晶格扰动系统在 ｓ，ｚ 相平面上轨线满足的方程：
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考虑 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格在无扰动系统的情形，即 ｆ（ ｓ，ｚ） ＝ ０．于是由轨线方程（４）有
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图 １　 在光晶格无扰动机制时 Ｆｅｒｍｉ 气体的轨线曲线 （Ｃ ＝ １．０，０．８，０．６，０．４，０．２）
Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐａｔｈ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ａ Ｆｅｒｍｉ ｇａｓ ｉｎ ｏｐｔｉｃａｌ ｌａｔｔｉｃｅ ｗｉｔｈ ｎｏｎ⁃ｄｉｓｔｕｒｂｅｄ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

（Ｃ ＝ １．０，０．８，０．６，０．４，０．２）

由式（５），不难得到 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格在无扰动情形下轨线的精确解表示式：
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　 　 ｚ ＝ ± ａｒｃｃｏｓ Ｃ（１ － ｓ２） －１ ／ ２ － １
６４ｖ－ｋ２
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选取无量纲参数为 ｄ１ ＝ ｄ２ ＝ ｖ－ ＝ ｋＬ ＝ １，当常数 Ｃ ＝ １．０，０．８，０．６，０．４，０．２ 时，Ｆｅｒｍｉ 气体光晶

格无扰动情形轨线的精确解（６）在相平面 ｓ，ｚ（ － １ ≤ ｓ ≤ １） 上的闭轨线曲线（极限环）如图 １
所示．

３　 扰动系统同伦映射

现在考虑 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格在具有扰动系统下的情形．此时 ｓ，ｚ 相平面上轨线满足式（４），
由于扰动系统函数 ｆ（ ｓ，ｚ） ≠ ０， 下面用广义泛函同伦分析映射方法［３２⁃３４］ 来寻求 Ｆｅｒｍｉ 气体光

晶格扰动模型（４）对应轨线的渐近表示式．
首先对式（４）作变换，令 Ｚ ＝ ｃｏｓ ｚ， 得
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引入一个广义泛函分析同伦映射 Ｈ（Ｚ，ｐ）：Ｒ × Ｉ → Ｒ：
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这里 Ｒ ＝ （ － ∞， ＋ ∞），Ｉ ＝ ［０，１］， 算子
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Ｙ 为初始函数．不难看出， Ｈ（Ｚ，１） ＝ ０ 与光晶格扰动系统在相平面上的轨线方程（４）相同．因此

方程（４）的解就是 Ｈ（Ｚ，ｐ） ＝ ０ 的解当 ｐ → １ 的情形．
由方程（５）的一个精确解，选取初始函数 Ｙ（ ｓ） ＝ Ｚ０（ ｓ），
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并设
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将式（１０）代入广义泛函分析同伦映射（８），合并 ｐ 的同次幂系数并设其为 ０．由于 ｐ 的零次幂

系数为 ０，故可以选取

　 　 Ｙ０（ ｓ） ≡ Ｚ０（ ｓ） ＝ ａｒｃｃｏｓ Ｃ（１ － ｓ２） －１ ／ ２ － １
６４ｖ－ｋ２
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（８ｄ１（１ － ｓ２） ＋ ｄ２ （１ － ｓ２） ２）é
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由式（８）， Ｈ（Ｚ，ｐ） 中 ｐ 的一次幂系数等于 ０，得

　 　 Ｌ（Ｚ１） ＝ －
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由式（１２），可得满足零初始条件的解为

　 　 Ｚ１（ ｓ） ＝ － ∫ｓ
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由式（８）， Ｈ（Ｚ，ｐ） 中 ｐ 的二次幂系数等于 ０，得
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　 　 Ｌ（Ｚ２） ＝ － Ｆ１， （１４）

其中　 　 Ｆ１ ＝ ∂
∂ｐ [ ｆ（ ｒ，ｃｏｓ －１∑
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于是方程（１４）满足零初始条件的解为

　 　 Ｚ２（ ｓ） ＝ － ∫ｓ
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由式（１１）、（１３）、（１５）和式（１０），再令 ｐ ＝ １ 便得到方程（７）解的一次、二次渐近式 Ｙ１，Ｙ２：
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　 　 Ｙ２（ ｓ） ＝ ａｒｃｃｏｓ Ｃ（１ － ｓ２） －１ ／ ２ － １
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用同样的方法，可以得到方程（７）的更高次渐近解 Ｙｎ（ ｓ）（ｎ ＝ ３，４，…）， 再由变换 Ｚ ＝ ｃｏｓ ｚ， 便

得到 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格在扰动系统下轨线解 ｚ（ ｓ） 的第 ｎ 次渐近解 ｚｎ：
　 　 ｚｎ ＝ ａｒｃｃｏｓ［Ｙｎ］，　 　 ｎ ＝ １，２，… ． （１８）

４　 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格微扰模型

考虑在 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格微扰调制的情形，它的微扰项为 ｆ（ ｓ，ｚ） ＝ εｓｉｎ２ｚ 的周期调制，其
中 ε 为小的正参数．这时 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格扰动系统（２）、（３）表示为
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作变换 Ｚ ＝ ｃｏｓ ｚ， 对应式（７）为
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由广义泛函分析同伦映射式（８）和（１１），Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格模型（２１）解的初始函数为

　 　 Ｙ０（ ｓ） ≡ Ｚ０（ ｓ） ＝ ａｒｃｃｏｓ Ｃ（１ － ｓ２） －１ ／ ２ － １
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由式（１０），可得到广义泛函分析同伦映射（８）的 Ｚ１（ ｓ）：

　 　 Ｚ１（ ｓ） ＝ － ε ∫ｓ
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其中 Ｚ０ 由式（２２）表示．
由式（１４），便得到 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格模型（２１）解的一次渐近式 Ｙ１（ ｓ） 为

　 　 Ｙ１（ ｓ） ＝ ａｒｃｃｏｓ Ｃ（１ － ｓ２） －１ ／ ２ － １
６４ｖ－ｋ２
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选取无量纲参数为 ｄ１ ＝ ｄ２ ＝ ｖ－ ＝ ｋＬ ＝ １，Ｃ ＝ ０．５， 当小参数 ε ＝ ０．１，０．３ 时，Ｆｅｒｍｉ 气体光晶

格模型（２１）的精确解 Ｙ（ ｓ） ＝ Ｙｅｘａ（ ｓ） 和同伦映射的零次 Ｙ０（ ｓ） ＝ Ｙｈｏｍ ０（ ｓ） 、一次 Ｙ１（ ｓ） ＝ Ｙｈｏｍ １（ ｓ）
渐近解在 ＯｓＹ 坐标系的曲线如图 ２、图 ３ 所示．

图 ２　 精确解 Ｙｅｘａ（ ｓ） ，零次、一次渐近解 Ｙｈｏｍ ０（ ｓ）， 图 ３　 精确解 Ｙｅｘａ（ ｓ） ，零次、一次渐近解 Ｙｈｏｍ ０（ ｓ），

Ｙｈｏｍ １（ ｓ） 的曲线比较 （ε ＝ ０．３） Ｙｈｏｍ １（ ｓ） 曲线的比较 （ε ＝ ０．１）

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ， Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ，
ｆｉｒｓｔ ａｎｄ ｓｅｃｏｎｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｉｒｓｔ ａｎｄ ｓｅｃｏｎｄ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
Ｙｅｘａ（ ｓ），Ｙｈｏｍ ０（ ｓ），Ｙｈｏｍ １（ ｓ）（ε ＝ ０．３） Ｙｅｘａ（ ｓ），Ｙｈｏｍ ０（ ｓ），Ｙｈｏｍ １（ ｓ）（ε ＝ ０．１）

由图 ２、图 ３ 所示的曲线比较可以直观地看出：同伦映射的一次渐近曲线比零次渐近曲线

更接近于精确解，特别当小参数越小时，这种“接近”更明显．
由式（１０），可得到广义泛函分析同伦映射（８）的 Ｚ２（ ｓ）：
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再由式（１５），便得到 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格模型（２１）解的二次渐近式 Ｙ２（ ｓ） 为
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同样，还可依次得到 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格模型（２１）的更高次的渐近解 Ｙｎ（ｎ ＝ ３，４，…）， 而对

应系统（１９）、（２０）的第 ｎ 次轨线渐近解 ｚｎ（ ｓ） 的表达式为

　 　 ｚｎ ＝ ａｒｃｃｏｓ［Ｙｎ（ ｓ）］，　 　 ｎ ＝ １，２，… ．
利用摄动理论［３４⁃３５］可以证明，在 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格微扰周期调制系统（１９）、（２０）的第 ｎ

次轨线渐近解 ｚｎ（ ｓ） 与其轨线精确解 ｚ（ ｓ） 之间有如下的误差估计：
　 　 ｚ（ ｓ） ＝ ｚｎ（ ｓ） ＋ Ｏ（ε ｎ＋１），　 　 ｎ ＝ １，２，…； ０ ＜ ε ≪ １．

５　 同伦方法对模型解的意义

Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格非线性模型是一个复杂的自然现象，因此需要把它简化为一个非线性

的基本模式，并且用渐近方法求解它．广义泛函分析同伦映射方法就是一个有效的方法．用此
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方法来求非线性方程物理问题的近似解析解是近代发展起来的一种新方法， 并且此方法的理

论还在不断的发展、创新中．
本方法得到的是数学近似解析式，所以它还能够得到与原未知函数有关物理量的近似解

析表达式．然而，用常规的差分法、有限元法、Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法等数值模拟方法一般是不能达到

的．特别地， 本文的广义泛函分析映射迭代方法对于解具有突变型的近似解析表达式能较简

便地得到．但使用一般的数值模拟方法，其计算过程就比较繁杂，而且这些古典方法在具有突

变等性态的区域内的解，如孤子波、冲击波、转向点层等的邻域内，其物理特性也往往会被忽

略，因此在相关区域中与真实解会有较大偏差．
利用解析式来表达非线性物理问题的解， 目前已有一些研究， 例如双曲函数法、 Ｇ′ ／ Ｇ 展

开法、Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数法、修正的 ＣＫ 方法、齐次平衡法等．这些方法在一定场合下，能得到较好

的结果，但是往往只使用于特殊非线性方程，求解面有一定限制．然而，本文所涉及的广义泛函

分析同伦映射方法求近似解的面就比较广，甚至对方程的非线性项不必很具体，就能通过本方

法的广义泛函迭代通式得到相应问题的各次渐近解．
广义泛函分析同伦映射迭代方法还有一个与其他方法不同的特点：它是建立在泛函分析

的函数空间下讨论的，故讨论的对象可在泛函分析的广义函数空间意义下进行．量子力学、热
力学、弹性力学、激光理论等学科中的许多方面都涉及到广义函数的概念， 譬如“点源 δ（ｘ） 函

数”就是在现代物理各学科中出现的一个广义函数．
同时，用广义泛函迭代方法求解广义 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格系统轨线，在一定的情况下可得到

精度较高的近似解．正如在本文的举例中就说明了这一点．
在采用广义同伦映射分析方法得到非线性模型的渐近解时，初始近似的选取是很重要的．

本文对 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格扰动模型轨线的初始近似函数是选用无扰动情形下的精确解．这是

很自然的．又因 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格扰动系统在相平面上渐近轨线函数是解析表达式，因而对其

还能进行解析运算，得到更进一步的相关物理量的状态，如：计算超流 Ｆｅｒｍｉ 气体体系由分子

ＢＣＳ 渡越到 ｕｎｉｔａｒｉｔｙ 的化学势；计算周期调制下由 Ｊｏｓｅｐｈｓｏｎ 振荡到自俘获的临界耦合系数和

在外场驱动下系统的相邻能级间的量子隧穿等．

６　 结　 　 论

本文对 Ｆｅｒｍｉ 气体光晶格非线性扰动系统求轨线的渐近表示式中，使用了广义泛函分析

同伦映射迭代方法．这种解法与一般的简单数值模拟方法不同．用本方法得到的解是解析表示

式，因而它还可以继续用例如积分、微分等各种解析运算的工具来引伸出其他各种物理量的相

关性态．
用本文的方法求系统轨线的渐近解简单可行．在构造的同伦映射方法中，初始近似函数是

采用对应的非扰动系统的轨线精确解．它保证了非线性扰动光晶格系统轨线表示式能较快地

求得在要求的精度范围内的渐近解．这样的效果也更现实．
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