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摘要：　 考虑风⁃浪耦合场中风和波浪特征参数的相关性，建立了基于有限元法与边界元法联合分

析的特大型桥梁风⁃浪耦合作用运动方程．其中，作用在大型深水基础上的波浪力采用势流理论和

边界元法进行计算，并建立有限单元与边界元单元组的映射关系，将边界单元组上的波浪力映射

到结构有限单元上；作用在桥梁上的气动力通过有限元法进行计算，包括由脉动风激发的非定常

抖振力和由气弹相互作用产生的自激力．在此基础上，基于随机振动分析的高效算法———虚拟激励

法，建立了计算桥梁风⁃浪耦合作用响应的分析方法．最后，针对某跨海超大跨桥梁方案进行研究，
结果表明：与风致响应相比，风⁃浪耦合作用下桥梁深水基础内力显著增大，其中波浪激发的侧向剪

力占主导地位，波浪激发的侧向弯矩在海床附近与风致响应基本相当，但在海床以下更大；斜风⁃波
浪耦合作用下的主梁内力响应和深水基础内力响应比正交风⁃波浪耦合作用下的结果更大．因此，
在跨海桥梁设计中，必须考虑风⁃浪耦合作用效应．
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引　 　 言

２１ 世纪以来，随着我国交通建设的快速发展以及国家重大战略的实施，桥梁工程建设逐

渐从内陆走向近海，相继建成了杭州湾跨海大桥、青岛海湾大桥等跨海大桥．目前，港珠澳大桥

即将建成通车，大连湾跨海大桥、深中跨海通道工程等一批国家重大工程已开工建设，跨越琼

州海峡、渤海海峡的巨型跨海工程也正在规划研究［１］ ．在国际上，世界各国也都在加快规划研

究规模宏伟的跨越海湾、连接岛屿与大陆的跨海交通工程，如：跨越直布罗陀海峡、挪威沿海诸

岛、印尼巽他海峡等的通道工程［２］ ．
跨海特大型桥梁面临着深水、强风、巨浪等恶劣海洋环境的严峻挑战，且强风、巨浪之间具

有强烈的耦合性．此外，由于跨径的增大，桥梁构件更高、更长、更柔，结构自身刚度越来越小，
阻尼越来越低，对环境动力荷载作用更加敏感．因此，如何保障特大型桥梁在风⁃浪耦合作用下

的安全性已成为亟待研究的重大课题．
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桥梁风⁃浪耦合作用是复杂的气⁃液⁃固耦合作用问题．风、浪之间的耦合作用和风、浪与结

构之间的动力耦合作用同时发生，如何准确描述风⁃浪耦合场及其对桥梁结构的动力效应是桥

梁设计必须解决的技术难题．传统桥梁设计中通常只考虑风的静⁃动力效应［３⁃４］、波浪的静力效

应［５⁃８］，没有考虑风⁃浪⁃桥梁结构之间的耦合效应，不能够准确反映桥梁在风⁃浪耦合作用下的

受力性能．特大型桥梁风⁃浪耦合作用研究方法包括风⁃浪耦合场作用下的物理模型试验方法以

及基于时域或频域的数值分析方法等．笔者建立了桥梁风⁃浪⁃流耦合作用的弹性动力响应试验

方法，通过弹性模型动力响应试验发现了桥梁风⁃浪耦合效应显著，并在时域内建立了风⁃浪⁃流
耦合作用下桥梁的动力分析方法，基于计算流体力学建立了风⁃浪⁃流耦合作用数值模拟方

法［９⁃１４］ ．
在本文研究中，考虑风⁃浪耦合场中风和波浪特征参数的相关性，采用随机振动方法来研

究特大型桥梁风⁃浪耦合作用的内力响应．首先建立基于有限元法与边界元法联合分析的特大

型桥梁风⁃浪耦合作用运动方程，然后基于虚拟激励法建立了计算桥梁风⁃浪耦合作用响应的

高效分析方法．通过数值算例，分析了某跨海特大型桥梁在风⁃浪耦合作用下的内力响应规律．

１　 桥梁风⁃浪耦合作用运动方程

在海洋环境中，特大型桥梁将同时受到风场和波浪场的耦合作用，如图 １ 所示．桥梁上部

结构主要承受强风激发的平均风荷载、非定常抖振力和由气弹相互作用产生的自激力，桥梁水

中基础主要承受波浪激发的入射波浪力、绕射波浪力和由水弹相互作用产生的辐射波浪力．跨
海特大型桥梁结构在风⁃浪耦合作用下的动力响应分析涉及到风场与波浪场、风与结构、波浪

与结构之间的气⁃液⁃固多物理场耦合问题．

图 １　 桥梁风⁃浪耦合作用受力图示

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｆｏｒｃｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｗｉｎｄ⁃ｗａｖｅ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ ａ ｂｒｉｄｇｅ

根据琼州海峡跨海通道工程海域现场风⁃浪耦合场观测结果可知：在台风过程中，风场与

波浪场之间存在很强的时间相关性和空间相关性，风速和浪高的极值在时间上不同步出现，且
风向与波向也不完全一致［１０］ ．因此，在桥梁风⁃浪耦合作用分析时，首先需要准确描述风⁃浪耦

合场，包括风速 Ｕ、风攻角 ψ、风偏角 β和风谱等风场参数，以及波高Ｈ、波周期 Ｔ、波向 θ 和波谱

等波浪场参数．为此，笔者利用风⁃浪耦合场现场实测和数值模拟手段，获取工程海域台风过程

中的风⁃浪耦合场时空分布，基于多维极值理论、Ｃｏｐｕｌａ 函数理论和复合极值理论建立了风速、
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波高、波浪周期等风⁃浪耦合场特征参数的联合概率模型，计算得到了不同重现期概率水准下

的风、浪特征参数取值［１０， １４］ ．在此基础上，将考虑了风⁃浪场耦合效应的风特征参数和波浪特征

参数作为输入，考虑风与结构之间、波浪与结构之间的相互作用，计算风⁃浪耦合作用下桥梁的

结构响应．风⁃浪耦合作用下的桥梁结构运动方程可以表述为

　 　 ＭｓＹ（ ｔ） ＋ ＣｓＹ（ ｔ） ＋ ＫｓＹ（ ｔ） ＝
　 　 　 　 ［Ｆｓｔ（Ｙ，ｔ） ＋ Ｆａｅ（Ｙ，Ｙ，ｔ） ＋ Ｆｂ（Ｕ，ψ，β，ｔ）］ ＋
　 　 　 　 ［Ｆｈｄ（Ｙ，Ｙ，ｔ） ＋ Ｆｈ（Ｈ，Ｔ，θ，ｔ）］， （１）

式中， Ｍｓ，Ｃｓ 和 Ｋｓ 分别为结构的质量、阻尼和刚度矩阵；Ｙ，Ｙ 和 Ｙ 分别为结构节点的加速度、
速度和位移；Ｆｓｔ 为平均风荷载；Ｆａｅ 为气弹相互作用产生的自激力；Ｆｂ 为非定常抖振力；Ｆｈｄ 为

由水弹相互作用产生的辐射波浪力；Ｆｈ 为入射波浪力和绕射波浪力；ｔ表示时间．桥梁结构运动

方程（１）通过风、波浪特征参数的相关性考虑了风场和波浪场之间的耦合效应，通过气弹自激

力和水弹辐射波浪力考虑了风荷载、浪荷载和结构响应之间的耦合效应．
１．１　 桥梁深水基础波浪作用力

大型桥梁深水基础受到的水动力荷载可采用势流理论和边界元方法进行求解［５］ ．假设水

体为无粘、不可压缩条件下的理想流体，采用线性势流理论对波动问题进行描述，总速度势可

以写为下列形式：

　 　 Φ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ Ｒｅ∑
ｊ
ϕ ｊ（ｘ，ｙ，ｚ）ｅ

－ ｉω ｊ ｔ， （２）

式中， （ｘ，ｙ，ｚ） 为固定坐标系下波浪场中任意点坐标，本文分析中 ｚ轴竖直向上为正，坐标原点

位于静水面；ϕ ｊ 表示与频率 ω ｊ 相应的第 ｊ 个组成波的速度势，其与时间 ｔ 无关；ｉ 为虚数单位．
波浪场内任一点的速度势 ϕ 可认为是无任何扰动的入射波速度势 ϕＩ 和结构静止不动时

对入射波扰动后形成绕射波速度势 ϕＤ 之和，其中 ϕＩ 为

　 　 ϕＩ ＝ － ｉ ｇＨ
２ω

ｃｈ（ｋ（ ｚ ＋ ｄ））
ｃｈ（ｋｄ）

ｅｉｋ（ｘｃｏｓ θ ＋ｙｓｉｎ θ）， （３）

式中， Ｈ 为波高，ｋ 为波数，θ 为波浪传播方向与 ｙ 轴的夹角，ｇ 为重力加速度．
根据 Ｌａｐｌａｃｅ（拉普拉斯）方程以及自由面、海底和物面边界条件，得到求解速度势 ϕＤ 的边

界积分方程

　 　 Ｃ（ｘ，ｙ，ｚ）ϕＤ（ｘ，ｙ，ｚ） ＋ ∫∫
Ｓ
ϕＤ（ξ，η，ζ） ∂Ｇ

∂ｎ
（ｘ，ｙ，ｚ； ξ，η，ζ）ｄＳ ＝

　 　 　 　 － ∫∫
Ｓ
Ｇ（ｘ，ｙ，ｚ； ξ，η，ζ） ∂ϕＩ

∂ｎ
（ξ，η，ζ）ｄＳ， （４）

式中， ∂ 表示偏导，ｎ 为表示物面 Ｓ 的法向量；Ｃ 为自由项系数；Ｇ 为满足自由水面边界条件的

Ｇｒｅｅｎ（格林）函数，具体表达式参见文献［５］．
采用高阶边界单元对物体表面进行离散，可将方程（４）表示为以速度势 ϕＤ 为未知量的线

性代数方程组，从而求得所有物体表面边界节点上的速度势 ϕＤ， 再而由 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ（伯努利）方
程可以获得作用在物体上的波浪力（包括入射波浪力和绕射波浪力）：

　 　 ＦＩＤ
ＨＹ ＝ ２

Ｈ
Ｂｅｉα ＝ ２

Ｈ
{Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ Ｂ５ Ｂ６ } Ｔｅｉα， （５ａ）

　 　 ２
Ｈ

Ｂ ｊｅｉα ＝ ｉωρ∫∫
Ｓ
［ϕＩ（ｘ） ＋ ϕＤ（ｘ）］ｎ ｊｄＳ　 　 （ ｊ ＝ １，２，…，６）， （５ｂ）
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式中， Ｂ 表示单位幅值规则波作用下的波浪力幅值向量；α 为波浪力峰值与波面峰值之间的相

位角．
进行桥梁风⁃浪耦合作用分析时，桥梁结构一般采用三维梁单元进行模拟．针对水中的大

型深水基础结构，需要建立结构有限元⁃边界元联合分析模型，应用有限元计算结构的力学响

应，利用边界元法计算大型深水基础结构受到的水动力作用．如图 ２ 所示，将静水面以下大型

深水基础结构离散为若干个三维结构梁单元 Ｅ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）， 对每个结构梁单元对应的基

础边界划分边界单元，并将该结构单元内的所有边界单元视为一个边界单元组．这样，结构梁

单元受到的水动力实际为其对应的边界单元组受到的水动力．当桥梁大型深水基础的刚度很

大时，基础部位的变形非常小，可以忽略由于桥梁基础结构变形引起的辐射波浪力，从而将桥

梁基础波浪作用问题视作固定结构受波浪作用的绕射问题，再根据上述的势流理论和边界元

方法计算基础上的水动力效应．

图 ２　 大型深水基础结构有限元和边界元联合分析模型

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ＆ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｌａｒｇｅ ｕｎｄｅｒｗａｔｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

设 Ｂｋ 和 α ｋ 为规则波浪（频率 ω，幅值 ａ） 作用下的第 ｋ个单元对应的边界单元组在整体坐

标系下的总力幅值向量和相位，则整体坐标系下第 ｋ 个边界单元组的波浪力为

　 　 Ｆｋ（ ｔ） ＝ Ｂｋｅｉαｋａｅ － ｉωｔ ． （６）
桥梁波浪力向量可表示为

　 　 Ｆｈ（ ｔ） ＝ Ｈ（ω）ａｅ － ｉωｔ ＝ Ｐ［Ｑ１ｅｉα１ … Ｑｋｅｉαｋ … Ｑｎｅｉαｎ］ Ｔａｅ － ｉωｔ， （７ａ）

　 　 Ｐ ＝ ［ＰＴ
１ … ＰＴ

ｋ … ＰＴ
ｎ］， （７ｂ）

　 　 Ｑｋ ＝ （ＩＴｋＮｋＴｋＢｋ） Ｔ， （７ｃ）
　 　 ＩＴｋ ＝ ｄｉａｇ［ ｔＴｋ ｔＴｋ ｔＴｋ ｔＴｋ ］， （７ｄ）
　 　 Ｔｋ ＝ ｄｉａｇ［ ｔｋ ｔｋ］， （７ｅ）

式中， Ｈ（ω） 为桥梁基础波浪力与波面升高之间的传递函数向量，为 ｎ－ × １ 阶向量，ｎ－ 为结构有

限元自由度个数；Ｐｋ 为转换矩阵，为 ｎ－ × １２阶矩阵；Ｑｋ 为单元 ｋ的波浪力幅值向量，为１ × １２阶

向量； ｎ为单元边界组个数； Ｎｋ 为１２ × ６阶形函数矩阵； ｔｋ 为整体坐标系到单元局部坐标系的

转换矩阵， 为 ３×３ 阶矩阵．
将虚拟激励取为如下形式的简谐激励：

　 　 η（ ｔ） ＝ Ｓηη（ω） ｅ － ｉωｔ， （８）
式中， Ｓηη（ω） 为海浪谱．
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由式（７ａ）可得虚拟响应为

　 　 Ｆｈ（ ｔ） ＝ Ｐ［Ｑ１ｅｉα１ … Ｑｋｅｉαｋ … Ｑｎｅｉαｎ］ Ｔ Ｓηη（ω） ｅ － ｉωｔ ． （９）
因此，作用在结构上的波浪力谱矩阵为

　 　 ＳＦｈＦｈ
＝ Ｆｈ（ ｔ）ＦＴ

ｈ（ ｔ） ＝ Ｐ
Ｚ１１ … Ｚ１ｌ

︙ ⋱ ︙
Ｚ ｌ１ … Ｚ ｌｌ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ＰＴＳηη（ω）， （１０ａ）

　 　 Ｚ ｉｊ ＝ ＱＴ
ｉ Ｑ ｊｅｉ（α ｊ－α ｉ） ． （１０ｂ）

１．２　 桥梁脉动风抖振力

在与主梁轴向正交的正交风作用下（风偏角 β ＝ ０°）， 作用在主梁单位长度上的抖振力可

描述为

　 　

Ｌｂ，ｄ

Ｄｂ，ｄ

Ｍｂ，ｄ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ Ｅｄ
ｕ（ ｔ）
ｗ（ ｔ）{ } ， Ｅｄ ＝

ρＵｄＢｄ

２
Ｇｄ， （１１ａ）

　 　 Ｇｄ ＝
２ＣＬ，ｄ

χ
Ｌ ［Ｃ′Ｌ，ｄ ＋ （Ａｄ ／ Ｂｄ）ＣＤ，ｄ］χ Ｌ

２（Ａｄ ／ Ｂｄ）ＣＤ，ｄ
χ

Ｄ ０
２ＢｄＣＭ，ｄ

χ
Ｍ ＢｄＣ′Ｍ，ｄ

χ
Ｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （１１ｂ）

式中， Ｌｂ，ｄ，Ｄｂ，ｄ 和 Ｍｂ，ｄ 分别为由脉动风引起的作用在主梁上的升力、阻力和俯仰力矩；ρ 为空

气密度；Ａｄ 为与风速 Ｕｄ 垂直方向上的单位桥长投影面积；Ｂｄ 为主梁宽度；ＣＬ，ｄ（ψ），ＣＤ，ｄ（ψ） 和

ＣＭ，ｄ（ψ） 分别为主梁的升力、阻力和俯仰力矩的静力系数；（·） ′ ＝ ｄ ／ ｄψ，ψ 为平均风速 Ｕｄ 的攻

角；χ Ｌ， χ
Ｄ 和 χ

Ｍ 为主梁的气动导纳函数，分别与 Ｌｂ，ｄ，Ｄｂ，ｄ 和 Ｍｂ，ｄ 相对应；ｕ（ ｔ），ｗ（ ｔ） 分别为水

平顺风向和竖向脉动风速．
对于索塔和斜拉索，只考虑抖振阻力．
通过组集可形成作用在整个结构上的抖振力列向量，即
　 　 Ｆｂ（ ｔ） ＝ Ｒ { Ｌ１（ ｔ） Ｄ１（ ｔ） Ｍ１（ ｔ） … ＬＮ（ ｔ） ＤＮ（ ｔ） ＭＮ（ ｔ） } Ｔ， （１２）

式中， Ｒ 是转换矩阵，为 ｎ－ × （３Ｎ） 阶矩阵； { Ｌｉ 　 Ｄｉ 　 Ｍｉ } 为作用在结构第 ｉ 节点上的抖振力；
Ｎ 为结构受风作用的节点总数．

抖振力的谱密度矩阵为

　 　 ＳＦｂＦｂ
（ω） ＝ Ｒ

Ｓ１１（ω） … Ｓ１Ｎ（ω）
︙ ⋱ ︙

ＳＮ１（ω） … ＳＮＮ（ω）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ＲＴ， （１３）

　 　 Ｓｉｊ（ω） ＝ Ｅｉ（ω）
Ｓｕｉｕｊ（ω） Ｓｕｉｗ ｊ

（ω）

Ｓｗｉｕｊ（ω） Ｓｗｉｗ ｊ
（ω）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
ＥＴ

ｊ （ω），

　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ； ｊ ＝ １， ２，…，Ｎ， （１４）
式中， Ｓｕｉｕｊ（ω），Ｓｕｉｗ ｊ

（ω），Ｓｗｉｕｊ（ω），Ｓｗｉｗ ｊ
（ω） 等为水平顺风向和竖向脉动风速的互谱；Ｅｉ（ω） 为

系数矩阵．
在风⁃浪耦合场中，通常风向与主梁轴向不是正交的（风偏角 β ≠ ０°）， 一般采用斜风作用

下主梁单位长度上的抖振力进行计算［１５］ ．若风偏角 β 很小，可对斜风作用下抖振力做近似处

理，即将体轴坐标系下的三分力系数 Ｃｚ，Ｃｙ 和 Ｃｒｘ 视为斜风情况下的 ＣＬ，ｄ，ＣＤ，ｄ 和 ＣＭ，ｄ， 其他参

９７跨海特大型桥梁风⁃浪耦合作用的随机振动分析



数保持不变，采用式（１１） ～ （１４）计算抖振力．斜风作用下的气动导数也做类似的处理．
１．３　 桥梁主梁自激力

桥梁主梁结构有限单元节点上的自激力可以表示为

　 　

Ｌｓｅ，ｄ

Ｄｓｅ，ｄ

Ｍｓｅ，ｄ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ Ｋａｅ，ｄ

δ ｈ

δ ｐ

δ α

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＋ Ｃａｅ，ｄ

δ ｈ

δ ｐ

δ α

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

， （１５ａ）

　 　 Ｋａｅ，ｄ ＝ １
２

ρω ２ ｌｄ

Ｂ２
ｄＨ∗

４ （υ） ０ Ｂ３
ｄＨ∗

３ （υ）

０ Ｂ２
ｄＰ∗

４ （υ） Ｂ３
ｄＰ∗

３ （υ）

Ｂ３
ｄＡ∗

４ （υ） ０ Ｂ４
ｄＡ∗

３ （υ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （１５ｂ）

　 　 Ｃａｅ，ｄ ＝ １
２

ρωｌｄ

Ｂ２
ｄＨ∗

１ （υ） ０ Ｂ３
ｄＨ∗

２ （υ）

０ Ｂ２
ｄＰ∗

１ （υ） Ｂ３
ｄＰ∗

２ （υ）

Ｂ３
ｄＡ∗

１ （υ） ０ Ｂ４
ｄＡ∗

２ （υ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （１５ｃ）

式中， Ｌｓｅ，ｄ 为自激升力，Ｄｓｅ，ｄ 为自激阻力，Ｍｓｅ，ｄ 为自激俯仰扭矩；Ｋａｅ，ｄ 和 Ｃａｅ，ｄ 为单元节点的气

动刚度和气动阻尼矩阵；δ ｈ 为主梁竖向位移；δ ｐ 为主梁侧向位移；δ α 为主梁扭转角；υ 为折减风

速，υ ＝ ２πＵｄ ／ （Ｂｄω）；ｌｄ 为计算节点自激力的有效长度；Ｈ∗
ｉ （υ），Ａ∗

ｉ （υ） 和 Ｐ∗
ｉ （υ）（ ｉ ＝ １，２，…，

４） 为颤振导数，它们是折减风速 υ 的函数，Ｈ∗
ｉ （υ） 和 Ａ∗

ｉ （υ） 一般通过风洞试验或数值风洞模

拟获得，Ｐ∗
ｉ （υ） 在无风洞试验结果的情况下可采用拟静力理论得到．

通过组集整个主梁上的自激力，并将自激力转移至方程的左端，桥梁结构的运动方程可以

表示为

　 　 ＭｓＹ（ ｔ） ＋ ＣＹ（ ｔ） ＋ ＫＹ（ ｔ） ＝ Ｆｃ（ ｔ）， （１６ａ）
　 　 Ｃ ＝ Ｃｓ － Ｃａｅ（ ｔ）； Ｋ ＝ Ｋｓ － Ｋａｅ（ ｔ）； Ｆｃ（ ｔ） ＝ Ｆｂ（ ｔ） ＋ Ｆｈ（ ｔ）， （１６ｂ）

　 　 Ｋａｅ（ ｔ） ＝ ∑
Ｎｂ

ｉ ＝ １
Ｌ ｉＫａｅ，ｉ（ ｔ）ＬＴ

ｉ ； Ｃａｅ（ ｔ） ＝ ∑
Ｎｂ

ｉ ＝ １
Ｌ ｉＣａｅ，ｉ（ ｔ）ＬＴ

ｉ ， （１６ｃ）

式中， Ｋａｅ，ｉ 和 Ｃａｅ，ｉ 为第 ｉ 个节点相应的气动刚度矩阵和气动阻尼矩阵，其表达式见式（１５）；Ｌ ｉ

为第 ｉ 个节点自激力的转换矩阵，为 ｎ－ × ３ 阶矩阵；Ｎｂ 为主梁节点个数．
１．４　 模态空间中的运动方程

方程（１６）的阶数很高，为了降阶，将其投影到模态空间，得

　 　 Ｍ
－
Ｑ ＋ Ｃ

－
Ｑ ＋ Ｋ

－
Ｑ ＝ Ｆ

－

ｃ， （１７）

式中，Ｍ
－
＝ΦＴＭｓΦ；Ｃ

－
＝ΦＴ（Ｃｓ － Ｃａｅ）Φ；Ｋ

－
＝ΦＴ（Ｋｓ － Ｋａｅ）Φ；Φ为模态振型矩阵；Ｑ（ ｔ） 为模态

广义坐标列向量，Ｑ（ ｔ） ＝ { ｑ１（ ｔ），ｑ２（ ｔ），…，ｑｍ（ ｔ） } Ｔ，ｍ 为参与计算的模态振型的阶数；Ｆ
－

ｃ ＝
ΦＴＦｃ ．

在模态空间中，风⁃浪耦合作用 Ｆ
－

ｃ 的谱密度矩阵分别为

　 　 ＳＦ
－
ｃＦ
－
ｃ
（ω） ＝ ΦＴ { ＳＦｂＦｂ

（ω） ＋ ＳＦｈＦｈ
（ω） }Φ ． （１８）

在上式的计算中，忽略了风致抖振力和波浪激振力的互谱．

２　 基于虚拟激励法的桥梁风⁃浪耦合振动内力分析方法

采用随机振动分析的高效算法———虚拟激励法［１６⁃１８］ 求解方程（１７）．采用 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 方法对
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由式（１８）计算得到的 ＳＦ
－
ｃＦ
－
ｃ
（ω） 进行分解，得

　 　 ＳＦ
－
ｃＦ
－
ｃ
（ω） ＝ Ｌ∗（ω）ＬＴ（ω）， （１９）

然后，构造虚拟激励矩阵

　 　 Ｆｃ（ω，ｔ） ＝ Ｌ（ω）ｅｉωｔ， （２０）
式中，矩阵 Ｆｃ（ω，ｔ） 由 ｍ 个列向量组成，其中每个列向量相当于一个确定性的激励．

用 Ｆｃ（ω，ｔ） 代替方程（１７） 右端的 Ｆ
－

ｃ（ ｔ）， 求解结构的虚拟抖振位移响应矩阵

　 　 Ｙ（ω，ｔ） ＝ ΦＨ
－
（ｉω）Ｆｃ（ω，ｔ）， （２１）

式中， Ｈ
－
（ｉω） 为方程（１７）的频率响应传递矩阵，其表达式为

　 　 Ｈ
－
（ｉω） ＝ （Ｋ

－
－ ω ２Ｍ

－
＋ ｉωＣ

－
） －１ ． （２２）

根据有限元法，计算单元 “ｅ” 的虚拟抖振内力响应矩阵

　 　 ｆ ｅ（ω，ｔ） ＝ ｋｅＴｅＧｅＹ（ω，ｔ）， （２３）
式中， ｋｅ 和 Ｔｅ 分别为单元“ｅ” 的单元刚度矩阵和坐标变换矩阵；Ｇｅ 为单元“ｅ” 的位移提取变

换矩阵．
在此基础上，计算单元 “ｅ” 的抖振内力的谱密度矩阵为

　 　 Ｓｆｅ ｆｅ（ω） ＝ ｆ∗
ｅ （ω，ｔ） ｆ Ｔ

ｅ（ω，ｔ）， （２４）
式中，（·）∗表示求共轭算子．

按式（２４）计算 Ｓｆｅ ｆｅ（ω） 时， 不可能忽略各振型之间的相互耦合， 这是虚拟激励法的一个

特点．
单元 “ｅ” 的抖振内力标准差列向量为

　 　 σｅ ＝ ∫＋∞

０
Ｓｆｅ（ω）ｄω ， （２５）

式中， Ｓｆｅ（ω） 是由 Ｓｆｅ ｆｅ（ω） 的对角线元素组成的自谱密度列向量．
根据 Ｄａｖｅｎｐｏｒｔ 峰因子计算公式，计算单元 “ｅ” 的第 ｉ 个内力的峰因子，其表达式为

　 　 ｇｅ，ｉ ＝ ２ｌｎ（ｖｅ，ｉＴ
－
） ＋ ０．５７７ ２

２ｌｎ（ｖｅ，ｉＴ
－
）
， （２６）

式中， Ｔ
－
是平均时间；ｖｅ，ｉ 是单元“ｅ” 的第 ｉ 个内力以正斜率跨越零水平的平均频率，为

　 　 ｖｅ，ｉ ＝
１
２π ∫＋∞

０
ω ２Ｓｆｅ，ｉ（ω）ｄω ／ ∫＋∞

０
Ｓｆｅ，ｉ（ω）ｄω ． （２７）

３　 算 例 分 析

３．１　 桥梁方案简介

以某跨海大桥主跨 ２×１ ５００ ｍ 三塔斜拉桥方案为对象进行研究，桥梁设计方案见图 ３．主梁

采用分体式双主梁钢箱梁，梁宽 ６０．５ ｍ，梁高 ５ ｍ；中索塔为四塔柱钢筋混凝土塔，塔高 ４６０ ｍ；桥
梁基础采用圆形截面沉井基础，截面直径 ９０ｍ ．

本文以中塔主梁最大双悬臂施工状态为研究对象．建立的结构有限元计算模型如图 ４ 所

示，其中主梁、桥塔和基础结构采用空间梁单元模拟，拉索采用空间杆单元模拟，桥塔与主梁固

结，沉井底部在海床以下 ２０ ｍ 处固结．结构前 １０ 阶动力特性分析结果见表 １．

１８跨海特大型桥梁风⁃浪耦合作用的随机振动分析



（ａ） 桥梁总体布置图

（ａ） Ｔｈｅ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｄｒａｗｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｂｒｉｄｇｅ

（ｂ） 主桥标准横断面图

（ｂ） Ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ

（ｃ） 中索塔构造图

（ｃ） Ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｃａｂｌｅ ｔｏｗｅｒ
图 ３　 主跨 ２×１ ５００ ｍ 三塔斜拉桥总体布置图（单位：ｍ）

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｌａｙｏｕｔ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｒｅｅ⁃ｃａｂｌｅ⁃ｔｏｗｅｒ ｃａｂｌｅ⁃ｓｔａｙｅｄ ｂｒｉｄｇｅ ｗｉｔｈ ｍａｉｎ ｓｐａｎｓ ｏｆ ２×１ ５００ ｍ （ｕｎｉｔ： ｍ）

图 ４　 中塔主梁最大双悬臂状态有限元模型

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｔｏｗｅｒ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍａｉｎ
ｇｉｒｄｅｒ ｉｎ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｄｏｕｂｌｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｓｔａｔｅ

３．２　 风⁃浪耦合场参数

采用桥位处风⁃浪耦合场 ５０ 年一遇设计值作为计算分析用参数，其中水深为 ４３．４ ｍ，有效
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波高为 ７．６ ｍ，波浪有效周期为 １１．８ ｓ，１０ ｍｉｎ 平均风速为 ４７．８ ｍ ／ ｓ ．
随机波浪谱采用改进的 ＪＯＮＳＷＡＰ 谱，水平脉动风谱采用 Ｓｉｍｉｕ 谱，竖向脉动风谱采用

Ｌｕｍｌｅｙ⁃Ｐａｎｏｆｓｋｙ 谱，主梁气动导纳函数选用 Ｓｅａｒ 函数，拉索和桥塔的气动导纳函数均取为 １．
表 １　 固有频率及振形特征

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ａｎｄ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｓｈａｐｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

ｏｒｄｅｒ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω ／ （ ｒａｄ ／ ｓ） ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｓｈａｐｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ

１ ０．４０１ ７ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｓｗｉｎｇ ｏｆ ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ

２ ０．４４１ １ １ｓｔ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ

３ ０．８２１ ８ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｓｗｉｎｇ ｏｆ ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ

４ ０．９７２ １ １ｓｔ ｓｉｄｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｃａｂｌｅ ｔｏｗｅｒ

５ １．６３３ ５ １ｓｔ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ

６ １．６８６ ６ １ｓｔ ａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ

７ ２．０３８ ０ ２ｎｄ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ

８ ２．０４９ ９ ２ｎｄ ａｎｔｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ

９ ２．３５６ １ １ｓｔ ｔｏｒｓｉｏｎ ｏｆ ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ ＆ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ

１０ ２．４５９ ２ ２ｎｄ ｔｏｒｓｉｏｎ ｏｆ ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ ＆ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ

３．３　 边界单元组波浪力传递函数

采用高阶边界单元对水中沉井基础浸湿面进行边界离散，并沿水深等高度分为 ５ 个边界

单元组，通过求解边界积分方程，最终获得各边界单元组的波浪力传递函数．波浪沿横桥向传

播时，式（５ａ）中水面处边界单元组的波浪力传递函数 Ｂ２，Ｂ４ 见图 ５，Ｂ１，Ｂ３，Ｂ５，Ｂ６ 均为 ０．

图 ５　 边界单元组波浪力和力矩传递函数

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｗａｖｅ ｆｏｒｃｅ ａｎｄ ｍｏｍｅｎｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｇｒｏｕｐｓ

３．４　 桥梁结构气动参数

利用主梁节段模型风洞试验［１９］，测得主梁静力三分力系数．在风攻角 ψ ＝ ０°，β ＝ ０° 时，阻
力系数ＣＤ ＝ ０．８８６，风轴坐标系下的升力系数ＣＬ ＝ － ０．０５７，俯仰扭矩ＣＭ ＝ ０．０３２；风攻角ψ ＝ ０°，
β ＝ ５° 时，体轴坐标系下的阻力系数 Ｃｙ ＝ ０．９３７，升力系数 Ｃｚ ＝ － ０．０３７，俯仰扭矩 Ｃｒｘ ＝ ０．０３４．

采用竖弯和扭转两自由度耦合振动方法对主梁进行颤振导数实验测定，识别出各折减风速

下的 ８ 个颤振导数 Ａ∗
ｉ 和 Ｈ∗

ｉ （ ｉ ＝ １，２，…，４），当风攻角 ψ ＝ ０°，β ＝ ０° 时的测试结果见图 ６．
３．５　 桥梁风⁃浪耦合作用随机振动分析结果

采用本文提出的方法进行计算，分析工况见表 ２．其中，波向角 θ 和风攻角 ψ 均取为 ０°，风
偏角 β 考虑 ０° 和 ５° 两种情况．在计算中，有效积分范围取为 ω ∈ ［０．３４，１５．３３５］ ｒａｄ ／ ｓ， ｄω ＝
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０􀆰 ００５ ｒａｄ ／ ｓ，计算采用的模态阶数为 １ ２００ 阶．

图 ６　 主梁气动导数风洞试验结果

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｗｉｎｄ ｔｕｎｎｅｌ ｔｅｓｔ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｇｉｒｄｅｒ

表 ２　 分析工况

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｃａｓｅｓ

ｃａｓｅ ｌｏａｄ ｗｉｎｄ ａｎｄ ｗａｖｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

１ ｗａｖｅ θ ＝ ０°

２ ｃｒｏｓｓ ｗｉｎｄ β ＝ ０°，ψ ＝ ０°

３ ｃｒｏｓｓ ｗｉｎｄ ａｎｄ ｗａｖｅ β ＝ ０°，ψ ＝ ０°，θ ＝ ０°

４ ｓｋｅｗ ｗｉｎｄ ａｎｄ ｗａｖｅ β ＝ ５°，ψ ＝ ０°，θ ＝ ０°

图 ７　 基础侧向剪力的标准差响应（工况 １，２，３） 图 ８　 基础侧向弯矩的标准差响应（工况 １，２，３）
Ｆｉｇ． ７　 ＲＭＳ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒｗａｔｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｌａｔｅｒａｌ Ｆｉｇ． ８　 ＲＭＳ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒｗａｔｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ

ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｌｏｎｇ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｌｏｎｇ
ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ（ｃａｓｅ１，ｃａｓｅ２，ｃａｓｅ３） ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ（ｃａｓｅ１，ｃａｓｅ２，ｃａｓｅ３）

　 　 在波浪、正交风、正交风⁃浪耦合作用下，桥梁深水基础侧向剪力和侧向弯矩沿高度的变化

见图 ７ 和图 ８，侧向剪力和侧向弯矩的峰因子沿高度变化见图 ９ 和图 １０．结果显示：① 在波浪

作用下，海床位置处桥梁深水基础的侧向剪力标准差为 ９０．６ ＭＮ、侧向弯矩标准差为 ３ ５５７．０
ＭＮ·ｍ，波浪对桥梁深水基础的作用非常显著．② 与风致响应相比，风⁃浪耦合作用下桥梁深水

基础的内力显著增大．其中，波浪激发的侧向剪力占主导地位，且其随水深的增加显著增大；波
浪激发的侧向弯矩在海床面附近与风效应基本相当，但在海床面以下波浪效应更大．③ 在正
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交风⁃浪耦合作用下，桥梁深水基础的内力峰因子介于风单独作用和波浪单独作用工况的结果

之间，其中侧向剪力峰因子介于 ３．００～３．１６，侧向弯矩峰因子介于 ３．０９～３．２０，在桥梁设计中可

取 ３．２ 进行结构验算．

图 ９　 基础侧向剪力的峰因子（工况 １，２，３） 图 １０　 基础侧向弯矩的峰因子（工况 １，２，３）
Ｆｉｇ． ９　 Ｐｅａｋ ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒｗａｔｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ Ｆｉｇ． １０　 Ｐｅａｋ ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒｗａｔｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

ｌａｔｅｒａｌ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｌａｔｅｒａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｌｏｎｇ
ｈｅｉｇｈｔ（ｃａｓｅ１，ｃａｓｅ２，ｃａｓｅ３） ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ（ｃａｓｅ１，ｃａｓｅ２，ｃａｓｅ３）

图 １１　 主梁侧向剪力的标准差响应（工况 ３， ４） 图 １２　 主梁侧向弯矩的标准差响应（工况 ３， ４）
Ｆｉｇ． １１　 ＲＭＳ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｃｋ ｌａｔｅｒａｌ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ Ｆｉｇ． １２　 ＲＭＳ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｃｋ ｌａｔｅｒａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ

ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｓｐａｎ（ｃａｓｅ３，ｃａｓｅ４） ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｓｐａｎ（ｃａｓｅ３，ｃａｓｅ４）

在正交风⁃浪耦合作用和斜向风⁃浪耦合作用下，主梁侧向剪力和侧向弯矩标准差及其峰

因子沿桥跨的变化如图 １１～图 １４ 所示，基础侧向剪力和侧向弯矩及其峰因子沿高度如图 １５～
图 １８ 所示．结果显示： ① 与正交风⁃浪耦合作用工况相比，斜向风⁃浪耦合作用下主梁侧向内力

响应更大．在这两种工况下，主梁内力峰因子沿桥跨的变化规律基本相同，斜向风⁃浪耦合作用

下主梁侧向内力响应峰因子更大，介于 ２．９～３．５ 之间，在桥梁设计中可取 ３．５ 进行结构验算．②
与正交风⁃浪耦合作用工况相比，斜向风⁃浪耦合作用下桥梁深水基础的侧向剪力和侧向弯矩

及其峰因子略有增大，在桥梁设计中须予以重视．
根据上述分析结果可知，风⁃浪耦合作用对该跨海桥梁方案主梁和深水基础的内力响应影

响巨大，在设计中必须详细研究风⁃浪耦合场特征参数的各种组合，在此基础上分析风⁃浪耦合

作用下桥梁结构的受力行为，根据最不利工况分析结果对结构进行验算．
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图 １３　 主梁侧向剪力的峰因子（工况 ３， ４） 图 １４　 主梁侧向弯矩的峰因子（工况 ３， ４）
Ｆｉｇ． １３　 Ｐｅａｋ ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｌａｔｅｒａｌ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ Ｆｉｇ． １４　 Ｐｅａｋ ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｌａｔｅｒａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ

ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｓｐａｎ（ｃａｓｅ３，ｃａｓｅ４） ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｓｐａｎ（ｃａｓｅ３，ｃａｓｅ４）

图 １５　 基础侧向剪力的标准差响应（工况 ３，４） 图 １６　 基础侧向弯矩的标准差响应（工况 ３，４）
Ｆｉｇ． １５　 ＲＭＳ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒｗａｔｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｌａｔｅｒａｌ Ｆｉｇ． １６　 ＲＭＳ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒｗａｔｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ

ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｌｏｎｇ
ｈｅｉｇｈｔ（ｃａｓｅ ３， ｃａｓｅ ４） ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ（ｃａｓｅ ３， ｃａｓｅ ４）

图 １７　 基础侧向剪力的峰因子（工况 ３， ４） 图 １８　 基础侧向弯矩的峰因子（工况 ３， ４）
Ｆｉｇ． １７　 Ｐｅａｋ ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒｗａｔｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ Ｆｉｇ． １８　 Ｐｅａｋ ｆａｃｔｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒｗａｔｅｒ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ

ｌａｔｅｒａｌ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｌｏｎｇ ｌａｔｅｒａｌ ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｌｏｎｇ
ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ （ｃａｓｅ３， ｃａｓｅ４） ｔｈｅ ｈｅｉｇｈｔ （ｃａｓｅ３， ｃａｓｅ４）
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４　 主 要 结 论

本文考虑了风⁃浪耦合场中风和波浪特征参数的相关性，采用有限元和边界元联合分析法

计算水中桥梁基础波浪力，采用有限元法计算由脉动风激发的非定常抖振力和由气弹相互作

用产生的自激力，建立了跨海特大型桥梁风⁃浪耦合作用的运动方程，基于虚拟激励法建立了

桥梁风⁃浪耦合作用的高效随机振动分析方法．在此基础上，以某主跨 ２×１ ５００ ｍ 三塔斜拉桥方

案中塔最大双悬臂施工状态为例，计算分析了桥梁在风、波浪及风⁃浪耦合作用等多个工况下

的内力响应，结果表明：
１） 与风致响应相比，风⁃浪耦合作用下桥梁深水基础的内力显著增大．其中，波浪激发的侧

向剪力占主导地位，且其随水深的增加显著增大；波浪激发的侧向弯矩在海床面附近与风效应

基本相当，但在海床面以下波浪效应更大．
２） 与正交风⁃浪耦合作用工况相比，斜向风⁃浪耦合作用下主梁内力响应及其峰因子更

大，在桥梁设计中主梁内力峰因子可取 ３．５ 进行结构验算；斜向风⁃浪耦合作用下深水基础侧

向剪力和侧向弯矩及其峰因子略有增大，设计中深水基础内力峰因子可取 ３．２ 进行结构验算．
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