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摘要：　 在二维有界区域上研究了磁微极流方程组的拉回动力学行为．运用半群方法和 ε⁃正则性方法，结合 Ｓｏｂｏｌｅｖ
空间嵌入理论，在不同条件下，分别证明了空间 Ｈ 和空间 Ｖ 中紧的拉回吸收集的存在性．
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０　 引　 　 言

本文研究了二维有界区域 Ω ⊂ ＲＲ ２ 上的非自治磁微极流方程组：
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其中未知函数 ｕ ＝ （（ｕ１（ｘ，ｔ），ｕ２（ｘ，ｔ）），ω ＝ ω ３（ｘ，ｔ） 和 ｈ ＝ （ｈ１（ｘ，ｔ），ｈ２（ｘ，ｔ）） 分别表示速度、粒子旋转角速

度和磁场强度， ｐ ＝ ｐ（ｘ，ｔ） 表示压力， ｆ ＝ （ ｆ１（ｘ，ｔ），ｆ２（ｘ，ｔ）） 和 ｇ ＝ ｇ３（ｘ，ｔ） 分别表示外力和力矩， κ， χ，γ，ｋ，
μ，α 是正常数，简便起见，令 γ ＝ ｋ ＝ １．另外
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磁微极流方程组是由 Ｇａｌｄｉ 和 Ｒｉｏｎｅｒｏ［１］首次提出的，它可以用来描述在磁场下导电微极流的运动．从物

理上讲，微极流是具有微观结构的流体，它表示由悬浮在黏性介质中的刚性、随机粒子组成的流体［２⁃４］ ．如果

磁场 ｈ ＝ ０， 则方程组（１）便退化为微极流方程组．
磁微极流普遍存在于现实生产、生活中，研究其解的适定性及其动力学行为具有重要的理论价值和现实

指导意义，这也一直是从事相关工作的学者们广泛关注与研究的内容．例如： 文献［５⁃７］等研究了磁微极流

方程组解的存在性、唯一性和正则性．与此同时，磁微极流方程组解的动力学行为也受到了广泛的研究．例如

Łｕｋａｓｚｅｗｉｃｚ 和 Ｓａｄｏｗｓｋｉ［８］利用能量方法在二维无界区域上证明了一致吸引子的存在性．Ｍａｔｓｕｕｒａ［９］证明了二

维有界区域上磁微极流方程组指数吸引子的存在性．最近，Ｙａｎｇ 等［１０］ 证明了三维磁微极流方程组轨道吸引

子的存在性．更多结果可参见文献［１１⁃１２］及其参考文献．
考虑区域 Ω 的边界光滑并满足如下初边值条件：
　 　 ｗ（ｘ，τ） ＝ （ｕ（ｘ，τ），ω（ｘ，τ），ｈ（ｘ，τ）） （ｕτ，ω τ，ｈτ），　 　 ｘ ∈ Ω， τ ∈ ＲＲ ， （２）
　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ω（ｘ，ｔ） ＝ ｈ（ｘ，ｔ） ＝ ０，　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ∂Ω × ［τ， ＋ ∞） ． （３）
文献［１３⁃１４］分别在如下假设条件（Ｈ１）和（Ｈ２）下证明了系统（１）—（３）在空间 Ｈ 和空间 Ｖ 中拉回吸收

集的存在性，见后文引理 ４ 和引理 ８．

（Ｈ１）　 （ｕτ（ｘ），ω τ（ｘ），ｈτ（ｘ）） ∈ Ｈ， （ ｆ，ｇ，０） ∈ Ｌ２
ｌｏｃ（ＲＲ ；Ｖ∗），∫０

－∞
ｅλ１δ１θ‖（ ｆ，ｇ，０）‖２

Ｖ^∗ｄθ ＜ ＋ ∞；

（Ｈ２）　 （ｕτ（ｘ），ω τ（ｘ），ｈτ（ｘ）） ∈ Ｖ， （ ｆ，ｇ，０） ∈ Ｌ２
ｌｏｃ（ＲＲ ；Ｈ），∫０

－∞
ｅλ１δ１θ‖（ ｆ，ｇ，０）‖２ｄθ ＜ ＋ ∞ ．

适当提高外力 ｆ 及力矩 ｇ 的正则性，即假设

（Ｈ３）　 （ｕτ，ω τ，ｈτ）∈Ｈ，存在 ｐ ＞ ２ 使得（ ｆ，ｇ，０）∈Ｌｐ
ｌｏｃ（ＲＲ ；Ｖ∗） 且∫０

－∞
ｅλ１δ１θ‖（ ｆ，ｇ，０）‖２

Ｖ^∗ｄθ ＜ ＋ ∞；

（Ｈ４）　 （ｕτ，ω τ，ｈτ）∈Ｖ， 存在 ｐ ＞ ２ 使得（ ｆ，ｇ，０）∈Ｌｐ
ｌｏｃ（ＲＲ ；Ｈ） 且∫０

－∞
ｅλ１δ１θ‖（ ｆ，ｇ，０）‖２ｄθ ＜ ＋ ∞ ．

本文将运用半群方法和 ε⁃ 正则化方法，结合空间嵌入理论，分别在假设条件（Ｈ３）和（Ｈ４）下证明空间

Ｈ 和空间 Ｖ 中紧的拉回吸收集的存在性．
本文剩余部分安排如下： 第 １ 节，做了一些准备工作；第 ２ 节， 证明了系统（１）—（３）紧的拉回吸收集的

存在性．

１　 预 备 知 识

本节中，我们将首先引入一些相关记号，然后定义几个重要的算子，并给出相关估计，最后引入一些重要

的定义及相关结论．
在本文中， ＲＲ 表示实数集， ＮＮ 表示自然数集； Ｌｐ（Ω） 和 Ｗ ｍ，ｐ（Ω） 分别表示 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 空间和 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间

（参见文献［１］）．特别地， Ｈｍ（Ω） Ｗｍ，２（Ω） ．令：
Ｖ { φ ∈ Ｃ∞

０ （Ω） × Ｃ∞
０ （Ω） ｜ φ ＝ （φ１，φ２），Ñ·φ ＝ ０ } ；

Ｈ Ｖ 在 Ｌ２（Ω） × Ｌ２（Ω） 范数下的完备化空间，范数为 ‖·‖Ｈ， 对偶空间记为 Ｈ∗；
Ｖ Ｖ 在 Ｈ１（Ω） × Ｈ１（Ω） 范数下的完备化空间，范数为 ‖·‖Ｖ，对偶空间记为 Ｖ∗；
Ｈ Ｈ × Ｌ２（Ω） × Ｈ，范数为 ‖·‖Ｈ^，对偶空间记为 Ｈ；
Ｖ Ｖ × Ｈ１

０（Ω） × Ｖ，范数为 ‖·‖Ｖ^，对偶空间记为 Ｖ∗ ．
为了记号的简便， 在不引起混淆的情况下， 范数 ‖·‖Ｌ２，‖·‖Ｈ 和 ‖·‖Ｈ^ 简记为‖·‖． 另外，（·，·）和
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〈·，·〉分别表示空间的内积和对偶积．令 Ｘ 表示一般的 Ｂａｎａｃｈ 空间：
Ｌｐ（ Ｉ；Ｘ） 取值于 Ｘ 空间中，在区间 Ｉ 上 ｐ 次可积的函数全体，其范数为

　 　 ‖φ‖Ｌｐ（ Ｉ；Ｘ） ＝ (∫
Ｉ
‖φ‖Ｘ

ｐｄｔ )
１ ／ ｐ

，　 　 ∀φ（ ｔ，ｘ） ∈ Ｌｐ（ Ｉ；Ｘ），１ ≤ ｐ ＜ ∞；

Ｃ（ Ｉ；Ｘ） 取值于 Ｘ 空间中，在区间 Ｉ 上连续的函数全体， 其范数为

　 　 ‖φ‖Ｃ（ Ｉ；Ｘ） ＝ ｍａｘ
ｔ∈Ｉ

‖φ（ ｔ，ｘ）‖Ｘ；

Ｌｌｏｃ
２（ Ｉ； Ｘ） 取值于 Ｘ 空间中，在区间 Ｉ 上局部二次可积的函数全体；
表示两个空间之间的紧嵌入关系．

然后，对于任意的 ｗ ＝ （ｕ，ω，ｈ） ∈ Ｖ， 定义算子 Ａ 和算子 Ｓ 如下：
　 　 〈Ａ（ｗ），Φ〉 （κ ＋ χ）（Ñｕ，Ñξ） ＋ μ（Ñω，Ñη） ＋ α（Ñｈ，Ñζ），　 　 ∀Φ （ξ，η，ζ） ∈ Ｖ，
　 　 〈Ｓ（ｗ），Φ〉 － ２ χ（Ñ× ω，ξ） － ２ χ（Ñ× ｕ，η） ＋ ４ χ（ω，η），　 　 ∀Φ ＝ （ξ，η，ζ） ∈ Ｖ ．

注 １　 根据算子 Ａ 的定义和椭圆算子的谱理论，存在由 Ａ 的特征值构成的序列 { λ ｎ } ∞
ｎ ＝ １ 和 Ｈ 空间的标准正交基构成的

序列 { ｅｎ } ∞
ｎ ＝ １ ⊂ Ｄ（Ａ） （Ｈ２（Ω）） ５ ∩ Ｖ， 满足 ｓｐａｎ{ ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ，…} 在 Ｖ 空间中稠密．对任意的 ｎ ∈ ＮＮ ， 有

　 　 Ａ ｅｎ ＝ λ ｎ ｅｎ，　 　 ０ ＜ λ１ ≤ λ２ ≤ … ≤ λ ｎ ≤ …，
且当 ｎ → ∞ 时，λ ｎ → ∞ ．

另外，对于任意 ｗ ＝ （ｕ，ω，ｈ），ｖ ＝ （ϕ，φ，ψ），Φ ＝ （ξ，η，ζ） ∈ Ｖ， 定义双线性算子 Ｂ：Ｖ × Ｖ → Ｖ∗ 如下：
　 　 〈Ｂ（ｗ，ｖ），Φ〉 ＝ ｂ１（ｕ，ϕ，ξ） ＋ ｂ２（ｕ，φ，η） ＋ ｂ１（ｕ，ψ，ζ） － ｂ１（ｈ，ϕ，ζ） － ｂ１（ｈ，ψ，ξ），

其中

　 　 ｂ１（ｕ，ϕ，ξ） ∑
２

ｉ，ｊ ＝ １
∫
Ω
ｕｉ

∂ϕ ｊ

∂ｘｉ
ξ ｊｄｘ，　 　 ∀ｕ，ϕ，ξ ∈ Ｖ，

　 　 ｂ２（ｕ，φ，η） ∑
２

ｉ ＝ １
∫
Ω
ｕｉ

∂φ
∂ｘｉ

ηｄｘ，　 　 ∀ｕ ∈ Ｖ， φ，η ∈ Ｈ１
０（Ω） ．

不难验证

　 　 ｂ１（ｕ，ϕ，ξ） ＝ － ｂ１（ｕ，ξ，ϕ）， ｂ１（ｕ，ϕ，ϕ） ＝ ０，　 　 ∀ｕ，ϕ，ξ ∈ Ｖ，
　 　 ｂ２（ｕ，φ，η） ＝ － ｂ２（ｕ，η，φ）， ｂ２ ＝ （ｕ，φ，φ） ＝ ０，　 　 ∀ｕ ∈ Ｖ， φ，η ∈ Ｈ１

０（Ω） ．
因此

　 　 〈Ｂ（ｗ，ｖ），ｖ〉 ＝ ０，　 　 ∀ｗ，ｖ ∈ Ｖ ．
关于算子 Ａ，Ｂ 和 Ｓ 有如下重要的估计，可参见文献［１３，１６⁃１７］．
引理 １　 ① 存在正常数 ｃ１， 使得

　 　 ｜ 〈Ｂ（ｗ，ｖ），Φ〉 ｜ ≤
ｃ１‖Ａｗ‖‖ｖ‖Ｖ^‖Φ‖，　 　 ∀ｗ ∈ Ｄ（Ａ）， ｖ ∈ Ｖ， Φ∈ Ｈ，

ｃ１‖ｗ‖１ ／ ２‖ｗ‖１ ／ ２
Ｖ^ ‖ｖ‖１ ／ ２‖ｖ‖１ ／ ２

Ｖ^ ‖Φ‖Ｖ^，　 　 ∀ｗ，ｖ，Φ∈ Ｖ ．{
② 存在正常数 δ １ ＝ ｍｉｎ { κ，μ，α } ，δ ２ δ ２（χ，Ω），ｃ２ 和 ｃ３， 使得

　 　 δ １‖ｗ‖２
Ｖ^ ≤ 〈Ａｗ，ｗ〉 ＋ 〈Ｓ（ｗ），ｗ〉， 　 　 ∀ｗ ∈ Ｖ，

　 　 ‖Ｓ（ｗ）‖ ≤ δ ２‖ｗ‖Ｖ^，　 　 ∀ｗ ∈ Ｖ，
　 　 ｃ２〈Ａｗ，ｗ〉 ≤ ‖ｗ‖Ｖ^ ≤ ｃ３〈Ａｗ，ｗ〉，　 　 ∀ｗ ∈ Ｖ ．

基于上述算子，系统（１）—（３）在分布 Ｄ′（（τ， ＋ ∞），Ｖ∗） 意义下的弱形式可表示如下：

　 　

ｄ
ｄｔ

ｗ（ ｔ） ＋ Ａｗ（ ｔ） ＋ Ｂ（ｗ（ ｔ），ｗ（ ｔ）） ＋ Ｓ（ｗ（ ｔ）） ＝ Ｆ（ ｔ），

ｗ（τ） ＝ （ｕ（τ），ω（τ），ｈ（τ）） ｗτ，　 　 τ ∈ ＲＲ ，
ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ω（ｘ，ｔ） ＝ ｈ（ｘ，ｔ） ＝ ０，　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ∂Ω × ［τ， ＋ ∞），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４）

其中 ｗ（ｘ，ｔ） （ｕ（ｘ，ｔ），ω（ｘ，ｔ），ｈ（ｘ，ｔ）），Ｆ（ ｔ） （ ｆ（ ｔ），ｇ（ ｔ），０） ．
定义 １　 对于任意的 Ｔ ＞ τ， 我们称函数 ｗ （ｕ，ω，ｈ） 为系统（４）的弱解，如果
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　 　 ｗ ∈ Ｌ∞（τ，Ｔ；Ｈ） ∩ Ｌ２（τ，Ｔ；Ｖ），
且在分布 Ｄ′（τ， ＋ ∞） 意义下成立，则

　 　 ｄ
ｄｔ

（ｗ（ ｔ），Ψ） ＋ 〈Ａｗ（ ｔ），Ψ〉 ＋ 〈Ｂ（ｗ（ ｔ），ｗ（ ｔ）），Ψ〉 ＋ 〈Ｓ（ｗ（ ｔ）），Ψ〉 ＝ 〈Ｆ（ ｔ），Ψ〉，

　 　 ∀Ψ∈ Ｖ ．
进一步， 若 ｗ 为系统弱解， 且对任意 Ｔ ＞ τ， 有 ｗ ∈ Ｌ∞（τ，Ｔ； Ｖ） ∩ Ｌ２（τ，Ｔ； Ｄ（Ａ））， 则称 ｗ 为系统（４）的
强解．

系统（４）解的存在唯一性已经在文献［６⁃７，１３］中通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法得到．
引理 ２　 ① 若 Ｆ（ ｔ） ∈ Ｌ２（τ，Ｔ；Ｖ∗） 且 ｗτ ∈ Ｈ， 则系统（４）存在连续依赖于初值的唯一弱解 ｗ（ ｔ；τ，

ｗτ）， 且满足对任意 Ｔ ＞ τ， 有

　 　 ｗ（ ｔ；τ，ｗτ） ∈ Ｃ（［τ，Ｔ］；Ｈ） ∩ Ｌ２（τ，Ｔ；Ｖ） ．
② 若 Ｆ（ ｔ） ∈Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈ） 且 ｗτ ∈Ｖ，则系统（４）存在连续依赖于初值的唯一强解 ｗ（ ｔ；τ，ｗτ），满足对任

意 Ｔ ＞ τ， 有

　 　 ｗ（ ｔ；τ，ｗτ） ∈ Ｃ（［τ，Ｔ］；Ｖ） ∩ Ｌ２（τ，Ｔ；Ｄ（Ａ）） ．
定义 ２　 称 {Ｕ（ ｔ，τ） } ｔ≥τ 是空间 Ｘ 上的过程，如果它满足以下性质：
􀃠 Ｕ（ ｔ，τ）：Ｘ → Ｘ，∀τ ≤ ｔ；
􀃡 Ｕ（τ，τ） 是恒等映射；
􀃢 Ｕ（ ｔ，ｓ）Ｕ（ ｓ，τ） ＝ Ｕ（ ｔ，τ），∀τ ≤ ｓ ≤ ｔ ．

此外，对任意的 ｔ ≥ τ， 若 Ｕ（ ｔ，τ） 是 Ｘ 上的连续映射，则称 {Ｕ（ ｔ，τ） } ｔ≥τ 为 Ｘ 上的连续过程．
根据引理 ２，在空间 Ｈ 和空间 Ｖ 上可定义如下连续过程：
　 　 Ｕ（ ｔ，τ）： （ｕτ，ω τ，ｈτ） Ｕ（ ｔ，τ） （ｕτ，ω τ，ｈτ） ＝
　 　 　 　 （ｕ（ ｔ；τ，ｕτ），ω（ ｔ；τ，ω τ），ｈ（ ｔ；τ，ｈτ）） （ｕ（ ｔ），ω（ ｔ），ｈ（ ｔ）），　 　 ∀ｔ ≥ τ ．
令 Ｘ 表示 Ｈ 空间或 Ｖ 空间， Ｐ（Ｘ） 表示 Ｘ 的所有非空子集构成的集合族， ＤＸ 表示由非空集族 Ｄ ＝

{Ｄ（ ｔ） ｜ ｔ ∈ ＲＲ } ⊂ Ｐ（Ｘ） 构成的集合类，其中 Ｄ（ ｔ） 中的函数满足如下性质：
　 　 ｌｉｍ

τ→－∞
（ｅλ１δ１τ ｓｕｐ

ｗ∈Ｄ（τ）
‖ｗ‖２） ＝ ０．

定义 ３　 设 {Ｕ（ ｔ，τ） } ｔ≥τ 是空间 Ｘ 上的过程，若 Ｘ 上的集合族 Ｄ０ ＝ {Ｄ０（ ｔ） ｜ ｔ∈ＲＲ } ⊂Ｐ（Ｘ） 满足： 对

任意 ｔ ∈ ＲＲ 和 Ｄ ＝ {Ｄ（ ｔ） ｜ ｔ ∈ ＲＲ } ∈ Ｄ， 存在 τ ０（ ｔ，Ｄ） ≤ ｔ 使得 Ｕ（ ｔ，τ）Ｄ（τ） ⊂ Ｄ０（ ｔ），∀τ ≤ τ ０（ ｔ，Ｄ）， 则

称 Ｄ０ 是过程 {Ｕ（ ｔ，τ） } ｔ≥τ 的拉回 Ｄ⁃ 吸收集．

２　 紧的拉回吸收集的存在性

本节将研究系统（４）解算子产生过程 Ｕ（ ｔ，τ） 的拉回吸收集与系统外力及力矩 （ ｆ，ｇ） 正则性的关系．具
体地，我们将运用 􀆠⁃正则性方法［１８］和半群方法［１９］，分别在（Ｈ３）和（Ｈ４）的假设条件下，证明空间 Ｈ和空间 Ｖ
中紧的拉回吸收集的存在性．为此，我们首先定义一个分形维数空间 Ｄ（Ａα）， 作为算子 Ａα 和解析半群 ｅ －Ａｔ 的

定义域．
定义 ４　 给定 α ＞ ０， 令

　 　 Ｄ（Ａα） ＝ {ｗ ∈ Ｈ ∑
∞

ｎ ＝ １
λ ２α

ｎ （ｗ，ｅｎ） ２ ＜ ＋ ∞ } ，

并对任意 ｗ ∈ Ｄ（Ａα），Ａαｗ ＝ ∑∞

ｎ ＝ １
λ α

ｎ（ｗ，ｅｎ）ｅｎ ∈ Ｈ， 其中 { ｅｎ } ｎ≥１ 由注 １ 给定．

注 ２　 对任意 α ＞ ０，Ｄ（Ａα） 是一个 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，其内积定义为

　 　 （ｗ，φ） Ｄ（Ａα） ＝ （Ａαｗ，Ａαφ），

Ｄ（Ａ －α） 表示 Ｄ（Ａα） 的对偶空间．特别地， Ｄ（Ａ０） ＝ Ｈ，Ｄ（Ａ１ ／ ２） ＝ Ｖ，Ｄ（Ａ －１ ／ ２） ＝ Ｖ∗ ．
为了记号的方便，记 ‖φ‖α ‖Ａαφ‖ ．
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定义 ５　 对任意的 ｗ ∈ Ｈ 和 ｔ ≥ ０， 令 ｅ －Ａｔｗ ＝ ∑∞

ｎ ＝ １
ｅ －λｎｔ（ｗ，ｅｎ）ｅｎ ∈ Ｈ ．

２．１　 空间 Ｈ 上紧的拉回吸收集的存在性

本小节致力于证明在（Ｈ３）的假设条件下，过程 Ｕ（ ｔ，τ） 在 Ｈ 空间中的紧的拉回吸收集的存在性．为此，
我们首先给出解的如下先验估计，详见文献［１３］．

引理 ３　 假设（Ｈ１）成立且 ｗ （ｕ，ω，ｈ） 是系统（４）的弱解，则对于任意的 ｔ ∈ ＲＲ ，Ｄ ＝ {Ｄ（ ｔ） ｜ ｔ ∈ ＲＲ }

∈ ＤＨ^， 存在 τ ０（Ｄ，ｔ） ＜ ｔ － ２， 使得对任意 τ ≤ τ ０（Ｄ，ｔ），ｗτ ∈ Ｄ（τ）， 有

　 　 ‖ｗ（ ｒ；τ，ｗτ）‖２ ≤ ρ １（ ｔ），　 　 ∀ｒ ∈ ［ ｔ － ２，ｔ］， （５）

　 　 ∫ｒ
ｒ－１

‖ｗ（ ｓ；τ，ｗτ）‖２
Ｖ^ｄｓ ≤ ρ ２（ ｔ），　 　 ∀ｒ ∈ ［ ｔ － １，ｔ］， （６）

其中

　 　 ρ １（ ｔ） ＝ １ ＋ ｅ －λ１δ１（ ｔ －２）

δ １
∫ｔ

－∞
ｅλ１δ１ｓ‖Ｆ（ ｓ）‖２

Ｖ^∗ｄｓ，

　 　 ρ ２（ ｔ） ＝ １
δ １

ｍａｘ
θ∈［ ｔ －２，ｔ］

ρ １（θ） ＋ １
δ １
∫ｔ
ｔ －２

‖Ｆ（ ｓ）‖２
Ｖ^∗ｄｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

引理 ４［１３］ 　 在引理 ３ 的条件下，集合族 Ｄ０ ＝ {Ｄ０（ ｔ） ｜ ｔ∈ＲＲ } ，Ｄ０（ ｔ） ＝ Ｂ
－
（０，ＲＨ^（ ｔ）） 是空间 Ｈ中关于过

程 {Ｕ（ ｔ，τ） } ｔ≥τ 的拉回 ＤＨ^⁃ 吸收集，其中

　 　 Ｂ
－

Ｈ^（０，ＲＨ^（ ｔ）） ＝ {ｗ ∈ Ｈ ｜ ‖ｗ‖２ ≤ ＲＨ^（ ｔ） } ，

　 　 ＲＨ^（ ｔ） １ ＋ ｅ －δ１λ１（ ｔ －２）

δ １
∫ｔ

－∞
ｅδ１λ１θ‖Ｆ（θ）‖２

Ｖ^∗ｄθ

是空间 Ｈ 中的闭球．
下面关于算子 Ａ 和 Ｂ 的估计已在文献［２０］的引理 ３．３ 和引理 ３．４ 中得到了验证，为了读者的方便，我们

在此给出详细的证明过程．
引理 ５　 ① 对任意的 β ＞ ０， 有 ‖Ａβｅ －Ａｔｗ‖ ≤ ｃ －β

β ‖ｗ‖，∀ｗ ∈ Ｈ；
② 对任意的 ０ ＜ ε ＜ １ ／ ４， 存在常数 ｃ－ε 和 ｃ ε， 使得

　 　 Ｂ： Ｄ（Ａε） × Ｄ（Ａε） → Ｄ（Ａ －（１－２ε））， ‖Ｂ（ｗ，ｗ）‖ －（１－２ε） ≤ ｃ－ε‖ｗ‖２
ε，

　 　 Ｓ： Ｄ（Ａε） → Ｄ（Ａ －（１－２ε））， ‖Ｓ（ｗ）‖ －（１－２ε） ≤ ｃ ε‖ｗ‖ε ．

证明　 对任意 ｗ ∈ Ｈ，ｗ ＝ ∑∞

ｎ ＝ １
（ｗ，ｅｎ）ｅｎ， 有

　 　 ‖Ａβｅ －Ａｔｗ‖ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
λ β

ｎｅ
－λｎｔ（ｗ，ｅｎ）ｅｎ ＝ ｔ －β∑

∞

ｎ ＝ １
（λ ｎ ｔ） βｅ －λｎｔ（ｗ，ｅｎ）ｅｎ ≤

　 　 　 　 ｔ －β ｓｕｐ
γ∈［０，＋∞）

γ βｅ －γ ∑
∞

ｎ ＝ １
（ｗ，ｅｎ）ｅｎ ＝ ｃβ ｔ

－β‖ｗ‖，

其中 ｃβ ｓｕｐγ∈［０，∞ ］γ βｅ －γ ．故①的结论成立．
对任意的 ε ∈ （０，１ ／ ４）， 有

　 　 Ｄ（Ａ１－２ε） Ｗ２－４ε，２（Ω） Ｗ１，∞（Ω） Ｗ１，１ ／ ２ε（Ω）， Ｄ（Ａε） Ｗ２ε，２（Ω） Ｌ２ ／ （１－２ε）（Ω） ．
因此，对任意 φ ∈ Ｄ（Ａ１－２􀆠）， 由上述 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间嵌入关系和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，可知

　 　 ｜ 〈Ｂ（ｗ，ｗ），φ〉 ｜ ＝｜ 〈Ｂ（ｗ，φ），ｗ〉 ｜ ≤
　 　 　 　 ‖ｗ‖Ｌ２ ／ （１－２􀆠）（Ω）‖ｗ‖Ｌ２ ／ （１－２􀆠）（Ω）‖ Ñφ‖Ｌ１ ／ ２􀆠 ≤ ｃ－􀆠‖ｗ‖２

􀆠‖φ‖１－２􀆠，
　 　 ｜ 〈Ｓ（ｗ），φ〉 ｜ ＝｜ － ２ χ（Ñ× ω，ξ） － ２ χ（Ñ× ｕ，η） ＋ ４ χ（ω，η） ｜ ≤

　 　 　 　 ｃχ∫
Ω
｜ ｗ ｜·｜ Ñφ ｜ ｄｘ ≤ ｃ‖ｗ‖Ｌ（１ ／ １－２􀆠）（Ω）‖ Ñφ‖Ｌ１ ／ ２􀆠（Ω） ≤ ｃ 􀆠‖ｗ‖􀆠‖φ‖１－２􀆠，

其中 ｃ－ε 和 ｃ ε 是正常数．②的结论成立，引理得证． □
接下来，我们证明系统解的如下重要估计．
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引理 ６　 假设（Ｈ３）成立，则对任意 ε ＜ ｍｉｎ { １ ／ ４，１ ／ ２ － １ ／ ｐ } ，ｔ ∈ ＲＲ 和 Ｄ ∈ ＤＨ^，有 {Ｕ（ ｔ，τ）ｗτ ｜ ｗτ ∈
Ｄ（τ），τ ≤ τ ０（Ｄ，ｔ） } 在 Ｄ（Ａ􀆠） 中有界，其中 τ ０（Ｄ，ｔ） 来自引理 ３．

证明　 其证明过程类似于文献［２０］中的引理 ３．５．首先，对于任意固定的 ｔ ∈ ＲＲ ，Ｄ ∈ ＤＨ^，τ ≤ τ ０（Ｄ，ｔ），
ｗτ ∈ Ｄ（τ），记 ｗσ（ ｓ） ＝ ｗ（σ ＋ ｓ；τ，ｗτ），Ｆσ（ ｓ） ＝ Ｆ（σ ＋ ｓ） ．由常数变差公式，系统（４）的弱解 ｗ 可表示为

　 　 ｗ（ ｔ） ＝ ｅ －Ａ（ ｔ －ｓ）ｗ（ ｓ） ＋ ∫ｔ
ｓ
ｅ －Ａ（ ｔ －θ）［Ｆ（θ） － Ｂ（ｗ（θ），ｗ（θ）） － Ｓ（ｗ（θ））］ｄθ，　 　 ∀ｓ ∈ ［τ，ｔ］ ． （７）

特别地，存在 σ ＞ τ （稍后确定），使得对任意 ｓ ∈ ［０，ｔ － σ］， 有

　 　 ｗσ（ ｓ） ＝ ｅ －Ａｓｗσ（０） ＋ ∫ｓ
０
ｅ －Ａ（ ｓ－θ）［Ｆσ（θ） － Ｂ（ｗσ（θ），ｗσ（θ）） － Ｓ（ｗσ（θ））］ｄθ ． （８）

由式（５）和（６）可知，对任意 σ ∈ ［ ｔ － １，ｔ），ｓ ∈ ［０，ｔ － σ］ ，有

　 　 ‖ｗσ（ ｓ）‖ ≤ ρ １ ／ ２
１ （ ｔ）， ∫ｓ

０
‖ｗσ（θ）‖２

Ｖ^ｄθ ≤ ρ ２（ ｔ） ． （９）

根据引理 ５，取 σ ∈ ［ ｔ － １，ｔ） 且 ｓ ≤ ｔ － σ， 将式（８）在 Ｄ（Ａε） 空间中取范数并乘以 ｓε， 可得

　 　 ｓε‖ｗσ（ ｓ）‖ε ≤

　 　 　 　 ｓε‖ｅ －Ａｓｗσ（０）‖ε ＋ ｓε∫ｓ
０
‖ｅ －Ａ（ ｓ－θ）［Ｆσ（θ） － Ｂ（ｗσ（θ），ｗσ（θ）） － Ｓ（ｗσ（θ））］‖εｄθ ≤

　 　 　 　 ｃε‖ｗσ（０）‖ ＋ ｃ１－ε ｓε∫ｓ
０
（ ｓ － θ） －（１－ε）［‖Ｂ（ｗσ（θ），ｗσ（θ））‖ －（１－２ε） ＋

　 　 　 　 ‖Ｓ（ｗσ（θ））‖ －（１－２ε）］ｄθ ＋ ｃ１ ／ ２＋ε ｓε∫ｓ
０
（ ｓ － θ） －１ ／ ２－􀆠‖Ｆσ（θ）‖Ｖ^∗ｄθ ≤ Ｌ１ ＋ Ｌ２ ＋ Ｌ３， （１０）

其中

　 　 Ｌ１ ｃερ １ ／ ２
１ （ ｔ） ＋ ｃ１ ／ ２＋ε ｓε∫ｓ

０
（ ｓ － θ） －１ ／ ２－􀆠‖Ｆσ（θ）‖Ｖ^∗ｄθ，

　 　 Ｌ２ ｃ１－ε ｃ
－
ε ｓε∫ｓ

０
（ ｓ － θ） －（１－ε）‖ｗσ（θ）‖２

εｄθ，

　 　 Ｌ３ ｃ１－ε ｃ ε ｓε∫ｓ
０
（ ｓ － θ） －（１－􀆠）‖ｗσ（θ）‖εｄθ ．

为了找到 ｓε‖ｗσ（ ｓ）‖ε 的一个上界，下面分别估计 Ｌ１，Ｌ２ 和 Ｌ３ ．首先，由于 ０ ＜ ε ＜ １ ／ ２ － １ ／ ｐ， 因此，对于任

意的 ｓ ∈ ［０，ｔ － σ］ ⊂ ［０，１］ 有

　 　 Ｌ１ ≤ ｃ􀆠 ρ １ ／ ２
１ （ ｔ） ＋ ｃ１ ／ ２＋􀆠 (∫ｓ

０
（ ｓ － θ） （ －１ ／ ２－􀆠） ／ （１－１ ／ ｐ）ｄθ )

１－１ ／ ｐ

(∫ｓ
０
‖Ｆσ（θ）‖ｐ

Ｖ^∗ｄθ )
１ ／ ｐ

≤

　 　 　 　 ｃ􀆠 ρ １ ／ ２
１ ＋ ｃ１ ／ ２＋􀆠 (∫ｓ

０
ｒ（ －１ ／ ２－􀆠） ／ （１－１ ／ ｐ）ｄｒ )

１－１ ／ ｐ

(∫ｔ
ｔ －１

‖Ｆ（ ｒ）‖ｐ
Ｖ^∗ｄｒ )

１ ／ ｐ
φ１（ ｔ） ． （１１）

不难验证，对于任意 ｔ∈ＲＲ ，φ１（ ｔ） 在假设（Ｈ３）的条件下有界．另外，由式（９）和如下插值不等式（见文献［２１］
中式（２．２４））：

　 　 ‖ｗ（θ）‖１ ／ ２
ε ≤ ‖ｗ（θ）‖１ ／ ２－ε‖ｗ（θ）‖ε

Ｖ^，　 　 ε ∈ （０，１ ／ ４］，
可得

　 　 Ｌ２ ≤ ｃ－ε ｃ１－ε ｓε∫ｓ
０
（ ｓ － θ） －（１－ε）‖ｗσ（θ）‖３ ／ ２

􀆠 ‖ｗσ（θ）‖１ ／ ２－􀆠‖ｗσ（θ）‖􀆠
Ｖ^ｄθ ≤

　 　 　 　 ｃ－ε ｃ１－ε ｓερ （１－２ε） ／ ４
１ （ ｔ） (∫ｓ

０
‖ｗσ（θ）‖２

Ｖ^ｄθ )
ε ／ ２

(∫ｓ
０
（ ｓ － θ） －２（１－ε） ／ （２－ε）‖ｗσ（θ）‖３ ／ （２－ε）

ε ｄθ )
１－ε ／ ２

≤

　 　 　 　 φ２（σ，ｔ） ｓε (∫ｓ
０
（ ｓ － θ） －２（１－ε） ／ （２－ε）‖ｗσ（θ）‖３ ／ （２－ε）

ε ｄθ )
１－ε ／ ２

， （１２）

其中 φ２（σ，ｔ） { ｃ－ε，ｃ ε } ｃ１－ε ρ （１－２ε） ／ ４
１ （ ｔ） (∫ｔ

σ
‖ｗ（θ）‖２

Ｖ^ｄθ )
ε ／ ２

．类似地，

　 　 Ｌ３ ≤ ｃ ε ｃ１－ε ｓερ （１－２ε） ／ ４
１ (∫ｓ

０
‖ｗσ（θ）‖２

Ｖ^ｄθ )
ε ／ ２

(∫ｓ
０
（ ｓ － θ） －２（１－ε） ／ （２－ε） ‖ｗσ（θ）‖１ ／ （２－ε）

ε ｄθ )
１－ε ／ ２

≤
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　 　 　 　 φ２（σ，ｔ） ｓε (∫ｓ
０
（ ｓ － θ） ２（１－ε） ／ （２－ε）‖ｗσ（θ）‖１ ／ （２－ε）

ε ｄθ )
１－ε ／ ２

． （１３）

令 Ｘ（ ｓ） ｓε‖ｗσ（ ｓ）‖ε， 将式（１１）—（１３）代入式（１０），可得

　 　 Ｘ（ ｓ） ≤ φ１（ ｔ） ＋ φ２（σ，ｔ） ｓε [ (∫ｓ
０
（ ｓ － θ） －２（１－ε） ／ （２－ε） θ －３ε ／ （２－ε）Ｘ３ ／ （２－ε）（θ）ｄθ )

１－ε ／ ２
＋

　 　 　 　 (∫ｓ
０
（ ｓ － θ） －２（１－ε） ／ ／ （２－ε） θ －ε ／ （２－ε）Ｘ１ ／ （２－ε）（θ）ｄθ )

１－ε ／ ２

] ．

接下来，引入一个重要结论（详细证明见本小节末尾）．
命题 １　 对于任意 ｓ ∈ ［０，ｔ － σ］， 若存在连续函数 Ｙ（ ｓ） 满足 Ｙ（０） ＞ Ｘ（０） 且

　 　 Ｙ（ ｓ） ≥ φ１（ ｔ） ＋ φ２（σ，ｔ） ｓε [ (∫ｓ
０
（ ｓ － θ） －２（１－ε） ／ （２－ε） θ －３ε ／ （２－ε）Ｙ３ ／ （２－ε）（θ）ｄθ )

１－ε ／ ２
＋

　 　 　 　 (∫ｓ
０
（ ｓ － θ） －２（１－ε） ／ （２－ε） θ －ε ／ （２－ε）Ｙ１ ／ （２－ε）（θ）ｄθ )

１－ε ／ ２

]，
则 Ｙ（ ｓ） ≥ Ｘ（ ｓ），∀ｓ∈［０，ｔ － σ］ ．特别地，对于任意固定的 ｋ０ ＞ １， 成立 ｋ０φ１（ ｔ） ≥ Ｘ（ ｓ），∀ｓ∈［０，ｔ － σ］ ．
　 　 综上可得，对任意 ｗτ ∈ Ｄ（τ），τ ≤ τ ０（Ｄ０，ｔ）， 有

　 　 ‖Ａεｗ（ ｔ；τ，ｗτ）‖ ＝ （ ｔ － σ） －εＸ（ ｔ － σ） ≤ ｋ０（ ｔ － σ） －εφ１（ ｔ） ．
由 φ１（ ｔ） 的有界性，可知引理 ６ 成立． □

定理 １　 设（Ｈ３）成立，则过程 Ｕ（ ｔ，τ） 在 Ｈ 空间中存在紧的拉回吸收集．
证明　 基于引理 ６，由空间紧嵌入关系 Ｄ（Ａε） Ｈ， 可得空间 Ｈ 中紧的拉回吸收集的存在性．定理得证．

□
命题 １的证明　 若此命题不成立， 则存在 ｓ０ ∈ ［０， ｔ － σ］， 使得 Ｘ（ ｓ０） ＞ Ｙ（ ｓ０） ．令 ｓ ＝ ｓｕｐ { ｓ ∈ ［０， ｔ

－ σ］ ｜ Ｘ（ ｒ） ＜ Ｙ（ ｒ），∀ｒ ∈ ［０，ｓ） } ＞ ０， 则由 Ｙ（ ｓ） 的连续性，有
　 　 Ｘ（ ｓ） ＝ Ｙ（ ｓ），且 Ｘ（ ｓ） ＜ Ｙ（ ｓ），　 　 ∀ｓ ∈ ［０，ｓ） ．

另外

　 　 Ｘ（ ｓ） ≤ φ１（ ｔ） ＋ φ２（σ，ｔ） ｓ􀆠 (∫ ｓ

０
（ ｓ － θ） －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠） θ －３􀆠 ／ （２－􀆠）Ｘ３ ／ （２－􀆠）（θ）ｄθ )

１－􀆠 ／ ２
＋

　 　 　 　 φ２（σ，ｔ） (∫ ｓ

０
（ ｓ － θ） －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠） θ －􀆠 ／ （２－􀆠）Ｘ１ ／ （２－􀆠）（θ）ｄθ )

１－􀆠 ／ ２
＜

　 　 　 　 φ１（ ｔ） ＋ φ２（σ，ｔ） ｓ􀆠 (∫ ｓ

０
（ ｓ － θ） －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠） θ －３􀆠 ／ （２－􀆠）Ｙ３ ／ （２－􀆠）（θ）ｄθ )

１－􀆠 ／ ２
＋

　 　 　 　 φ２（σ，ｔ） ｓ􀆠 (∫ ｓ

０
（ ｓ － θ） －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠） θ －􀆠 ／ （２－􀆠）Ｙ１ ／ （２－􀆠）（θ）ｄθ )

１－􀆠 ／ ２
≤ Ｙ（ ｓ） ．

上式与 Ｘ（ ｓ） ＝ Ｙ（ ｓ） 矛盾，因此假设不成立，故 Ｙ（ ｓ） ≥ Ｘ（ ｓ），∀ｓ ∈ ［０，ｔ － σ］ ．
对于 ∀ｓ∈［０，ｔ － σ］，令 Ｙ（ ｓ） ｋ０φ１（ ｔ），ｋ０ ＞ １．显然，当 ｓ ＝ ０ 时，有 Ｙ（０） ＞ Ｘ（０） ．接下来，我们验证：

对于 ∀ｓ ∈ （ ０，ｔ － σ］ ⊂ （０，１］，􀆠 ∈ （０，１ ／ ４］， 以下不等式成立：

　 　 ｋ０φ１（ ｔ） ≥ φ１（ ｔ） ＋ ｋ０ ｋ０ φ３ ／ ２
１ （ ｔ）φ２（σ，ｔ） ｓ􀆠 (∫ｓ

０
（ ｓ － θ） －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠） θ －３􀆠 ／ （２－􀆠）ｄθ )

１－􀆠 ／ ２
＋

　 　 　 　 ｋ０ φ１ ／ ２
１ （ ｔ）φ２（σ，ｔ） ｓ􀆠 (∫ｓ

０
（ ｓ － θ） －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠） θ －􀆠 ／ （２－􀆠）ｄθ )

１－􀆠 ／ ２
． （１４）

首先，令 θ ＝ ｓｒ， 则有

　 　 ｓ􀆠 (∫ｓ
０
（ ｓ － θ） －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠） θ －３􀆠 ／ （２－􀆠）ｄθ )

１－􀆠 ／ ２
＝

　 　 　 　 ｓ􀆠 (∫１
０
ｓ －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠）（１ － ｒ） －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠） ｓ －３􀆠 ／ （２－􀆠） ｒ －３􀆠 ／ （２－􀆠） ｓｄｒ )

１－􀆠 ／ ２
＝

　 　 　 　 (∫１
０
（１ － ｒ） －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠） ｒ －３􀆠 ／ （２－􀆠）ｄｒ )

１－􀆠 ／ ２
＝ ａ􀆠，

　 　 ｓ􀆠 (∫ｓ
０
（ ｓ － θ） －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠） θ －􀆠 ／ （２－􀆠）ｄθ )

１－􀆠 ／ ２
＝

７９４１第 １１ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 田从洋，等： 磁微极流方程组紧的拉回吸收集的存在性



　 　 　 　 ｓ􀆠 (∫１
０
ｓ －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠）（１ － ｒ） －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠） ｓ －􀆠 ／ （２－􀆠） ｒ －􀆠 ／ （２－􀆠） ｓｄｒ )

１－􀆠 ／ ２
＝

　 　 　 　 ｓ􀆠 (∫１
０
（１ － ｒ） －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠） ｒ －􀆠 ／ （２－􀆠）ｄｒ )

１－􀆠 ／ ２
≤

　 　 　 　 (∫１
０
（１ － ｒ） －２（１－􀆠） ／ （２－􀆠） ｒ －􀆠 ／ （２－􀆠）ｄｒ )

１－􀆠 ／ ２
＝ ｂ􀆠 ．

为证明式（１４）成立，只需证明

　 　 ｋ０ ｋ０ φ１ ／ ２
１ （ ｔ）φ２（σ，ｔ）ａ􀆠 ＋ ｋ０ φ

－１ ／ ２
１ （ ｔ）φ２（σ，ｔ）ｂ􀆠 ≤ ｋ０ － １，　 　 ｋ０ ＞ １． （１５）

类似于文献［２２］中的式（２１）， 我们可证得： 对于 ∀ε ＞ ０， ｔ∈ＲＲ ， Ｄ∈ ＤＨ^， 存在 σ σ（ε，ｔ，Ｄ） ∈ （ ｔ － １，
ｔ）， 使得

　 　 φ２（σ，ｔ） ＝ { ｃ－ε，ｃ ε } ｃ１－ερ （１－２ε） ／ ４
１ （ ｔ） (∫ｔ

σ
‖ｗ（θ）‖２

Ｖ^ｄθ )
ε ／ ２

≤ ε，　 　 ∀τ ∈ τ ０（Ｄ，ｔ）， ｗτ ∈ Ｄ（τ） ．

由 ε 的任意性，可知存在 σ， 使得式（１５）成立，继而式（１４）成立，命题 １ 得证．
２．２　 空间 Ｖ 上紧的拉回吸收集的存在性

本小节我们将进一步证明当提升系统初值以及外力和力矩的正则性时，过程 Ｕ（ ｔ，τ） 在 Ｖ空间中紧的拉

回吸收集的存在性．
给定假设条件（Ｈ２），对于系统（４）的解有如下正则性估计，见文献［１４］中的引理 ３．２．

引理 ７　 假设（Ｈ２）成立，则对任意 ｔ ∈ ＲＲ 和 Ｄ ＝ {Ｄ（ ｔ） ｜ ｔ ∈ ＲＲ } ∈ ＤＨ^， 存在 τ′０（Ｄ，ｔ） ＜ ｔ － ２， 使得对

任意 τ ≤ τ′０（Ｄ，ｔ） 和 ｗτ ∈ Ｄ（τ） 成立，则
　 　 ‖ｗ（ ｒ；τ，ｗτ）‖２

Ｖ^ ≤ ρ ３（ ｔ），　 　 ∀ｒ ∈ ［ ｔ － ２，ｔ］，
其中

　 　 ρ ３（ ｔ） ｍａｘ
ｒ∈［ ｔ －２，ｔ］

ｇ { ｃ（δ ２，δ １，λ １） ( ρ １（ ｒ） ＋ ∫ｒ
ｒ－１

‖Ｆ（θ）‖２ｄθ ) ×

　 　 　 　 ｅｘｐ [ ｃ（ｃ３，δ １，λ １）（ρ ２
１（ ｒ） ＋ ρ １（ ｒ）∫ｒ

ｒ－１
‖Ｆ（θ）‖２ｄθ） ]ｇ } ．

基于引理 ７，令 { Ｂ
－

Ｈ^（０，ρ １（ ｔ）） ｜ ｔ ∈ ＲＲ } {ｗ ∈ Ｈ ｜ ‖ｗ（ ｔ）‖２ ≤ ρ １（ ｔ） } ∈ ＤＨ^， 可得

引理 ８　 假设（Ｈ２）成立，则集合族

　 　 Ｄ０，Ｖ^ { Ｄ０，Ｖ^（ ｔ） ＝ Ｂ
－

Ｈ^（０，ρ １（ ｔ）） ∩ Ｖ ｜ ｔ ∈ ＲＲ } ∈ ＤＨ，Ｖ^，

并且对任意 ｔ ∈ ＲＲ ，Ｄ ∈ ＤＨ^， 存在 τ′０（Ｄ，ｔ） ＜ ｔ， 使得

　 　 Ｕ（ ｔ，τ）Ｄ（τ） ⊂ Ｄ０，Ｖ^（ ｔ），　 　 ∀τ ≤ τ′０（Ｄ，ｔ） ．

特别地， Ｄ０，Ｖ^ 关于过程 {Ｕ（ ｔ，τ） } ｔ≥τ 是拉回 ＤＨ，Ｖ^⁃ 吸收的．
接下来，我们证明有关算子 Ｂ，Ｓ 和 Ａ 的估计．
引理 ９　 对任意的 􀆠 ＞ ０， 存在常数 ｃ＝ 􀆠 和 ｃ≈􀆠， 使得

　 　 Ｂ： Ｖ × Ｖ → Ｄ（Ａ －􀆠）， ‖Ｂ（ｗ，ｗ）‖ －􀆠 ≤ ｃ＝‖ｗ‖２
Ｖ^，　 　 ∀ｗ ∈ Ｖ，

　 　 Ｓ： Ｖ → Ｄ（Ａ －􀆠）， ‖Ｓ（ｗ）‖ －􀆠 ≤ ｃ≈􀆠‖ｗ‖Ｖ^，　 　 ∀ｗ ∈ Ｖ ．
证明　 首先，对任意 􀆠 ＞ ０， 有

　 　 Ｗ１，２（Ω） Ｌ１ ／ 􀆠， Ｄ（Ａ􀆠） Ｌ２ ／ （１－２􀆠）（Ω）， Ｌ２（Ω） Ｌ２ ／ （１＋２􀆠）（Ω），
结合 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，可得

　 　 ｜ 〈Ｂ（ｗ，ｗ），Φ〉 ｜ ≤ ‖ｗ‖Ｌ１ ／ 􀆠（Ω）‖ Ñｗ‖‖Φ‖Ｌ２ ／ （１－２􀆠）（Ω） ≤
　 　 　 　 ‖ｗ‖Ｌ１ ／ 􀆠（Ω）‖ Ñｗ‖‖Φ‖􀆠 ≤ ｃ＝ 􀆠‖ｗ‖２

Ｖ^‖Φ‖􀆠， 　 　 ∀ｗ ∈ Ｖ， Φ∈ Ｄ（Ａ􀆠），
　 　 ｜ 〈Ｓ（ｗ），Φ〉 ｜ ＝ ｜ － ２ χ（Ñ× ω，ξ） － ２ χ（Ñ× ｕ，η） ＋ ４ χ（ω，η） ｜ ≤
　 　 　 　 ｃ‖ Ñｗ‖Ｌ２ ／ （１＋２􀆠）（Ω）‖Φ‖Ｌ２ ／ （１－２􀆠）（Ω） ≤ ｃ≈􀆠 ‖ｗ‖Ｖ^‖Φ‖􀆠，

　 　 ∀ｗ ∈ Ｖ， Φ ＝ （ξ，η，ζ） ∈ Ｄ（Ａ􀆠） ．
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引理得证． □

引理 １０　 假设（Ｈ４）成立，且 δ ＜ ｍｉｎ { １ ／ ４，１ ／ ２ － １ ／ ｐ } ， 则对任意 ｔ∈ＲＲ和 Ｄ∈ ＤＨ^， {Ｕ（ ｔ，τ）Ｄ（τ） ｜ τ
≤ τ′０（Ｄ，ｔ） } 在 Ｄ（Ａ１ ／ ２＋δ） 中有界．

证明　 将式（７）在空间 Ｄ（Ａ１ ／ ２＋δ） 中取范数，并选取 􀆠 使得 δ ＋ 􀆠 ＜ １ ／ ２， 由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式，得

　 　 ‖ｗ（ ｔ）‖１ ／ ２＋δ ≤ ‖ｅ －Ａｗ（ ｔ － １）‖１ ／ ２＋δ ＋ ∫ｔ
ｔ －１

‖ｅ －Ａ（ ｔ －θ）Ｆ（θ）‖１ ／ ２＋δｄθ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
ｔ －１

‖ｅ －Ａ（ ｔ －θ）［Ｂ（ｗ（θ），ｗ（θ）） ＋ Ｓ（ｗ（θ））］‖１ ／ ２＋δｄθ ≤

　 　 　 　 ｃδ‖ｗ（ ｔ － １）‖Ｖ^ ＋ ｃ１ ／ ２＋δ ＋􀆠∫ｔ
ｔ －１

（ ｔ － θ） －１ ／ ２－δ －􀆠‖Ｂ（ｗ（θ），ｗ（θ））‖ －􀆠ｄθ ＋

　 　 　 　 ｃ１ ／ ２＋δ ＋􀆠∫ｔ
ｔ －１

（ ｔ － θ） －１ ／ ２－δ －􀆠‖Ｓ（ｗ（θ））‖ －􀆠ｄθ ＋ ｃ１ ／ ２＋δ∫ｔ
ｔ －１

（ ｔ － θ） －１ ／ ２－δ‖Ｆ（θ）‖ｄθ ≤

　 　 　 　 ｃδρ ５
１ ／ ２（ ｔ） ＋ ｃ１ ／ ２＋δ ＋􀆠 ｃ

＝
􀆠ρ ３（ ｔ）∫ｔ

ｔ －１
（ ｔ － θ） １ ／ ２－δ －􀆠ｄθ ＋ ｃ１ ／ ２＋δ ＋􀆠 ｃ

≈
􀆠ρ １ ／ ２

３ （ ｔ）∫ｔ
ｔ －１

（ ｔ － θ） －１ ／ ２－δ －􀆠ｄθ ＋

　 　 　 　 ｃ１ ／ ２＋δ [∫ｔ
ｔ －１

（ ｔ － θ） －ｐ（１ ／ ２＋δ） ／ （ｐ－１）ｄθ ]
（ｐ－１） ／ ｐ

[∫ｔ
ｔ －１

‖Ｆ（θ）‖ｐｄθ ]
１ ／ ｐ

≤

　 　 　 　 ｃδ ＋
２ｃ１ ／ ２＋δ ＋􀆠 ｃ

≈
􀆠

１ － ２δ － ２􀆠
æ

è
ç

ö

ø
÷ ρ １ ／ ２

３ （ ｔ） ＋
２ｃ１ ／ ２＋δ ＋􀆠 ｃ

＝
􀆠

１ － ２δ － ２􀆠
ρ ３（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｃ１ ／ ２＋δ
２（ｐ － １）

（１ － ２δ）ｐ － ２
é

ë
êê

ù

û
úú

（ｐ－１） ／ ｐ

[∫ｔ
ｔ －１

‖Ｆ（θ）‖ｐｄθ ]
１ ／ ｐ

＜ ＋ ∞ ．

引理得证． □
定理 ２　 设（Ｈ４）成立，则过程 Ｕ（ ｔ，τ） 在 Ｖ 空间中存在紧的拉回吸收集．
证明　 基于引理 １０，由空间紧嵌入关系 Ｄ（Ａ１ ／ ２＋δ） Ｖ ，可得空间 Ｖ 中紧的拉回吸收集的存在性．定理

得证． □
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［４］　 ŁＵＫＡＳＺＥＷＩＣＺ Ｇ． Ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ Ｆｌｕｉｄｓ： Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｍ］ ． Ｂｏｓｔｏｎ： Ｂｉｒｋｈäｕｓｅｒ， １９９９．
［５］　 ＪＩＡ Ｃ Ｍ， ＴＡＮ Ｚ， ＺＨＯＵ Ｊ Ｆ． Ｇｌｏｂａｌ ｗｅｌｌ⁃ｐｏｓｅｄｎｅｓｓ ｏｆ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ．

Ｔｈｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０２３， ３３： ３５８．
［６］ 　 ＲＯＪＡＳ⁃ＭＥＤＡＲ Ｍ Ａ． Ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄ ｍｏｔｉｏｎ： ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｓｔｒｏｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ［ Ｊ］ ．

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｓｃｈｅ Ｎａｃｈｒｉｃｈｔｅｎ， １９９７， １８８（１）： ３０１⁃３１９．
［７］　 ＲＯＪＡＳ ＭＥＤＡＲ Ｍ Ａ， ＢＯＬＤＲＩＮＩ Ｊ Ｌ． Ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄ ｍｏｔｉｏｎ： ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ｏｆ ｗｅａｋ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｒｅ⁃

ｖｉｓｔａ Ｍａｔｅｍáｔｉｃａ Ｃｏｍｐｌｕｔｅｎｓｅ， １９９８， １１（２）： ４４３⁃４６０．
［８］　 ŁＵＫＡＳＺＥＷＩＣＺ Ｇ， ＳＡＤＯＷＳＫＩ Ｗ． Ｕｎｉｆｏｒｍ ａｔｔｒａｃｔｏｒ ｆｏｒ ２Ｄ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗ ｉｎ ｓｏｍｅ ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ

ｄｏｍａｉｎｓ［Ｊ］ ． Ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔ ｆüｒ Ａｎｇｅｗａｎｄｔｅ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｋ ｕｎｄ Ｐｈｙｓｉｋ ＺＡＭＰ， ２００４， ５５（２）： ２４７⁃２５７．
［９］　 ＭＡＴＳＵＵＲＡ Ｋ． Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ２Ｄ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｍｉｃｒｏｐｏｌｏｒ ｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗ ｉｎ ｂｏｕｎｄｅｄ ｄｏｍａｉｎ［Ｊ］ ． Ｄｉｓｃｒｅｔｅ

ａｎｄ Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ， ２００５， ２００５： ６３４⁃６４１．
［１０］　 ＹＡＮＧ Ｈ Ｊ， ＨＡＮ Ｘ Ｌ， ＷＡＮＧ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｈｏｍｏｇｅｎｉｚａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ３Ｄ ｉｎｃｏｍ⁃

ｐｒｅｓｓｉｂｌｅ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄｓ［ Ｊ］ ． Ｄｉｓｃｒｅｔｅ ａｎｄ Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ： Ｓ， ２０２３， １６（１０）：
２６７２⁃２６８５．

［１１］　 ＮＩＣＨＥ Ｃ Ｊ， ＰＥＲＵＳＡＴＯ Ｃ Ｆ． Ｓｈａｒｐ ｄｅｃａｙ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ａｎｄ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｂｅｈａｖｉｏｕｒ ｆｏｒ ３Ｄ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕ⁃
ｉｄｓ［Ｊ］ ． Ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔ ｆüｒ Ａｎｇｅｗａｎｄｔｅ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｋ ｕｎｄ Ｐｈｙｓｉｋ， ２０２２， ７３： ４８．

［１２］　 ＴＡＮ Ｚ， ＷＵ Ｗ， ＺＨＯＵ Ｊ． Ｇｌｏｂａｌ ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ ａｎｄ ｄｅｃａｙ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄ ｅｑｕａ⁃

９９４１第 １１ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 田从洋，等： 磁微极流方程组紧的拉回吸收集的存在性



ｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ２０１９， ２６６（７）： ４１３７⁃４１６９．
［１３］　 ＺＨＡＯ Ｃ， ＬＩ Ｙ，ŁＵＫＡＳＺＥＷＩＣＺ Ｇ． Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｐａｒｔｉａｌ ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｒｅｇｕｌａｒｉｔｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ２Ｄ ｎｏｎ⁃ａｕｔｏｎｏ⁃

ｍｏｕｓ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄｓ［Ｊ］ ． Ｚｅｉｔｓｃｈｒｉｆｔ ｆüｒ Ａｎｇｅｗａｎｄｔｅ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｋ ｕｎｄ Ｐｈｙｓｉｋ， ２０２０， ７１（４）： １４１．
［１４］　 ＬＩ Ｙ， ＬＩ Ｘ． Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｉｎｖａｒｉａｎｔ ｍｅａｓｕｒｅｓ ａｎｄ ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ２Ｄ ｎｏｎ⁃ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ ｍａｇ⁃

ｎｅｔｏ⁃ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｔｈｅ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２２， ４５（５）： ２６３８⁃２６５７．
［１５］　 田琴， 向长林， 别群益． 三维稳态磁流体动力学方程的 Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定理［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２３， ４４（１０）：

１２５０⁃１２５９． （ＴＩＡＮ Ｑｉｎ， ＸＩＡＮＧ Ｃｈａｎｇｌｉｎ， ＢＩＥ Ｑｕｎｙｉ． Ｏｎ ｔｈｅ Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ ｔｈｅｏｒｅｍｓ ｆｏｒ ３Ｄ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｍａｇｎｅｔｏ⁃
ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２３， ４４（１０）： １２５０⁃１２５９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１６］　 ＦＯＩＡＳ Ｃ， ＭＡＮＬＥＹ Ｏ， ＲＯＳＡ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ［Ｍ］ ． Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ： Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ， ２００１．

［１７］　 ＳＵＮ Ｗ． Ｔｈｅ ｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓ ａｎｄ ｕｐｐｅｒ ｓｅｍｉｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｕｌｌｂａｃｋ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ａ ２Ｄ ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗｓ
ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙ［Ｊ］ ． Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ａｒｃｈｉｖｅ， ２０２０， ２８（３）： １３４３⁃１３５６．

［１８］　 ＡＲＲＩＥＴＡ Ｊ Ｍ， ＣＡＲＶＡＬＨＯ Ａ Ｎ． Ａｂｓｔｒａｃｔ ｐａｒａｂｏｌｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗｉｔｈ ｃｒｉｔｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｔｏ
Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ａｎｄ ｈｅａｔ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ， ２０００， ３５２（１）：
２８５⁃３１０．

［１９］　 ＦＵＪＩＴＡ Ｈ， ＫＡＴＯ Ｔ． Ｏｎ ｔｈｅ Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ ｐｒｏｂｌｅｍ Ｉ［Ｊ］ ． Ａｒｃｈｉｖｅ ｆｏｒ Ｒａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ａ⁃
ｎａｌｙｓｉｓ， １９６４， ２６： ２６９⁃３１５．

［２０］　 ＳＵＮ Ｗ， ＬＩ Ｙ． Ｐｕｌｌｂａｃｋ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｂｅｈａｖｉｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ ｍｉｃｒｏｐｏｌａｒ ｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗｓ ｗｉｔｈ ｍｉｎｉｍａｌｌｙ ｒｅｇ⁃
ｕｌａｒ ｆｏｒｃｅ ａｎｄ ｍｏｍｅｎｔ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１８， １６（４）： １０４３⁃１０６５．

［２１］　 ＴＥＭＡＭ Ｒ． Ｉｎｆｉｎｉｔｅ⁃Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ⁃
Ｖｅｒｌａｇ， ２０１２．

［２２］　 ＧＡＲＣÍＡ⁃ＬＵＥＮＧＯ Ｊ， ＭＡＲÍＮ⁃ＲＵＢＩＯ Ｐ， ＲＥＡＬ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｐｕｌｌｂａｃｋ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ ２Ｄ Ｎａｖｉｅｒ⁃
Ｓｔｏｋｅｓ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｍｉｎｉｍａｌｌｙ ｒｅｇｕｌａｒ ｆｏｒｃｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｄｉｓｃｒｅｔｅ ＆ Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｄｙｎａｍｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ： Ａ， ２０１４， ３４
（１）： ２０３⁃２２７．

００５１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２５ 年　 第 ４６ 卷


