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摘要：　 基于复变函数的方法，研究了在无限远处剪切荷载作用下，含两个径向不等边裂纹圆孔无

限大板的平面问题，得到了应力函数和应力强度因子的解析解．通过算例，给出了通过应力函数得

到的应力分量沿坐标轴方向和孔边的分布，同时给出了裂纹尖端的应力强度因子．可以看出，应力

分量在裂纹尖端、孔附近变化剧烈，离缺陷稍远处趋于所加荷载，符合 Ｓａｉｎｔ Ｖｅｎａｎｔ（圣维南）原理．
另外，通过有限元计算了以上数值结果，与解析解的结果进行对比，吻合较好，说明了理论公式推

导的正确性．
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引　 　 言

Ｂｏｗｉｅ［１］第一个研究了含有孔边裂纹的无限大平板在单向或双向拉伸情况下的平面问题，
用一个级数形式的保角映射函数，将孔边裂纹外的无限域映射为单位圆的外部，得到了孔边裂

纹的应力强度因子．由于 Ｂｏｗｉｅ 所采用的变换函数具有复杂性和不准确性，接下来许多学者提

出了不同方法计算孔边裂纹的应力强度因子．如 Ｙａｎ［２］通过边界元的方法，研究了带边裂纹的

椭圆孔有限尺寸板的平面问题，得出了裂纹尖端应力强度因子．采用复变函数的方法，郭怀民

等［３］、郭俊宏和刘官厅［４］、郭怀民和乔文华［５］ 分别研究了带单边、对称双边、不对称双边裂纹

的圆形、椭圆形孔的无限大板问题，得出了裂纹尖端应力强度因子的精确解，并给出了应力强

度因子数值算例．郭俊宏等［６］研究了幂函数型曲线裂纹的平面弹性问题， 给出了远处受单向

拉伸载荷下裂纹尖端复合型应力强度因子的一般解．Ｚｈａｏ 等［７］ 得到了含一个圆孔边裂纹的应

力强度因子的解析式，对其进行叠加，得到含有多个圆孔孔边裂纹的应力强度因子近似公式，
并利用有限元计算结果进行了验证．刘淑红等［８］ 采用有限元计算了含椭圆孔单边裂纹板在边

缘受均布拉伸载荷时，板中的应力分布和应力强度因子．刘淑红等［９⁃１０］、Ｄｕ 等［１１］研究了含椭圆

孔或裂纹的无限大压电材料在无限远处或在孔边和裂纹面上受荷载时材料和缺陷内电弹场的
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解．Ｌｉｕ 和 Ｄｕａｎ［１２⁃１３］得到了含椭圆孔边裂纹的无限大弹性材料在无限远处受荷载的解析解．周
妍等［１４］利用有限元对圆孔内单边或双边裂纹平台巴西圆盘应力强度因子进行了标定．高健和

刘官厅［１５］研究了含有沿准周期方向穿透的半无限裂纹一维正方准晶的反平面弹性问题，得到

了应力场和裂纹尖端应力强度因子的解析解．
从上面的研究情况可以看出，对于孔边裂纹的研究，在拉伸荷载作用下裂纹尖端的Ⅰ型应

力强度因子，取得了较成熟的研究成果．但对于应力场的分布，及其他荷载作用下的解，则成果

相对较少．本文通过复变函数的方法，得到含圆孔不等边裂纹无限大板在无穷远处剪切荷载作

用下的应力函数和裂纹尖端的应力强度因子的解析解．作为算例，给出板内孔和裂纹附近的应

力分布及应力强度因子，并与有限元软件 ＡＮＳＹＳ 计算结果进行对比，从而证明本文所得应力

函数的正确性．

１　 基 本 方 程

在直角坐标系下，应力分量 σｘ，σｙ 和 σｘｙ 用应力函数 φ１（ ｚ） 和 ψ１（ ｚ） 表示为

　 　 σｘ ＋ σｙ ＝ ４Ｒｅ（φ′１（ ｚ））， （１）
　 　 σｙ － σｘ ＋ ２ｉσｘｙ ＝ ２［ ｚ－φ″１（ ｚ） ＋ ψ′１（ ｚ）］， （２）

式中 ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙ 是复变量，上横线表示共轭，“ ′，″” 分别表示对 ｚ 求一、二阶导数．
为方便求解，将 ｚ平面上的变量 ｚ通过保角变换 ｚ ＝ ω（ζ） 变换成 ζ 平面上新的变量 ζ ＝ ρｅｉθ，

将应力函数 φ１（ ｚ） 和 ψ１（ ｚ） 表示成 ζ 的函数，引入以下记号：

　 　
φ（ζ） ＝ φ１（ ｚ） ＝ φ１［ω（ζ）］， ψ（ζ） ＝ ψ１（ ｚ） ＝ ψ１［ω（ζ）］，
Φ（ζ） ＝ φ′１（ ｚ） ＝ φ′（ζ） ／ ω′（ζ）， Ψ（ζ） ＝ ψ′１（ ｚ） ＝ ψ′（ζ） ／ ω′（ζ），
Φ′（ζ） ＝ φ″１（ ｚ）ω′（ζ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

式（１）用曲线坐标下的应力分量 σρ 和 σθ 表示：
　 　 σθ ＋ σρ ＝ ４Ｒｅ（Φ（ζ）） ． （４）
函数 φ（ζ） 和 ψ（ζ） 可根据下式求得

　 　 φ（ζ） ＝ １ ＋ μ
８π

（Ｘ ＋ ｉＹ）ｌｎ ζ ＋ Ｂω（ζ） ＋ φ０（ζ）， （５）

　 　 ψ（ζ） ＝ － ３ － μ
８π

（Ｘ － ｉＹ）ｌｎ ζ ＋ （Ｂ′ ＋ ｉＣ′）ω（ζ） ＋ ψ０（ζ）， （６）

　 　 φ０（ζ） ＋ １
２πｉ∫

ω（σ）

ω′（σ）

φ′０（σ）
σ － ζ

ｄσ ＝ １
２πｉ∫

ｆ０
σ － ζ

ｄσ， （７）

　 　 ψ０（ζ） ＋ １
２πｉ∫

ω（σ）
ω′（σ）

φ′０（σ）
σ － ζ

ｄσ ＝ １
２πｉ∫

ｆ０
σ － ζ

ｄσ， （８）

　 　 ｆ０ ＝ ｉ∫（Ｘ－ ＋ ｉＹ
－
）ｄｓ － Ｘ ＋ ｉＹ

２π
ｌｎ σ － １ ＋ μ

８π
（Ｘ － ｉＹ） ω（σ）

ω′（σ）
σ －

　 　 　 　 ２Ｂω（σ） － （Ｂ′ － ｉＣ′） ω（σ）， （９）

式中 Ｘ
－
，Ｙ

－
，Ｘ和 Ｙ分别表示内边界上点的坐标方向的面力和面力的合力．常数Ｂ和Ｂ′ ＋ ｉＣ′与无

穷远处的主应力 σ１ 和 σ２ 有关：

　 　 Ｂ ＝ １
４
（σ１ ＋ σ２）， Ｂ′ ＋ ｉＣ′ ＝ － １

２
（σ１ － σ２）ｅ

－２ｉα， （１０）
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式中 α 是与 ｘ 轴正向逆时针转到主应力 σ１ 的角度．

２　 问题和精确解

无限大板中包含圆孔带非对称孔边裂纹，在无穷远处受沿 ｙ 轴方向荷载集度为 ｑ 的剪切

荷载作用， 坐标选取、孔和裂纹尺寸如图 １（ａ）所示．

图 １　 带不等边裂纹的圆孔变换成单位圆

Ｆｉｇ． １　 Ｍａｐｐｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｈｏｌｅ ｗｉｔｈ ２ ｃｒａｃｋｓ ｏｆ ｕｎｅｑｕａｌ ｌｅｎｇｔｈｓ ｉｎｔｏ ａ ｕｎｉｔ ｃｉｒｃｌｅ

２．１　 应力函数

将带不等边裂纹的圆孔外部变换成单位圆的内部，所用的保角变换方程为

　 　 ｚ ＝ ω（ζ） ＝

　 　 　 　 Ｒ
４ζ

（ε１（１ ＋ ζ） ２ ＋ ε２（１ － ζ） ２ ＋ （ε１（１ ＋ ζ） ２ ＋ ε２（１ － ζ） ２） ２ － １６ζ２ ）， （１１）

　 　 εｉ ＝
（Ｒ ＋ Ｌｉ） ２ ＋ Ｒ２

２Ｒ（Ｒ ＋ Ｌｉ）
　 　 （ ｉ ＝ １，２） ． （１２）

从式（１１）可以看出， 图 １（ａ）中 ｚ 平面上的 ４ 个点 Ａ（Ｒ ＋ Ｌ１， ０），Ｉ（０， － Ｒ），Ｅ（ － Ｒ － Ｌ２，
０） 和 Ｇ（０， Ｒ） 分别变为图 １（ｂ）中 ζ平面上的 Ａ′（１， ０），Ｉ′，Ｅ′（ － １， ０），Ｇ′，同时，点 Ｈ（Ｒ， ０）
和 Ｄ（ － Ｒ， ０） 分别变为 Ｈ′，Ｈ″ 和 Ｄ′，Ｄ″ ．

在无限远处剪切荷载作用情况下，

　 　 Ｂ ＝ ０， Ｂ′ ＋ ｉＣ′ ＝ ｑｉ， Ｘ
－
＝ Ｙ

－
＝ Ｘ ＝ Ｙ ＝ ０．

因此式（９）简化为

　 　 ｆ０ ＝ ｑｉ ω（σ） ． （１３）
对式（７）中左边的第二项积分，由式（１１）、（１２）， 可以得到下列方程备用：

　 　 ω′（ζ） ＝ －
Ｒ（１ － ζ２）（ε１ ＋ ε２）

４ζ２

ε１（１ ＋ ζ） ２ ＋ ε２（１ － ζ） ２

（ε１（１ ＋ ζ） ２ ＋ ε２（１ － ζ） ２） ２ － １６ζ２
＋ １

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ． （１４）

在单位圆上有 σ－ ＝ １ ／ σ，ω′（σ） ＝ ω－ ′（σ－ ）， 有

　 　 ω（σ）

ω′（σ）
φ′０（σ） ＝

（ε１（１ ＋ σ） ２ ＋ ε２（１ － σ） ２） ２ － １６σ２

σ（１ － σ２）（ε１ ＋ ε２）
φ′０（σ）， （１５）

式中

　 　 φ′０（σ） ＝ ａ－ １ ＋
２ａ－ ２

σ
＋ … ＋

ｎａ－ ｎ

σｎ－１
＋ … ． （１６）

因此， （ω（σ） ／ ω′（σ）） φ′０（σ） 在圆外解析和连续，通过 Ｃａｕｃｈｙ（柯西）积分，得到
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　 　 １
２πｉ∫

ω（σ）

ω′（σ）

φ′０（σ）
σ － ζ

ｄσ ＝ ０． （１７）

把式（１１）、（１３）和式（１７）代入式（７），得到

　 　 φ０（ζ） ＝
ｉｑＲ（ε１ ＋ ε２）

２
ζ ． （１８）

当 Ｌ１ ＝ Ｌ２ ＝ ０ 时，ε１ ＝ ε２ ＝ １， 带不等边裂纹的圆退化成圆，式（１８）变成已知圆孔的结果：
　 　 φ０（ζ） ＝ ｉｑＲζ ． （１９）

式（１８）对 ζ 求导， 得到下式：

　 　 φ′０（ζ） ＝
ｉｑＲ（ε１ ＋ ε２）

２
． （２０）

从式（１５）中，可以看出 （ω（σ） ／ ω′（σ））φ′０（σ） 在圆内解析，圆内和圆上连续．把式（１３）和
（２０）代入式（８）， 再次由 Ｃａｕｃｈｙ 积分，得到

　 　 ψ０（ζ） ＝ － ｚ－
φ′０（ζ）
ω′（ζ）

－ ｑｉ ω（ζ） －
Ｒ（ε１ ＋ ε２）

２
１
ζ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２１）

把式（１０）、（１９）、（２１）代入式（５）、（６），得
　 　 φ（ζ） ＝ φ０（ζ）， （２２）

　 　 ψ（ζ） ＝ － ｚ－
φ′０（ζ）
ω′（ζ）

＋ ｑｉ
Ｒ（ε１ ＋ ε２）

２ζ
． （２３）

把式（３）、（２２）、（２３）代入式（１）、（２）， 可以得到用 ζ 表示的应力分量 σｘ， σｙ 和 σｘｙ ．在孔

边，σρ ＝ ０，因此由式（４），有 σθ ＝ ４Φ（ζ） ．
２．２　 应力强度因子

在 ζ 平面上，裂纹尖端 Ａ 的Ⅰ和Ⅱ型强度因子 ＫⅠＡ 和 ＫⅡＡ 表示成下式：

　 　 ＫⅠＡ ＋ ｉＫⅡＡ ＝ ２ ２π ｌｉｍ
ζ→１

ω（ζ） － ω（１） φ′（ζ）
ω′（ζ）

＝ ２ π φ′（１）
ω″（１）

． （２４）

把式（１１）和式（２２）代入上式，有

　 　 ＫⅠＡ ＝ ０， ＫⅡＡ ＝ ｑ
２πＲ（ε１ ＋ ε２）

４
ε２

１ － １

ε１ ＋ ε２
１ － １

． （２５）

３　 有限元数值结果和讨论

为了与以上导出的解析解比较，有限元模型采用边长为 ２００ ｍｍ 的正方形薄板，圆孔的半

径为 Ｒ ＝ ２ ｍｍ，右边裂纹的长度为 Ｌ１ ＝ ２ ｍｍ，左边裂纹的长度为 Ｌ２ ＝ １ ｍｍ ．板边缘承受 １００
ＭＰａ 的均布剪切荷载．缺陷的尺寸与板的尺寸相比非常小，因此模型可看成含圆孔孔边裂纹的

无限大板在无限远处受均布剪切载荷的平面问题．
利用对称性结构和反对称荷载，取板 １ ／ ２ 建模，采用的单元类型是 Ｐｌａｎｅ８２．在裂纹尖端 Ａ

设置奇异单元，就可以实现裂纹尖端附近应力场的奇异性，自由划分网格．裂纹面和孔边应力

自由，在下边界除了裂纹和圆孔孔边的边界上加反对称位移约束，由于承受的是剪切荷载，
ＡＮＳＹＳ 程序中无法直接加到左、上、右边界，必须采用表面效应单元．平面问题的表面效应单

元，只有 Ｓｕｒｆａｃｅ１５３．选择左、右、上 ３ 个边界的所有节点，在节点上创建单元，在单元上施加 １００
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ＭＰａ 的均布剪切荷载．
图 ２ 是半结构的板在剪切荷载下的有限元变形图， 从图中可以看出， 变形与实际受力情

况相符．
３．１　 应力分布

在这部分，为了证明所得应力函数的正确性，给出了公式求出的沿坐标轴和孔边的应力分

布和有限元数值结果的对比．
图 ３ 为沿 ｘ负半轴的无量纲应力 σｘｙ ／ ｑ，为了避免裂纹尖端应力奇异性，ｘ 轴上第一个点离

裂纹左尖端为 ０．０１ ｍｍ， ｘ 的取值范围从－３．０１ ｍｍ 至－１２ ｍｍ ．理论和有限元计算的 σｘ ／ ｑ 和

σｙ ／ ｑ 的值为 ０，在图上未画出，此结果与结构对称和荷载反对称相符合．应力 σｘｙ ／ ｑ 在裂纹尖端

有明显的应力集中，随离裂纹尖端距离的增加，迅速趋于 １．

图 ２　 变形图 图 ３　 沿 ｘ 轴的无量纲应力 σｘｙ ／ ｑ

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍｅｄ ｓｈａｐｅ Ｆｉｇ． ３　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ σｘｙ ／ ｑ ａｌｏｎｇ ａｘｉｓ ｘ

图 ４　 沿 ｙ 轴的无量纲应力 σｉｊ ／ ｑ 图 ５　 沿孔边的无量纲应力 σθ ／ ｑ

Ｆｉｇ． ４　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ σｉｊ ／ ｑ ａｌｏｎｇ ａｘｉｓ ｙ Ｆｉｇ． ５　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ σθ ／ ｑ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｈｏｌｅ ｅｄｇｅ

图 ４ 为沿 ｙ正半轴的无量纲应力σｘ ／ ｑ，σｘｙ ／ ｑ和σｙ ／ ｑ ．可以看出，应力σｙ ／ ｑ和σｘｙ ／ ｑ的值在

孔边为 ０，随离孔距离的增加，迅速达到最大值，然后分别趋于 ０ 和 １，应力 σｘ ／ ｑ 在孔边达到最

大值，随离孔距离的增加，趋于 ０．
图 ５ 为无量纲应力 σθ ／ ｑ随圆孔上半边 Ｄ→ Ｈ弧长的分布．由式（１１）、（１２） 求出，变换到 ζ

４４７ 剪切荷载作用下圆孔孔边裂纹的解



平面上，点 Ｄ，Ｇ 和 Ｈ 对应的 Ｄ″，Ｇ′ 和 Ｈ″ 坐标分别为－０．９２８ ６－０．３７１ ２ｉ， －０．０７１ ４－０．９９７ ４ｉ 和
０ ７８５ ７－０．６１８ ６ｉ，相应的转角分别为 ３．５２１ ８ ｒａｄ，４．６４０ ９ ｒａｄ 和 ５．６１６ ２ ｒａｄ，将 Ｄ″→Ｈ″的角等

分，求出对应的 ｚ平面上点的弧长．在 Ｇ点，弧长 ｓ ＝ ３．１４１ ６ ｍｍ，应力σθ ／ ｑ的值与图 ４中在孔边

的 σｘ ／ ｑ 相等，均为 ０．２８６ ４．从图 ３～５ 可以看出，沿坐标轴和孔边，有限元计算结果的趋势和大

小均与理论计算结果吻合，说明本文理论公式推导的正确性．
３．２　 应力强度因子

如果短半轴 ｂ趋于 ０，左、右裂纹长度为 Ｌ，式（２５） 变成ＫⅠＡ ＝ ｑ π（ａ ＋ Ｌ） ，这就是众所周

知的无限体中 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹的结果．由式（２５）求出有限元模型右裂纹尖端的应力强度因子 ＫⅡＡ

＝ １０．４９ ＭＰａ·ｍ１ ／ ２，由有限元求出的应力强度因子 ＫⅡＡ ＝ ９．９１ ＭＰａ·ｍ１ ／ ２，可以看出，两者相差非

常小．应力强度因子的结果进一步证明了本文理论公式推导的正确性．

４　 结　 　 论

１） 基于复变函数和保角变换理论，研究了含圆孔不等边裂纹的无限体在剪切荷载作用下

的平面问题，得到应力函数和应力强度因子的解析表达式．
２） 通过有限元给出了含圆孔不等边裂纹的无限体在剪切荷载作用下的变形，与实际变形

相符．
３） 由理论公式推导和有限元得出的沿坐标轴方向和孔边的应力分布数值大小和趋势相

吻合．沿水平坐标轴方向，正应力分量为 ０，切应力有明显的应力集中；沿竖直坐标轴方向，正应

力分量不为 ０，但与切应力相比较小；最大的切应力不在孔边取得，而在孔附近取得；在竖直方

向的直径处，沿孔边的环向应力值与沿竖直坐标轴水平方向的相同．
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