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摘要：　 分数阶混沌系统的对偶同步是一个新的同步方法．有关分数阶混沌系统对偶投影同步的研

究较少．基于分数阶系统的稳定性理论，通过设计线性控制器研究了分数阶混沌系统的对偶投影同

步．给出了一个实现分数阶混沌系统对偶投影同步的一般方法，推广了现有对偶同步的研究结果，
通过分数阶 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统和分数阶 Ｗｉｌｌｉｓ 系统的数值仿真证实了该方法的有效性．
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引　 　 言

混沌同步在非线性学科中是一个重要的研究课题，并且在各个领域已得到广泛的研究．
１９９０ 年，Ｐｅｃｏｒａ 和 Ｃａｒｒｏｌｌ 实现了不同初值条件下的两个恒等系统的同步［１］，随后许多类型的

同步被提出并加以研究．譬如：完全同步、广义同步、滞后同步、相同步等［２⁃７］ ．学者们采用了不

同种类的控制方法实现这些同步类型，比如非线性控制、脉冲控制、滑模控制、基于观测器控制

等．众所周知，线性控制具有控制成本小和在工程上易于实现的特点而倍受青睐．在现有的文

献中，同步的研究对象主要是一个主动系统和一个被动系统，然而，这些同步方法不能应用到

多个主动系统和被动系统中［８］ ．
最近，对偶同步作为一种新的同步方法，已成为一个研究热点．１９９６ 年，Ｔｓｉｍｒｉｎｇ 和 Ｓｕｓｈ⁃

ｃｈｉｋ 在研究电路模型中多重复杂的混沌同步时首先提出了其最初的思想［９］ ．随后，在 ２０００ 年，
Ｌｉｕ 和 Ｄａｖｉｓ 提出了对偶同步的概念［１０］，也就是使用一个标量信号来同时同步两个不同对的

混沌系统，即同步两个主动系统和两个被动系统．目前，有关混沌系统对偶同步的研究也取得

了一些结果．例如，文献［１１］研究了基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ（李亚普洛夫）稳定性理论，实现了 Ｌｏｒｅｎｚ 系

统和 Ｒｏｓｓｌｅｒ 系统的对偶同步，文献［１２］讨论了通过输出回归方法，实现了两个不同三维混沌
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系统的对偶同步，文献［１３］研究了已调时滞系统的对偶同步等．
但是， 这些研究主要关注的是整数阶混沌系统的同步， 很少有关于分数阶混沌系统对偶

同步的研究．在众多类型的同步中， 由于投影同步带有一定的比例特征， 能获得较快的通信，
因而投影同步被广泛地研究和讨论．鉴于此， 本文研究分数阶混沌系统的对偶投影同步， 即通

过一标量因子， 同时获得两个主动系统和两个被动系统之间的同步．基于分数阶系统的稳定

性理论， 通过使用一个线性控制信号， 设计了一个实现分数阶混沌系统的对偶投影同步的一

般方法．

１　 问 题 提 出

关于分数阶导数的定义，常用有 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数和 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数，本文

处理的分数阶混沌系统涉及的是 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数．
定义［１４］ 　 函数 ｘ（ ｔ） 的分数阶数为 α 的 Ｃａｐｕｔｏ 导数定义如下：

　 　 Ｄα
ｔ０，ｔｘ（ ｔ） ＝ Ｄ －（ｎ－α）

ｔ０，ｔ
ｄｎ

ｄｔｎ
ｘ（ ｔ） ＝ １

Γ（ｎ － α） ∫
ｔ

ｔ０
（ ｔ － τ） ｎ－α－１ｘ（ｎ）（τ）ｄτ， （１）

其中

　 　 ｎ － １ ＜ α ＜ ｎ ∈ Ｚ ＋ ．
本文考虑下面两个系统作为主动系统：

　 　 Ｍ１：　 ｄαｘ
ｄｔα

＝ ｆ（ｘ）， （２）

　 　 Ｍ２：　 ｄαｙ
ｄｔα

＝ ｇ（ｙ）， （３）

其中， α是两个主动系统的阶数，ｘ， ｙ∈Ｒｎ 分别是主动系统Ｍ１ 和Ｍ２ 的 ｎ维状态向量， ｆ， ｇ： Ｒｎ

→ Ｒｎ 是两个连续的向量函数．在两个主动系统中使用一个线性组合信号 μｍ，其 μｍ 设计如下：
　 　 μｍ ＝ ［ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ］ｘ ＋ ［ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ］ｙ ＝ Ｐｘ ＋ Ｑｙ， （４）

其中 Ｐ ＝ ［ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ］，Ｑ ＝ ［ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ］ 是已知的两个常数矩阵．
下面两个系统作为被动系统：

　 　 Ｓ１：　 ｄαＸ
ｄｔα

＝ ｆ（Ｘ） ＋ Ｕ（１）， （５）

　 　 Ｓ２：　 ｄαＹ
ｄｔα

＝ ｇ（Ｙ） ＋ Ｕ（２）， （６）

其中， α 是两个被动系统的阶数，Ｘ，Ｙ∈ Ｒｎ 分别是被动系统 Ｓ１ 和 Ｓ２ 的 ｎ维状态向量， ｆ，ｇ：Ｒｎ

→ Ｒｎ 是两个连续的向量函数，Ｕ（１） ＝ ［ｕ（１）
１ ，ｕ（１）

２ ，…，ｕ（１）
ｎ ］ Ｔ，Ｕ（２） ＝ ［ｕ（２）

１ ，ｕ（２）
２ ，…，ｕ（２）

ｎ ］ Ｔ 是被设

计的控制函数．在两个被动系统中使用一个线性组合信号 μ ｓ，其 μ ｓ 设计如下：
　 　 μ ｓ ＝ ［ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ］Ｘ ＋ ［ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ］Ｙ ＝ ＰＸ ＋ ＱＹ ． （７）
对偶投影同步误差信号定义为

　 　 ｅ ＝ μ ｓ － χμｍ ＝ Ｐ（Ｘ － χｘ） ＋ Ｑ（Ｙ － χｙ）， （８）
其中 χ 是标量因子．

本文的主要目的是实现两个主动系统和两个被动系统的投影同步，即
　 　 ｌｉｍ

ｔ→∞
‖Ｘ（ ｔ） － χｘ（ ｔ）‖ ＝ ０， ｌｉｍ

ｔ→∞
‖Ｙ（ ｔ） － χｙ（ ｔ）‖ ＝ ０． （９）

１１７张　 　 玮　 　 玮　 　 　 吴　 　 然　 　 超



２　 同步一般方法

引理［１５］ 　 对于分数阶线性系统：
　 　 Ｄαｘ ＝ Ａｘ， ｘ（０） ＝ ｘ０， （１０）

系统是稳定的当且仅当 ａｒｇ（λ ｉ（Ａ）） ≥απ ／ ２，ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．其中 ｘ∈Ｒｎ 是系统的状态向量，
ａｒｇ（λ ｉ（Ａ）） 表示矩阵 Ａ 的特征值 λ ｉ 的幅角主值．

为了更便于实现主动系统和被动系统的同步，本文将主动系统（２）、（３）和被动系统（５）、
（６）分解为以下形式：

　 　

ｄαｘ
ｄｔα

ｄαｙ
ｄｔα

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝
Ａｘ ＋ Ｆ（ｘ）
Ｂｙ ＋ Ｇ（ｙ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （１１）

和

　 　

ｄαＸ
ｄｔα

ｄαＹ
ｄｔα

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝
ＡＸ ＋ Ｆ（Ｘ） ＋ Ｕ（１）

ＢＹ ＋ Ｇ（Ｙ） ＋ Ｕ（２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１２）

其中 Ａ，Ｂ∈ Ｒｎ×ｎ 分别是主动系统和被动系统线性部分的参数矩阵，Ｆ，Ｇ：Ｒｎ → Ｒｎ 是主动系统
和被动系统的非线性部分．

定理　 对于给定的主动系统（１１）和被动系统（１２），存在一个合适的控制函数

　 　 Ｕ ＝
Ｕ（１）

Ｕ（２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

χＦ（ｘ） － Ｆ（Ｘ） － Ｋ１ｅ
χＧ（ｙ） － Ｇ（Ｙ） － Ｋ２ｅ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

使得主动系统（１１）和被动系统（１２）获得对偶投影同步当且仅当满足条件 ａｒｇ（λ ｉ（Ｃ）） ≥
απ ／ ２，ｉ ＝ １，２，…，ｎ，其中 Ｋ１，Ｋ２ 是被选择的矩阵，Ｃ 表示矩阵：

　 　 Ｃ ＝
Ａ － Ｋ１Ｐ － Ｋ１Ｑ
－ Ｋ２Ｐ Ｂ － Ｋ２Ｑ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

证明

定义主动系统和被动系统的误差为

　 　 Ｅ ＝
Ｘ － χｘ
Ｙ － χｙ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （１３）

为了实现主动系统（１１）和被动系统（１２）的同步，本文选择控制函数 Ｕ ＝
Ｕ（１）

Ｕ（２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

为以下

形式：

　 　 Ｕ ＝
Ｕ（１）

Ｕ（２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

χＦ（ｘ） － Ｆ（Ｘ） － Ｋ１ｅ
χＧ（ｙ） － Ｇ（Ｙ） － Ｋ２ｅ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （１４）

则得到误差系统：

　 　 ｄαＥ
ｄｔα

＝

ｄαＸ
ｄｔα

－ χ ｄαｘ
ｄｔα

ｄαＹ
ｄｔα

－ χ ｄαｙ
ｄｔα

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝
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ＡＸ ＋ Ｆ（Ｘ） ＋ Ｕ（１） － χ（Ａｘ ＋ Ｆ（ｘ））
ＢＹ ＋ Ｇ（Ｙ） ＋ Ｕ（２） － χ（Ｂｙ ＋ Ｇ（ｙ））

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

　 　 　 　
Ａ（Ｘ － χｘ） － Ｋ１ｅ
Ｂ（Ｙ － χｙ） － Ｋ２ｅ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

　 　 　 　
（Ａ － Ｋ１Ｐ）（Ｘ － χｘ） － Ｋ１Ｑ（Ｙ － χｙ）
－ Ｋ２Ｐ（Ｘ － χｘ） ＋ （Ｂ － Ｋ２Ｑ）（Ｙ － χｙ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

　 　 　 　
Ａ － Ｋ１Ｐ － Ｋ１Ｑ
－ Ｋ２Ｐ Ｂ － Ｋ２Ｑ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｘ － χｘ
Ｙ － χｙ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ＣＥ， （１５）

其中

　 　 Ｃ ＝
Ａ － Ｋ１Ｐ － Ｋ１Ｑ
－ Ｋ２Ｐ Ｂ － Ｋ２Ｑ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

根据引理可知，若 ａｒｇ（λ ｉ（Ｃ）） ≥ απ ／ ２， 则误差系统是稳定的．所以获得了主动系统（１１）和
被动系统（１２）的投影同步．

注 １　 若 χ ＝ １， 则控制函数

　 　 Ｕ ＝
Ｆ（ｘ） － Ｆ（Ｘ） － Ｋ１ｅ

Ｇ（ｙ） － Ｇ（Ｙ） － Ｋ２ｅ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

称为完全同步．
注 ２　 若 χ ＝ － １， 则控制函数

　 　 Ｕ ＝
－ Ｆ（ｘ） － Ｆ（Ｘ） － Ｋ１ｅ
－ Ｇ（ｙ） － Ｇ（Ｙ） － Ｋ２ｅ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

称为反向同步．

３　 数 值 模 拟

本文考虑下面的主动系统和被动系统．
主动系统：
Ｍ１：　 分数阶 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统

　 　
Ｄαｘ１ ＝ ｘ１ － γｘ３

１ － βｘ２ ＋ ｆ１ｃｏｓ ｔ，

Ｄαｘ２ ＝ ｌ（ｘ１ － ｍｘ２ ＋ ｎ），{ （１６）

Ｍ２：　 分数阶 Ｗｉｌｌｉｓ 系统

　 　
Ｄαｙ１ ＝ ｙ２，

Ｄαｙ２ ＝ ａｙ１ ＋ ｂｙ２
１ ＋ ｃｙ３

１ ＋ ｄｙ２ ＋ ｆ２ｃｏｓ ｔ ．
{ （１７）

相应的被动系统

　 　 Ｓ１：　
ＤαＸ１ ＝ Ｘ１ － γＸ３

１ － βＸ２ ＋ ｆ１ｃｏｓ ｔ ＋ ｕ（１）
１ ，

ＤαＸ２ ＝ ｌ（Ｘ１ － ｍＸ２ ＋ ｎ） ＋ ｕ（１）
２ ，{ （１８）

　 　 Ｓ２：　
ＤαＹ１ ＝ Ｙ２ ＋ ｕ（２）

１ ，

ＤαＹ２ ＝ ａＹ１ ＋ ｂＹ２
１ ＋ ｃＹ３

１ ＋ ｄＹ２ ＋ ｆ２ｃｏｓ ｔ ＋ ｕ（２）
２ ，{ （１９）

其中 γ， β， ｆ１，ｌ，ｍ，ｎ，ａ，ｂ，ｃ，ｄ， ｆ２ 是常数．当 α ＝ ０．９８，γ ＝ １ ／ ３， β ＝ １， ｆ１ ＝ ０．７４， ｌ ＝ ０．１， ｍ ＝
０．８，ｎ ＝ ０．７，ａ ＝ － ０．９，ｂ ＝ ３，ｃ ＝ － ２，ｄ ＝ － ０．１， ｆ２ ＝ ０．１ 时，分数阶 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统和分数阶Ｗｉｌ⁃
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ｌｉｓ 系统是混沌的．其混沌吸引子如图 １ 和图 ２ 所示．

图 １　 分数阶 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统的混沌吸引子 图 ２　 分数阶 Ｗｉｌｌｉｓ 系统的混沌吸引子

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｈａｏｔｉｃ ａｔｔｒａｃｔｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｈａｏｔｉｃ ａｔｔｒａｃｔｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃ｏｒｄｅｒ
Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ ｓｙｓｔｅｍ Ｗｉｌｌｉｓ ｓｙｓｔｅｍ

比较主动系统（１６）、（１７）和被动系统（１８）、（１９），有

　 　 Ａ ＝
１ － β
ｌ － ｌｍ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｆ（ｘ） ＝

－ γｘ３
１ ＋ ｆ１ｃｏｓ ｔ
ｌｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｆ（Ｘ） ＝

－ γＸ３
１ ＋ ｆ１ｃｏｓ ｔ
ｌｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

　 　 Ｂ ＝
０ １
ａ ｄ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｇ（ｙ） ＝

０
ｂｙ２

１ ＋ ｃｙ３
１ ＋ ｆ２ｃｏｓ ｔ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｇ（Ｙ） ＝

０
ｂＹ２

１ ＋ ｃＹ３
１ ＋ ｆ２ｃｏｓ ｔ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

根据定理，可得控制函数为

　 　 Ｕ ＝
Ｕ（１）

Ｕ（２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

χＦ（ｘ） － Ｆ（Ｘ） － Ｋ１ｅ
χＧ（ｙ） － Ｇ（Ｙ） － Ｋ２ｅ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２０）

其中

　 　 ｅ ＝ ｐ１ｅ１ ＋ ｐ２ｅ２ ＋ ｑ１ｅ３ ＋ ｑ２ｅ４， ｅ１ ＝ Ｘ１ － χｘ１， ｅ２ ＝ Ｘ２ － χｘ２，
　 　 ｅ３ ＝ Ｙ１ － χｙ１， ｅ４ ＝ Ｙ２ － χｙ２， Ｋ１ ＝ ［ｋ１１，ｋ２１］ Ｔ， Ｋ２ ＝ ［ｋ２１，ｋ２２］ Ｔ ．

其误差系统变为

　 　

ｄαｅ１
ｄｔα

ｄαｅ２
ｄｔα

ｄαｅ３
ｄｔα

ｄαｅ４
ｄｔα

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

１ － ｐ１ｋ１１ － β － ｐ２ｋ１１ － ｑ１ｋ１１ － ｑ２ｋ１１

ｌ － ｐ１ｋ２１ － ｌｍ － ｐ２ｋ２１ － ｑ１ｋ２１ － ｑ２ｋ２１

－ ｐ１ｋ１２ － ｐ２ｋ１２ － ｑ１ｋ２１ １ － ｑ２ｋ２１

－ ｐ１ｋ２２ － ｐ２ｋ２２ ａ － ｑ１ｋ２２ ｄ － ｑ２ｋ２２

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

ｅ１
ｅ２
ｅ３
ｅ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝ Ｃ

ｅ１
ｅ２
ｅ３
ｅ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

． （２１）

若选择参数矩阵 Ｋ１，Ｋ２，Ｐ，Ｑ 分别为

　 　 Ｋ１ ＝ ［５，０］ Ｔ， Ｋ２ ＝ ［０，１］ Ｔ， Ｐ ＝ ［１，１］， Ｑ ＝ ［１，１］，
则通过计算，矩阵 Ｃ 的特征值分别为

　 　 λ １ ＝ － ４．８１６ ７， λ ２ ＝ － ０．０２０ １ ＋ ０．７３８ ０ｉ，

４１７ 基于线性控制的分数阶混沌系统的对偶投影同步



　 　 λ ３ ＝ － ０．０２０ １ － ０．７３８ ０ｉ， λ ４ ＝ － ０．３２３ ０．
从中可以看出矩阵 Ｃ 所有的特征值均满足 ａｒｇ（λ ｉ（Ｃ）） ≻ απ ／ ２ ＝ ０􀆰 ９８π ／ ２．根据引理，误差

系统是渐进稳定的．
在数值模拟中，主动系统和被动系统中的参数分别选择为

　 　 α ＝ ０．９８， γ ＝ １ ／ ３， β ＝ １， ｆ１ ＝ ０．７４， ｌ ＝ ０．１， ｍ ＝ ０．８， ｎ ＝ ０．７，
　 　 ａ ＝ － ０．９， ｂ ＝ ３， ｃ ＝ － ２， ｄ ＝ － ０．１， ｆ２ ＝ ０．１，

初值条件分别选择为

　 　 ｘ１（０） ＝ ０．３， ｘ２（０） ＝ ０．４， ｙ１（０） ＝ ０．５， ｙ２（０） ＝ ０．６，
　 　 Ｘ１（０） ＝ ０．１， Ｘ２（０） ＝ ０．２， Ｙ１（０） ＝ ０．２， Ｙ２（０） ＝ ０．３，

选择标量因子为 χ ＝ － ２．其误差系统的数值结果如图 ３～图 ６ 所示．

图 ３　 主动系统 Ｍ１ 和被动系统 Ｓ１ 的误差同步 ｅ１ 图 ４　 主动系统 Ｍ１ 和被动系统 Ｓ１ 的误差同步 ｅ２
Ｆｉｇ． ３　 Ｅｒｒｏｒ ｅ１ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ Ｍ１ ａｎｄ ｓｙｓｔｅｍ Ｓ１ Ｆｉｇ． ４　 Ｅｒｒｏｒ ｅ２ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ Ｍ１ ａｎｄ ｓｙｓｔｅｍ Ｓ１

图 ５　 主动系统 Ｍ２ 和被动系统 Ｓ２ 的误差同步 ｅ３ 图 ６　 主动系统 Ｍ２ 和被动系统 Ｓ２ 的误差同步 ｅ４
Ｆｉｇ． ５　 Ｅｒｒｏｒ ｅ３ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ Ｍ２ ａｎｄ ｓｙｓｔｅｍ Ｓ２ Ｆｉｇ． ６　 Ｅｒｒｏｒ ｅ４ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ Ｍ２ ａｎｄ ｓｙｓｔｅｍ Ｓ２

４　 结 束 语

本文研究了分数阶混沌系统的对偶投影同步问题．通过设计一个有效的控制器，实现了两

个主动系统和两个被动系统的对偶投影同步．所设计的控制项成本小且易于实现．所得结果推

广了现有文献中有关对偶同步的研究结果．理论分析与仿真结果均表明了本文所设计方法的

有效性和准确性．

５１７张　 　 玮　 　 玮　 　 　 吴　 　 然　 　 超
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