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一维六方准晶的两类周期接触问题
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摘要：　 利用复变函数方法讨论了一维六方准晶非周期平面的两类周期接触问题，即无摩擦周期

接触以及半平面粘结周期接触问题．利用 Ｈｉｌｂｅｒｔ 核积分公式，得到了两类周期接触问题封闭形式

的解．对于无摩擦周期接触问题，给出了 ３ 种常见压头（周期直水平基底、周期直倾斜基底、周期圆

基底）作用下接触应力的显式表达式；对于半平面粘结周期接触问题，给出了实际工程中常见的边

界上有尖劈形周期位移情况下应力的解析表达式．当忽略相位子场的贡献时，结果与正交各向异性

材料周期接触问题的相应结果一致．
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引　 　 言

准晶［１］，是 １９８４ 年由实验在 Ａｌ⁃Ｍｎ 合金中发现的一种新的凝聚态物质，它的发现改变了

人们把固体划分成晶体与非晶体的传统认知．作为脆性材料，其数学弹性力学与缺陷力学成为

众多应用数学、力学工作者热衷研究的课题，这些研究成果为实际工程提供了有效的理论基

础［２⁃４］ ．接触问题是平面弹性理论的一个重要分支，目前已有学者对准晶材料的接触问题展开

了研究．例如，Ｐｅｎｇ 和 Ｆａｎ［５］利用积分变换的方法求解了一维六方准晶半空间接触问题．尹姝

媛等［６］通过引入位移函数和应用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 分析求解了八次对称二维准晶材料的接触问题，并给

出了接触应力的解析表达式及接触应力与位移之间的关系．Ｚｈｏｕ（周旺民）等［７⁃８］求解了十次对

称二维准晶的无摩擦接触问题和立方准晶半空间与刚性圆柱平底压头的轴对称接触问题．Ｇａｏ
和 Ｒｉｃｏｅｕｒ［９］在考虑声子场集中力和相位子场集中力相互作用的情况下，给出了两个半无限空

间内完美粘结或无摩擦接触问题集中力的 Ｇｒｅｅｎ 函数解．王旭等［１０］ 借助复变函数的方法讨论

了点群 １０ ｍｍ 十次对称二维准晶的两类接触问题，即有限摩擦和半平面粘结接触问题．
上述文献所研究的接触问题都是针对单个压头而言，对于准晶周期接触问题目前还未见

相关报导．基于文献［１１⁃１２］中对复合材料和各向异性弹性材料周期接触问题的求解方法，结
合一维六方准晶非周期平面内的平面应变理论［１３］，本文利用复变函数方法讨论了一维六方准
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晶无摩擦周期接触和半平面粘结周期接触问题，并得到了封闭解．

１　 一维六方准晶的基本理论

取一维六方准晶的准周期方向为坐标轴 ｘ３，垂直于准周期方向的平面为坐标平面 ｘ１Ｏｘ２，
建立空间直角坐标系，则一维六方准晶 ｘ１Ｏｘ２ 平面为周期平面，ｘ２Ｏｘ３ 平面为非周期平面．

一维六方准晶弹性问题的广义 Ｈｏｏｋｅ（胡克）定律、变形几何方程、平衡方程分别为［１］

　 　

σ１１ ＝ Ｃ１１ε１１ ＋ Ｃ１２ε２２ ＋ Ｃ１３ε３３ ＋ Ｒ１ｗ３３，
σ２２ ＝ Ｃ１２ε１１ ＋ Ｃ１１ε２２ ＋ Ｃ１３ε３３ ＋ Ｒ１ｗ３３，
σ３３ ＝ Ｃ１３ε１１ ＋ Ｃ１３ε２２ ＋ Ｃ３３ε３３ ＋ Ｒ２ｗ３３，
σ１２ ＝ σ２１ ＝ ２Ｃ６６ε１２，
σ１３ ＝ σ３１ ＝ ２Ｃ４４ε３１ ＋ Ｒ３ｗ３１，
σ２３ ＝ σ３２ ＝ ２Ｃ４４ε３１ ＋ Ｒ３ｗ３２，
Ｈ３１ ＝ ２Ｒ３ε３１ ＋ Ｋ２ｗ３１，
Ｈ３２ ＝ ２Ｒ３ε３２ ＋ Ｋ２ｗ３２，
Ｈ３３ ＝ Ｒ１（ε１１ ＋ ε２２） ＋ Ｒ２ε３３ ＋ Ｋ１ｗ３３，
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（１）

　 　 εｉｊ ＝
１
２
（∂ｊｕｉ ＋ ∂ｉｕ ｊ）， ｗ３ｊ ＝ ∂ｊｗ３ 　 　 （ ｉ， ｊ ＝ １，２，３）， （２）

　 　 ∑
３

ｊ ＝ １
∂ｊσｉｊ ＝ ０　 　 （ ｉ ＝ １，２，３）， ∑

３

ｊ ＝ １
∂ｊＨ３ｊ ＝ ０， （３）

其中

　 　 ∂ｊｕｉ ＝
∂ｕｉ

∂ｘ ｊ
；

σｉｊ，εｉｊ，ｕ３ 表示声子场的应力、应变和位移分量；Ｈ３ｊ，ｗ３ｊ，ｗ３ 表示相位子场的应力、应变和位移分

量；Ｃ１１，Ｃ１２，Ｃ１３，Ｃ３３，Ｃ４４，Ｃ６６ 是 ６ 个声子场弹性常数；Ｋ１，Ｋ２ 是两个相位子场弹性常数；Ｒ１，Ｒ２，
Ｒ３ 是 ３ 个声子场与相位子场耦合的独立弹性常数．

当材料的几何变形不随 ｘ１ 轴改变时，有［１３］

　 　 ∂１ｕｉ ＝ ０， ∂１ｗ３ ＝ ０， ∂１σｉｊ ＝ ０， ∂１Ｈ３ｊ ＝ ０， （４）
并且所有的场变量仅依赖于坐标变量 ｘ２ 和 ｘ３ ．

引入应力势函数 Ｕ， 则一维六方准晶非周期平面内平面弹性问题的最终控制方程为［１３］

　 　 （Ｌ１Ｌ３ ＋ Ｌ２
２）Ｕ ＝ ０， （５）

其中微分算子 Ｌｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 分别为［１３］

　 　

Ｌ１ ＝ ａ３∂４
２ ＋ ａ１∂４

３ ＋ （２ａ２ ＋ ａ４）∂２
２∂２

３，

Ｌ２ ＝ ｂ２∂３
２ ＋ （ｂ１ ＋ ｂ３）∂２∂２

３，

Ｌ３ ＝ ｃ２∂２
２ ＋ ｃ１∂２

３，
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（６）

这里

　 　 ａ１ ＝
Ｃ３３Ｋ１ － Ｒ２

２

Δ１
， ａ２ ＝

Ｒ１Ｒ２ － Ｃ１３Ｋ１

Δ１
， ａ３ ＝

Ｃ１１Ｋ１ － Ｒ２
１

Δ１
， ａ４ ＝

Ｋ２

Δ２
，

　 　 ｂ１ ＝
Ｃ１３Ｒ２ － Ｃ３３Ｒ１

Δ１
， ｂ２ ＝

Ｒ１Ｃ１３ － Ｒ２Ｃ１１

Δ１
， ｂ３ ＝ －

Ｒ３

Δ２
， ｃ１ ＝

Ｃ４４

Δ２
， ｃ２ ＝

Ｃ１１Ｃ３３ － Ｃ２
１３

Δ１
，
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　 　 Δ２ ＝ Ｃ４４Ｋ２ － Ｒ２
３， Δ１ ＝ Ｃ１１Ｃ３３Ｋ１ ＋ ２Ｃ１３Ｒ１Ｒ２ － Ｒ２

１Ｃ３３ － Ｒ２
２Ｃ１１ － Ｃ２

１３Ｋ１ ．
这时，式（５）的解可用 ３ 个广义解析函数 Ｆｋ（ ｚｋ）（ｋ ＝ １，２，３） 表示为

　 　 Ｕ（ｘ２，ｘ３） ＝ ２Ｒｅ∑
３

ｋ ＝ １
Ｆｋ（ ｚｋ）， （７）

其中 ｚｋ ＝ ｘ２ ＋ μｋｘ３，这里 μｋ ＝ αｋ ＋ ｉβｋ（ｋ ＝ １，２，３） 是方程（５） 的特征根，αｋ，βｋ 是依赖于准晶弹
性常数的实常数．如果特征根出现重根，上述公式可进一步简化．

广义解析函数 ｆ１（ ｚ１）， ｆ２（ ｚ２）， ｆ３（ ｚ３） 及其导数 ｆ ′１（ ｚ１）， ｆ ′２（ ｚ２）， ｆ ′３（ ｚ３） 统称为应力函数，在
一维六方准晶非周期平面弹性问题中，声子场和相位子场的应力分量、位移分量可用应力函数
表示为［１３］

　 　

σ２２ ＝ ２Ｒｅ {∑
３

ｋ ＝ １
μ２

ｋ ｆ ′ｋ（ ｚｋ） } ， σ３２ ＝ － ２Ｒｅ {∑
３

ｋ ＝ １
μｋ ｆ ′ｋ（ ｚｋ） } ，

σ３３ ＝ ２Ｒｅ {∑
３

ｋ ＝ １
ｆ ′ｋ（ ｚｋ） } ， Ｈ３３ ＝ － ２Ｒｅ {∑

３

ｋ ＝ １
ηｋ ｆ ′ｋ（ ｚｋ） } ，

Ｈ３２ ＝ ２Ｒｅ {∑
３

ｋ ＝ １
ηｋμｋ ｆ ′ｋ（ ｚｋ） } ， ｕ２ ＝ ２Ｒｅ {∑

３

ｋ ＝ １
ｏｋ ｆｋ（ ｚｋ） } ，

ｕ３ ＝ ２Ｒｅ {∑
３

ｋ ＝ １
ｐｋ ｆｋ（ ｚｋ） } ， ｗ３ ＝ ２Ｒｅ {∑

３

ｋ ＝ １
ｑｋ ｆｋ（ ｚｋ） } ，
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（８）

这里

　 　 ηｋ ＝
－ （ｂ１ ＋ ｂ３）μ２

ｋ － ｂ２

ｃ１μ２
ｋ ＋ ｃ２

， ｏｋ ＝ ａ１μ２
ｋ ＋ ａ２ － ｂ１ηｋ， ｐｋ ＝ ａ２μｋ ＋

ａ３

μｋ

－
ｂ２ηｋ

μｋ
，

　 　 ｑｋ ＝ ｂ１μｋ ＋
ｂ２

μｋ

－
ｃ２ηｋ

μｋ
， ｆｋ（ ｚｋ） ＝ ∂２

ｚｋＦｋ（ ｚｋ） ＝ Ｆ″ｋ（ ｚｋ） ．

一维六方准晶非周期平面内弹性理论问题的求解就是在给定边界条件下确定式（８）中的

应力分量和位移分量．

２　 半平面周期无摩擦接触问题

考虑一列以 ａπ（ａ ＞ ０） 为周期的压头（基底形状相同） 压入一维六方准晶下半平面，并记
下半平面 ｘ１Ｏｘ２ 为 Ｓ －，压头与 Ｓ － 接触的边界为 Ｌ ｊ（ ｊ ＝ ０， ± １， ± ２，…） ．设压头与半平面间不存
在摩擦力，并假定应力和位移都是以 ａπ 为周期，且应力在无穷远处有界．因此，只需在一个周
期区间 Ｌ０ 上研究接触问题．

在一个周期 Ｌ０ 上，受压区间设为 γ０： － ｌ≤ ｘ２ ≤ ｌ（０ ＜ ｌ ＜ ａπ ／ ２），并且取 － ａπ ／ ２到 ａπ ／ ２
为 Ｌ０ 的正向， － ｌ 到 ｌ 为 γ０ 的正向．在自由区间 γ′０ ＝ Ｌ０ － （γ０ 及其周期合同线段） 上无外载荷
存在．在 ｘ２ 轴上，记 ｚ ＝ ｔ（ ｔ为实数）．在压头下方声子场位移 ｕ３（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ）， ｔ∈（γ０ 及其周期合同

线段），其中 ｙ ＝ ｆ（ ｔ） 为压入准晶下半平面压头的基底方程，以 ａπ 为周期，并且 ｆ ′（ ｔ） ∈ Ｈ ．又
在 γ０ 上，外应力主矢量是已知的，若每一压头上的作用力是正压力 Ｐ０，则外应力主矢量为 Ｘ ＋
ｉＹ ＝ － ｉＰ０ ．

在上述基本假设条件下，就可得到一个周期 Ｌ０ 上无摩擦周期接触问题的边界条件为

　 　

ｘ３ ＝ ０， ｘ２ ∈ γ０：　 σ３２（ｘ２，０
－） ＝ Ｈ３２（ｘ２，０

－） ＝ ０，

ｗ′３（ｘ２，０
－） ＝ ０， ｕ′３（ｘ２，０

－） ＝ ｆ ′（ｘ２），

ｘ３ ＝ ０， ｘ２ ∈ γ′０：　 σ３３（ｘ２，０
－） ＝ σ３２（ｘ２，０

－） ＝ ０，

Ｈ３３（ｘ２，０
－） ＝ Ｈ３２（ｘ２，０

－） ＝ ０ ．
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（９）

１０７一维六方准晶的两类周期接触问题



首先，对应力分量做如下线性组合：
　 　 σ３３ ＋ ｍ１σ３２ ＋ ｎ１Ｈ３２ ＝

　 　 　 　 ｆ ′１（ ｚ１）（１ － ｍ１μ１ ＋ ｎ１η１μ１） ＋ ｆ ′１（ ｚ１）（１ － ｍ１ μ１ ＋ ｎ１ η１μ１） ＋

　 　 　 　 ｆ ′２（ ｚ２）（１ － ｍ１ μ２ ＋ ｎ１ η２μ２） ＋ ｆ ′３（ ｚ３）（１ － ｍ１ μ３ ＋ ｎ１ η３μ３）， （１０）
　 　 σ３３ ＋ ｍ２σ３２ ＋ ｎ２Ｈ３２ ＝

　 　 　 　 ｆ ′２（ ｚ２）（１ － ｍ２μ２ ＋ ｎ２η２μ２） ＋ ｆ ′２（ ｚ２）（１ － ｍ２ μ２ ＋ ｎ２ η２μ２） ＋

　 　 　 　 ｆ ′１（ ｚ１）（１ － ｍ２ μ１ ＋ ｎ２ η１μ１） ＋ ｆ ′３（ ｚ３）（１ － ｍ２ μ３ ＋ ｎ２ η３μ３）， （１１）
　 　 σ３３ ＋ ｍ３σ３２ ＋ ｎ３Ｈ３２ ＝

　 　 　 　 ｆ ′３（ ｚ３）（１ － ｍ３μ３ ＋ ｎ３η３μ３） ＋ ｆ ′３（ ｚ３）（１ － ｍ３ μ３ ＋ ｎ３ η３μ３） ＋

　 　 　 　 ｆ ′１（ ｚ１）（１ － ｍ３ μ１ ＋ ｎ３ η１μ１） ＋ ｆ ′２（ ｚ２）（１ － ｍ３ μ２ ＋ ｎ３ η２μ２）， （１２）
其中

　 　 ｍ１ ＝
η２μ２ － η３μ３

μ２μ３（η２ － η３）
， ｎ１ ＝

μ２ － μ３

μ２μ３（η２ － η３）
， ｍ２ ＝

η１μ１ － η３μ３

μ１μ３（η１ － η３）
，

　 　 ｎ２ ＝
μ１ － μ３

μ１μ３（η１ － η３）
， ｍ３ ＝

η１μ１ － η２μ２

μ１μ２（η１ － η２）
， ｎ３ ＝

μ１ － μ２

μ１μ２（η１ － η２）
．

对式（１０） ～ （１２）应用半平面的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 核积分公式［１１］，有

　 　 ｆ ′ｋ（ ｚｋ） ＝ －
∫
Ｌ０

σ３３（ ｔ）ｃｏｔ
ｔ － ｚｋ
ａ

ｄｔ

２ａπｉ（１ － ｍｋμｋ ＋ ｎｋηｋμｋ）
＋ γｋ 　 　 （ｋ ＝ １，２，３）， （１３）

　 　 γｋ ＝
１

２（１ － ｍｋμｋ ＋ ｎｋηｋμｋ）
[ ｆ ′ｋ（ － ∞ ｉ）（１ － ｍｋμｋ ＋ ｎｋηｋμｋ） －

　 　 　 　 ｆ ′ｋ（ － ∞ ｉ）（１ － ｍｋ μｋ ＋ ｎｋ ηｋμｋ） －

　 　 　 　 ∑
ｉ≠ｋ

ｆ ′ｉ （ － ∞ ｉ）（１ － ｍｋ μｉ ＋ ｎｋ ηｉμｉ） ] 　 　 （ ｉ ＝ １，２，３） ． （１４）

由式（１４），计算可得

　 　
Ｒｅ { γ１ ＋ γ２ ＋ γ３ } ＝ ０，
Ｒｅ { μ１γ１ ＋ μ２γ２ ＋ μ３γ３ } ＝ ０，
Ｒｅ { η１μ１γ１ ＋ η２μ２γ２ ＋ η３μ３γ３ } ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１５）

要确定 γ１，γ２，γ３， 上述 ３ 个方程还不够，需要利用位移的周期性来得到另外 ３ 个方程．
对式（１３）的两端沿 Ｌ０ 积分，如不计刚体平移，有

　 　 ｆｋ（ ｚｋ） ＝
∫
Ｌ０

σ３３（ ｔ）ｌｏｇ ｓｉｎ
ｔ － ｚｋ
ａ

ｄｔ

２πｉ（１ － ｍｋμｋ ＋ ｎｋηｋμｋ）
＋ γｋｚｋ 　 　 （ｋ ＝ １，２，３）， （１６）

此处“ｌｏｇ”含义为 ｌｏｇ ｚ ＝ ｌｎ ｜ ｚ ｜ ＋ ｉ ａｒｇ ｚ ．经计算可得

　 　 ｆｋ（ ｚｋ ＋ ａπ） － ｆｋ（ ｚｋ） ＝
∫
Ｌ０

σ３３（ ｔ）ｄｔ

２（１ － ｍｋμｋ ＋ ｎｋηｋμｋ）
＋ ａπγｋ ． （１７）

利用式（１７）计算 ｕ２，ｕ３，ｗ３ 在 Ｌ０ 上的改变量，可得
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　 　 ［ｕ２］ Ｌ０
＝ Ｒｅ ∑

３

ｋ ＝ １

ｏｋ

１ － ｍｋμｋ ＋ ｎｋηｋμｋ
∫
Ｌ０

σ３３（ ｔ）ｄｔ ＋ ２ａπｏｋγｋ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ， （１８）

　 　 ［ｕ３］ Ｌ０
＝ Ｒｅ ∑

３

ｋ ＝ １

ｐｋ

１ － ｍｋμｋ ＋ ｎｋηｋμｋ
∫
Ｌ０

σ３３（ ｔ）ｄｔ ＋ ２ａπｐｋγｋ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ， （１９）

　 　 ［ｗ３］ Ｌ０
＝ Ｒｅ ∑

３

ｋ ＝ １

ｑｋ

１ － ｍｋμｋ ＋ ｎｋηｋμｋ
∫
Ｌ０

σ３３（ ｔ）ｄｔ ＋ ２ａπｑｋγｋ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ } ． （２０）

由位移的周期性条件可知 ［ｕ２］ Ｌ０
＝ ［ｕ３］ Ｌ０

＝ ［ｗ３］ Ｌ０
＝ ０， 即

　 　

Ｒｅ { ｏ１γ１ ＋ ｏ２γ２ ＋ ｏ３γ３ } ＝
Ａ１Ｐ０

２ａπ
，

Ｒｅ { ｐ１γ１ ＋ ｐ２γ２ ＋ ｐ３γ３ } ＝
Ａ２Ｐ０

２ａπ
，

Ｒｅ { ｑ１γ１ ＋ ｑ２γ２ ＋ ｑ３γ３ } ＝
Ａ３Ｐ０

２ａπ
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２１）

其中

　 　 Ａ１ ＝ Ｒｅ ∑
３

ｋ ＝ １

ｏｋ

１ － ｍｋμｋ ＋ ｎｋηｋμｋ
{ } ， Ａ２ ＝ Ｒｅ ∑

３

ｋ ＝ １

ｐｋ

１ － ｍｋμｋ ＋ ｎｋηｋμｋ
{ } ，

　 　 Ａ３ ＝ Ｒｅ ∑
３

ｋ ＝ １

ｑｋ

１ － ｍｋμｋ ＋ ｎｋηｋμｋ
{ } ．

因此，由式（１５）及式（２１）唯一确定 γ１，γ２，γ３ ．
为了求解上述周期接触问题，须演变边值条件式（９）．下面，引入一个 Ｈｉｌｂｅｒｔ 核积分表示

的全纯函数

　 　 φ（ ｚ） ＝ ｓ（ ｚ） － ｉｖ（ ｚ） ＝ ∫
Ｌ０
σ３３（ ｔ）ｃｏｔ

ｔ － ｚ
ａ

ｄｔ ． （２２）

这里不妨假设 Ｉｍ μｋ ＞ ０，当 ｚ ∈ Ｓ － 时，ｚｋ ∈ Ｓ － （ｋ ＝ １，２，３），则 ｚ 从 Ｓ － 内趋于 Ｌ０ 上点 ｘ２

时，由推广的 Ｐｌｅｍｅｌｊ 公式［１１］，有

　 　 φ － （ｘ２） ＝ ｓ － （ｘ２） － ｉｖ － （ｘ２） ＝ ∫
Ｌ０
σ３３（ ｔ）ｃｏｔ

ｔ － ｘ２

ａ
ｄｔ － ａπｉσ３３（ｘ２）， （２３）

这里，已记 σ３３（ｘ２） ＝ σ３３（ｘ２，０
－）， 以下记号类似．

比较式（２３）的实部与虚部，可以得到

　 　
σ３３（ｘ２） ＝ １

ａπ
ｖ － （ｘ２） ＝ － １

ａπ
Ｉｍ φ － （ｘ２），

ｓ － （ｘ２） ＝ ∫
Ｌ０
σ３３（ ｔ）ｃｏｔ

ｔ － ｘ２

ａ
ｄｔ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２４）

由边界条件可知 ｕ′３（ｘ２，０
－） ＝ ｆ ′（ｘ２）， 则对式（８）取边值，再将式（１３）代入得到

　 　 ｕ′３（ｘ２，０
－） ＝

Ｂ１

ａπ∫Ｌ０σ３３（ ｔ）ｃｏｔ
ｔ － ｘ２

ａ
ｄｔ ＋ Ｂ２σ３３（ｘ２） ＋ β， （２５）

其中

　 　 Ｂ１ ＝ － Ｉｍ ∑
３

ｋ ＝ １

ｐｋ

１ － ｍｋμｋ ＋ ｎｋηｋμｋ
{ } ， Ｂ２ ＝ Ｒｅ ∑

３

ｋ ＝ １

ｐｋ

１ － ｍｋμｋ ＋ ｎｋηｋμｋ
{ } ，

　 　 β ＝ ２Ｒｅ { ｐ１γ１ ＋ ｐ２γ２ ＋ ｐ３γ３ } ．
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因此，可应用函数 φ（ ｚ） 把声子场边界条件表示为

　 　
ｘ２ ∈ γ′０：　 ｖ － （ｘ２） ＝ ０，

ｘ２ ∈ γ０：　 ｓ － （ｘ２） ＋
Ｂ２

Ｂ１
ｖ － （ｘ２） ＝

ａπ（ ｆ ′（ｘ２） － β）
Ｂ１

．

ì

î

í

ïï

ïï

（２６）

上述边值问题实际上是：求一个在 Ｓ － 内以 ａπ 为周期的全纯函数 φ（ ｚ） ＝ ｓ（ ｚ） － ｉｖ（ ｚ），在
Ｌ０（以及周期线段）上满足条件

　 　 ａ（ｘ２） ｓ
－ （ｘ２） ＋ ｂ（ｘ２）ｖ

－ （ｘ２） ＝ Ｆ（ｘ２），　 　 ｘ２ ∈ Ｌ０， （２７）
其中

　 　

ａ（ｘ２） ＝
１， ｘ２ ∈ γ０，
０， ｘ２ ∈ γ′０，{ ｂ（ｘ２） ＝

Ｂ２

Ｂ１
， ｘ２ ∈ γ０，

１， ｘ２ ∈ γ′０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

Ｆ（ｘ２） ＝
ａπ（ ｆ ′（ｘ２） － β）

Ｂ１
， ｘ２ ∈ γ０，

０， ｘ２ ∈ γ′０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（２８）

式（２６） ～ （２８）对 ｘ２ ∈ γ ｊ 与 ｘ２ ∈ γ′ｊ ＝ Ｌ ｊ － γ ｊ（ ｊ ＝ ± １， ± ２，…） 同样成立．显然，上述问题是

关于半平面的周期 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｈｉｌｂｅｒｔ 边值问题，它的解为［１２］

　 　 φ（ ｚ） ＝ ∓ ｉｅ ±θπｉＥ（ ｚ）ｃｏｓ （θπ）
Ｂ１

∫
γ０

ｆ ′（ ｔ） － β
Ｅ（ ｔ）

ｃｏｔ ｔ
－ ｚ
ａ

ｄｔ ±

　 　 　 　 ｉｅ ±θπｉ Ｃ１ ｔａｎ
ｚ
ａ

＋ Ｃ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｅ（ ｚ），　 　 ｚ ∈ Ｓ ±， （２９）

其中

　 　 Ｅ（ ｚ） ＝ ｔａｎ ｌ
ａ

－ ｔａｎ ｚ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１ ／ ２＋θ

ｔａｎ ｌ
ａ

＋ ｔａｎ ｚ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１ ／ ２－θ

， θ ＝
ω１

π
＝ １

π
ａｒｃｔａｎ

Ｂ２

Ｂ１
，

Ｃ１，Ｃ２ 为待定实常数．
为了完全求出 φ（ ｚ），需确定实常数 Ｃ１，Ｃ２ ．为此，应考虑 ｚ ＝ － ∞ ｉ 处的弹性平衡条件．
因为

　 　 Ｅ（ － ∞ ｉ） ＝ － ｅｉθπｅ －（２ｌθ ／ ａ）ｉｃｏｓ ｌ
ａ
， σ３３（ － ∞ ｉ） ＝ －

Ｐ０

ａπ
． （３０）

在式（２２）中，令 ｚ ＝ － ∞ ｉ， 平衡条件可写为

　 　 Ｒｅ φ（ － ∞ ｉ） ＝ ０， Ｉｍ φ（ － ∞ ｉ） ＝ Ｐ０ ． （３１）
在式（２９）中，令 ｚ ＝ － ∞ ｉ， 结合式（３０）可得

　 　 φ（ － ∞ ｉ） ＝ － ｉｃｏｓ（ ｌ ／ ａ）ｃｏｓ（θπ）ｅ －（２ｌθ ／ ａ）ｉ

Ｂ１
∫
γ０

ｆ ′（ ｔ） － β
Ｅ（ ｔ）

ｄｔ ＋

　 　 　 　 （Ｃ１ ＋ ｉＣ２）ｅ
－（２ｌθ ／ ａ）ｉｃｏｓ ｌ

ａ
． （３２）

将式（３２）代入式（３１），平衡条件就变为

　 　
Ｃ２ｓｉｎ

２ｌθ
ａ

＋ Ｃ１ｃｏｓ
２ｌθ
ａ

＝ ｃｏｓ（πθ）ｃｏｓ（２ｌθ ／ ａ）
Ｂ１

∫
γ０

ｆ ′（ ｔ） － β
Ｅ（ ｔ）

ｄｔ，

Ｃ２ｃｏｓ
２ｌθ
ａ

－ Ｃ１ｓｉｎ
２ｌθ
ａ

＝
Ｐ０

ｃｏｓ（ ｌ ／ ａ）
－ ｃｏｓ（πθ）ｓｉｎ（２ｌθ ／ ａ）

Ｂ１
∫
γ０

ｆ ′（ ｔ） － β
Ｅ（ ｔ）

ｄｔ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３３）
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由此可立刻求得

　 　 Ｃ１ ＝ ｃｏｓ（πθ）
Ｂ１

∫
γ０

ｆ ′（ ｔ） － β
Ｅ（ ｔ）

ｄｔ －
Ｐ０ｓｉｎ（２ｌθ ／ ａ）

ｃｏｓ（ ｌ ／ ａ）
， Ｃ２ ＝

Ｐ０ｃｏｓ（２ｌθ ／ ａ）
ｃｏｓ（ ｌ ／ ａ）

． （３４）

因此， φ（ ｚ） 就可唯一确定，代入 ｆ ′ｋ（ ｚｋ）（ｋ ＝ １，２，３） 的表达式，问题便可求解．此时，由 Ｐｌｅｍｅｌｊ
公式［１１］，可得到压头下方声子场的接触应力为

　 　 σ３３（ｘ２） ＝ １
２Ｂ１

ｓｉｎ（２θπ）（ ｆ ′（ｘ２） － β） － ２ｃｏｓ（２θπ）
ａπ ∫

γ０

ｆ ′（ ｔ） － β
Ｅ（ ｔ）

ｃｏｔ
ｔ － ｘ２

ａ
ｄｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 ｃｏｓ（θπ）
ａπ

Ｅ（ｘ２） Ｃ１ ｔａｎ
ｘ２

ａ
＋ Ｃ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３５）

下面考虑 ３ 种常见压头的情况．
例 １　 对于周期水平直基底压头， ｆ ′（ ｔ） ＝ ０， 于是，由式（３５）得

　 　 σ３３（ｘ２） ＝ β
Ｂ１

－ ｓｉｎ（２θπ）
２

＋ ｃｏｓ（２θπ）
ａπ ∫

γ０

１
Ｅ（ ｔ）

ｃｏｔ
ｔ － ｘ２

ａ
ｄｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 ｃｏｓ（θπ）
ａπ

Ｅ（ｘ２） Ｃ１ ｔａｎ
ｘ２

ａ
＋ Ｃ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

例 ２　 对于周期直倾斜基底压头，设其倾角为 ε，此时 ｆ ′（ ｔ） ＝ ε， 代入式（３５），便可得在周

期直倾斜基底压头作用下，压头下方的接触应力为

　 　 σ３３（ｘ２） ＝ ε － β
Ｂ１

ｓｉｎ（２θπ）
２

－ ｃｏｓ（２θπ）
ａπ ∫

γ０

１
Ｅ（ ｔ）

ｃｏｔ
ｔ － ｘ２

ａ
ｄｔ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 ｃｏｓ（θπ）
ａπ

Ｅ（ｘ２） Ｃ１ ｔａｎ
ｘ２

ａ
＋ Ｃ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

例 ３　 对于周期圆基底压头：

　 　 ｆ ′（ ｔ） ＝ ａ
ｒ

ｔａｎ ｔ
ａ

ｓｅｃ２ ｔ
ａ
，

代入式（３５），便可得在周期圆基底压头作用下，压头下方的接触应力为

　 　 σ３３（ｘ２） ＝ １
２Ｂ１

ｓｉｎ（２θπ） ａ
ｒ

ｔａｎ
ｘ２

ａ
ｓｅｃ２ ｘ２

ａ
－ β

æ

è
ç

ö

ø
÷ －é

ë
ê
ê

　 　 　 　 ２ｃｏｓ（２θπ）
ａπ ∫

γ０

１
Ｅ（ ｔ）

ａ
ｒ

ｔａｎ ｔ
ａ

ｓｅｃ２ ｔ
ａ

－ βæ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｔ

ｔ － ｘ２

ａ
ｄｔ

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 ｃｏｓ（θπ）
ａπ

Ｅ（ｘ２） Ｃ１ ｔａｎ
ｘ２

ａ
＋ Ｃ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

以上结果表明， 接触应力在压头的任一端点处具有可积奇异性．当忽略相位子场的作用

时， 这里的结果与正交各向异性材料周期接触问题的结果相一致， 从而验证了本文推导的正

确性．

３　 半平面周期粘结接触问题

假设周期压头与一维六方准晶的下半平面 Ｓ － 刚性粘结接触，此时压头的位移决定了准晶

边界的位移．设在一个周期区间 Ｌ０ ＝ ［ － ａπ ／ ２，ａπ ／ ２］ 上，外应力主矢量为 Ｘ ＋ ｉＹ ．在基本假设

条件下，一维六方准晶半平面周期粘结接触问题的边界条件为

５０７一维六方准晶的两类周期接触问题



　 　

ｘ３ ＝ ０， ｘ２ ∈ γ０：　 ｕ′２（ｘ２，０
－） ＝ ０， ｕ′３（ｘ２，０

－） ＝ ｆ ′（ｘ２），

ｗ′２（ｘ２，０
－） ＝ ０， ｗ′３（ｘ２，０

－） ＝ ０，

ｘ３ ＝ ０， ｘ２ ∈ γ′０：　 σ３２（ｘ２，０
－） ＝ σ３３（ｘ２，０

－） ＝ ０，

Ｈ３２（ｘ２，０
－） ＝ Ｈ３３（ｘ２，０

－） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（３６）

这里， ｆ（ｘ２） 以 ａπ 为周期，并且连续（且允许含任意常数项，它相应于整个弹性体的刚性平

移），同时 ｆ ′（ｘ２） ∈ Ｈ ．
对位移分量的导数作如下线性组合：
　 　 ｕ′２ ＋ ｄ１ｕ′３ ＋ ｅ１ｗ′３ ＝

　 　 　 　 ｆ ′１（ ｚ１）（ｏ１ ＋ ｄ１ｐ１ ＋ ｅ１ｑ１） ＋ ｆ ′１（ ｚ１）（ｏ１ ＋ ｄ１ ｐ１ ＋ ｅ１ ｑ１） ＋

　 　 　 　 ｆ ′２（ ｚ２）（ｏ２ ＋ ｄ１ ｐ２ ＋ ｅ１ ｑ２） ＋ ｆ ′３（ ｚ３）（ｏ３ ＋ ｄ１ ｐ３ ＋ ｅ１ ｑ３）， （３７）
　 　 ｕ′２ ＋ ｄ２ｕ′３ ＋ ｅ２ｗ′３ ＝

　 　 　 　 ｆ ′２（ ｚ２）（ｏ２ ＋ ｄ２ｐ２ ＋ ｅ２ｑ２） ＋ ｆ ′２（ ｚ２）（ｏ２ ＋ ｄ２ ｐ２ ＋ ｅ２ ｑ２） ＋

　 　 　 　 ｆ ′１（ ｚ１）（ｏ１ ＋ ｄ２ ｐ１ ＋ ｅ２ ｑ１） ＋ ｆ ′３（ ｚ３）（ｏ３ ＋ ｄ２ ｐ３ ＋ ｅ２ ｑ３）， （３８）
　 　 ｕ′２ ＋ ｄ３ｕ′３ ＋ ｅ３ｗ′３ ＝

　 　 　 　 ｆ ′３（ ｚ３）（ｏ３ ＋ ｄ３ｐ３ ＋ ｅ３ｑ３） ＋ ｆ ′３（ ｚ３）（ｏ３ ＋ ｄ３ ｐ３ ＋ ｅ３ ｑ３） ＋

　 　 　 　 ｆ ′１（ ｚ１）（ｏ１ ＋ ｄ３ ｐ１ ＋ ｅ３ ｑ１） ＋ ｆ ′２（ ｚ２）（ｏ２ ＋ ｄ３ ｐ２ ＋ ｅ３ ｑ２）， （３９）
其中

　 　 ｄ１ ＝
ｏ２ｑ３ － ｏ３ｑ２

ｐ３ｑ２ － ｐ２ｑ３
， ｅ１ ＝

ｏ３ｐ２ － ｏ２ｐ３

ｐ３ｑ２ － ｐ２ｑ３
， ｄ２ ＝

ｏ１ｑ３ － ｏ３ｑ１

ｐ３ｑ１ － ｐ１ｑ３
，

　 　 ｅ２ ＝
ｏ３ｐ１ － ｏ１ｐ３

ｐ３ｑ１ － ｐ１ｑ３
， ｄ３ ＝

ｏ１ｑ２ － ｏ２ｑ１

ｐ２ｑ１ － ｐ１ｑ２
， ｅ３ ＝

ｏ２ｐ１ － ｏ１ｐ２

ｐ２ｑ１ － ｐ１ｑ２
．

对式（３７）、（３８）应用半平面的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 核积分公式得到［１１］

　 　 ｆ ′ｋ（ ｚｋ） ＝ －
∫
Ｌ０
ｄｋ ｆ ′（ ｔ）ｃｏｔ（（ ｔ － ｚｋ） ／ ａ）ｄｔ

２ａπｉ（ｏｋ ＋ ｄｋｐｋ ＋ ｅｋｑｋ）
＋ ξｋ 　 　 （ｋ ＝ １，２，３）， （４０）

其中

　 　 ξｋ ＝
１

２（ｏｋ ＋ ｄｋｐｋ ＋ ｅｋｑｋ）
[ ｆ ′ｋ（ － ∞ ｉ）（ｏｋ ＋ ｄｋｐｋ ＋ ｅｋｑｋ） －

　 　 　 　 ｆ ′ｋ（ － ∞ ｉ）（ｏｋ ＋ ｄｋ ｐｋ ＋ ｅｋ ｑｋ） －

　 　 　 　 ∑
ｉ≠ｋ

ｆ ′ｉ （ － ∞ ｉ）（ｏｉ ＋ ｄｋ ｐｉ ＋ ｅｋ ｑｉ） ] 　 　 （ ｉ ＝ １，２，３） ． （４１）

由式（４１）计算可得

　 　
Ｒｅ { ｏ１ξ１ ＋ ｏ２ξ２ ＋ ｏ３ξ３ } ＝ ０，
Ｒｅ { ｐ１ξ１ ＋ ｐ２ξ２ ＋ ｐ３ξ３ } ＝ ０，
Ｒｅ { ｑ１ξ１ ＋ ｑ２ξ２ ＋ ｑ３ξ３ } ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４２）

为了完全确定 ξ１，ξ２，ξ３，还须考虑 ｚ ＝ － ∞ ｉ 处的弹性平衡条件．由 ｕ′２（ ｔ），ｕ′３（ ｔ），ｗ′３（ ｔ） 的周

期性可得

　 　 ｆ ′１（ － ∞ ｉ） ＝ ξ１， ｆ ′２（ － ∞ ｉ） ＝ ξ２， ｆ ′３（ － ∞ ｉ） ＝ ξ３ ． （４３）
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利用式（８）中的应力表达式，结合式（４３），在 ｚ ＝ － ∞ ｉ 处，声子场的应力为

　 　 σ３３（ － ∞ ｉ） ＝ ２Ｒｅ { ξ１ ＋ ξ２ ＋ ξ３ } ＝ Ｙ
ａπ

， （４４）

　 　 σ３２（ － ∞ ｉ） ＝ － ２Ｒｅ { μ１ξ１ ＋ μ２ξ２ ＋ μ３ξ３ } ＝ Ｘ
ａπ

， （４５）

　 　 Ｈ３２（ － ∞ ｉ） ＝ ２Ｒｅ { η１μ１ξ１ ＋ η２μ２ξ２ ＋ η３μ３ξ３ } ＝ Ｚ
ａπ

， （４６）

即

　 　

Ｒｅ { ξ１ ＋ ξ２ ＋ ξ３ } ＝ Ｙ
２ａπ

，

Ｒｅ { μ１ξ１ ＋ μ２ξ２ ＋ μ３ξ３ } ＝ － Ｘ
２ａπ

，

Ｒｅ { η１μ１ξ１ ＋ η２μ２ξ２ ＋ η３μ３ξ３ } ＝ Ｚ
２ａπ

．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（４７）

式（４２）和式（４７）给出了 ξ１，ξ２，ξ３ 的 ６ 个实方程，由此可确定 ξ１，ξ２，ξ３，从而 ｆ ′ｋ（ ｚｋ）（ｋ ＝ １，
２，３） 就能完全确定，进一步利用式（８）可得准晶体内应力与位移分布．

例 ４　 考虑在边界上有尖劈形周期位移的情况，即在边界的一个周期线段上的位移已知为

　 　 ｆ（ｘ２） ＝
ε（ ｘ２ ／ ｌ － １）， ｘ２ ≤ ｌ，
０， ｌ ＜ ｘ２ ≤ ａπ ／ ２ ．{ （４８）

此外，还假设 Ｌ０ 上的外应力主矢量为：ｘ２ 方向分量 Ｘ 为 ０，ｘ３ 方向分量 Ｙ 不为 ０．
从而有

　 　 ｆ ′（ｘ２） ＝
－ ε ／ ｌ， ｘ２ ∈ ｌ１ ＝ ［ － ｌ，０］，
ε ／ ｌ， ｘ２ ∈ ｌ２ ＝ ［０，ｌ］，
０， ｘ２ ∈ Ｌ０ － ｌ１ － ｌ２ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４９）

经计算，得到应力函数为

　 　 ｆ ′ｋ（ ｚｋ） ＝
ｄｋε

２πｉ（ｏｋ ＋ ｄｋｐｋ ＋ ｅｋｑ１） ｌ
ｉ ａｒｇ ｓｉｎ

ｔ － ｚｋ
ａ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｌ１

－ ｉ ａｒｇ ｓｉｎ
ｔ － ｚｋ
ａ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｌ２

＋{
　 　 　 　 ｌｎ

ｓｉｎ２（ ｚｋ ／ ａ）
ｓｉｎ（（ ｌ ＋ ｚｋ） ／ ａ）ｓｉｎ（（ ｌ － ｚｋ） ／ ａ） } ＋ ξｋ 　 　 （ｋ ＝ １，２，３） ． （５０）

最后将 ｆ ′ｋ（ ｚｋ）（ｋ ＝ １，２，３） 的表达式代入式（８），就可得到应力分量的表达式：

　 　

σ３３ ＝ － ∑
３

ｋ ＝ １

ｄｋε
πｌ（ｏｋ ＋ ｄｋｐｋ ＋ ｅｋｑｋ）

ａｒｇ ｓｉｎ
ｔ － ｚｋ
ａ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｌ１

－ ａｒｇ ｓｉｎ
ｔ － ｚｋ
ａ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｌ２
{ } ＋

　 　 ２Ｒｅ { ξ１ ＋ ξ２ ＋ ξ３ } ，

σ３２ ＝ ∑
３

ｋ ＝ １

μｋｄｋε
πｌ（ｏｋ ＋ ｄｋｐｋ ＋ ｅｋｑｋ）

ａｒｇ ｓｉｎ
ｔ － ｚｋ
ａ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｌ１

－ ａｒｇ ｓｉｎ
ｔ － ｚｋ
ａ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｌ２
{ } ＋

　 　 ２Ｒｅ { μ１ξ１ ＋ μ２ξ２ ＋ μ３ξ３ } ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（５１）

在式（５１）中，令 ａ →＋ ∞，便可得到下半平面 Ｓ － 边界上一段区间［ － ｌ，ｌ］ 上有一个尖劈位

移时的应力分布为

７０７一维六方准晶的两类周期接触问题



　 　
σ３３ ＝ － ∑

３

ｋ ＝ １

ｄｋε
πｌ（ｏｋ ＋ ｄｋｐｋ ＋ ｅｋｑｋ）

{ ［ａｒｇ（ ｔ － ｚｋ）］ ｌ１
－ ［ａｒｇ（ ｔ － ｚｋ）］ ｌ２

} ，

σ３２ ＝ ∑
３

ｋ ＝ １

μｋｄｋε
πｌ（ｏｋ ＋ ｄｋｐｋ ＋ ｅｋｑｋ）

{ ［ａｒｇ（ ｔ － ｚｋ）］ ｌ１
－ ［ａｒｇ（ ｔ － ｚｋ）］ ｌ２

} ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５２）

从式（５１）、（５２）可以看出，对于半平面粘结周期接触问题，接触应力在压头边缘具有对数

奇异性．

４　 结　 　 论

本文利用文献［１３］给出的复应力函数表达式，借助 Ｈｉｌｂｅｒｔ 核积分公式讨论了一维六方准

晶非周期平面的两类周期接触问题（无摩擦周期接触和半平面粘结周期接触问题），最后得到

了两类问题接触应力封闭形式的解．这里，我们讨论的压头是呈周期排列的，但一个周期区间

内只有一个压头，并处于静止状态．对于周期内有多个压头或运动压头的情况，也可用本文类

似的方法研究．
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