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摘要：　 基于各个翼板选取不同的最大剪切转角差为剪力滞广义位移，应用能量变分原理分别推

导出了考虑和不考虑剪切变形时单箱双室截面控制微分方程组，结合边界条件给出了箱梁纵向应

力和竖向挠度的初参数解，从力学、数学角度上证实了剪切变形和剪力滞效应是两个相对独立的

力学行为，进一步阐述了二者对箱梁的影响，即剪切变形对箱梁截面纵向应力无影响，但是对竖向

挠度有很大的影响．数值算例表明，利用该文解和数值解分析跨中截面剪力滞系数横向分布规律，
二者吻合程度良好，其横向分布规律与单室箱梁类似，唯独不同之处是边腹板处的剪力滞效应比

中腹板处的剪力滞效应略微大一些；挠度计算表明，剪切效应使得该箱梁在集中和均布荷载作用

下跨中挠度分别增大 ４．６％和 ２．７％．
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引　 　 言

薄壁箱梁因其有利的受力特性而被广泛应用于现代桥梁工程中．薄壁箱梁发生竖向挠曲

变形时，由腹板传递给翼缘板的剪力流使翼缘板在远离腹板处的纵向位移滞后于靠近腹板处

的纵向位移，从而使箱梁翼缘板不满足平截面假设，这就是剪力滞效应［１⁃２］ ．
薄壁箱梁被广泛应用于桥梁上部结构设计当中，其设计和计算时必须考虑剪力滞效应这

已是众所周知的［１，３⁃５］，但是要不要考虑剪切变形，以及剪切变形对剪力滞效应是否有影响需

要进一步的论证和阐述．文献［６⁃９］以单室箱梁为例，假设纵向位移模式，应用能量变分原理获

得了箱梁截面控制微分方程；文献［１０］从箱梁刚度入手以等效刚度的形式分析了箱梁的剪切
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变形及剪力滞效应；文献［１１］从弹性力学的角度出发推导了单室箱梁的纵向位移模式，应用

能量变分原理导出截面控制微分方程，将剪切变形状态从全梁挠曲变形状态中分离出来，作为

独立的变形状态进行分析；上述文献已经明确论述了剪切变形对剪力滞效应没有影响，即剪切

变形不影响箱梁截面的纵向应力，但是，剪切变形对箱梁的竖向挠度影响很大，因此在桥梁设

计中需考虑．目前大跨度、多室宽体箱梁已被广泛应用于实际桥梁建造中，考虑剪切变形对多

室箱梁剪力滞效应的影响有待进一步从数学和力学角度出发，研究其受力机理和变形模式．本
文将从这两个方面出发，应用能量变分原理推导出考虑和不考虑剪切变形的箱梁截面控制微

分方程组，采用降阶法求得其通解，并结合相应的边界条件给出对应的闭合解，最后给出了箱

梁竖向挠度的初参数解．以一个典型的单箱双室简支箱梁为例，验证本文分析方法的精确性，
从数学和力学角度解释了剪切变形对箱梁纵向应力没有影响，但是对竖向挠度有很大的影响，
因此在工程应用中需认真对待．

１　 考虑剪切变形时单箱双室箱梁截面控制微分方程的
推导及纵向应力、竖向挠度的解答

１．１　 箱梁截面控制微分方程的推导

如图 １ 所示， ＯＸＹＺ 为整体坐标系，ｏｘｙｚ 为局部坐标系，箱梁在竖向任意荷载 ｑ（ ｚ） 作用下

发生挠曲变形，选取最大剪切转角位移差作为剪力滞广义位移，则箱梁截面任意一点处的纵向

位移为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ － ｙ·ｗ′（ ｚ） ＋ ωζ（ｘ，ｙ）·Ｕ（ ｚ）， （１）
其中， ｗ（ ｚ） 为竖向挠度，ωζ（ｘ，ｙ） 为翘曲位移函数，Ｕ（ ｚ） 为最大剪切转角差；式中第一项为初

等梁纵向位移，第二项为剪力滞引起的附加位移．

（ａ） 坐标系及荷载 （ｂ） 横截面

（ａ） Ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｌｏａｄ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ
图 １　 箱型截面简图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ａ ｂｏｘ ｇｉｒｄｅｒ ａｎｄ ｉｔｓ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ

考虑剪切变形对剪力滞的影响，在对称竖向荷载作用下，中和轴的位置仍按初等梁理论确

定，腹板变形考虑了 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ（铁摩辛柯） ［１２］剪切变形理论．各个翼板的纵向位移表达式为：
顶板

　 　 ｕ１（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｈｕ （ｗ′ － β） ＋ ｃｏｓ π
ｂ１

ｘ －
ｂ１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷·Ｕ１（ ｚ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ； （２）

悬臂板

　 　 ｕ２（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｈｕ （ｗ′ － β） ＋ ｃｏｓ πｘ
２ｂ２

·Ｕ２（ ｚ）
é

ë
êê

ù

û
úú ； （３）

底板
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　 　 ｕ３（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ － ｈｂ （ｗ′ － β） ＋ ｃｏｓ π
ｂ３

ｘ －
ｂ３

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷·Ｕ３（ ｚ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ； （４）

腹板

　 　 ｕｗ ＝ （ｗ′ － β） ｚ， （５）
其中， β（ ｚ） ＝ αＱ（ ｚ） ／ （ＧＡ），α 为剪切系数，α ＝ Ａ ／ Ａｗ，Ａ 为箱梁截面面积，Ａｗ 为箱梁截面腹板面

积；Ｑ（ ｚ） 为箱梁某一截面处的剪力．
顶板、悬臂板、底板的应变能表达式为

　 　 Ｕ
－

ｉ ＝
１
２ ∫∫∫（Ｅε２

ｉ，ｚ ＋ Ｇγ２
ｉ，ｘｚ）ｄｘｄｙｄｚ， （６）

其中

　 　 εｉ，ｚ ＝
∂ｕｉ（ｘ，ｙ，ｚ）

∂ｚ
， γｉ，ｘｚ ≈

∂ｕｉ（ｘ，ｙ，ｚ）
∂ｘ

， （７）

Ｅ 为弹性模量，Ｇ 为剪切模量．
令 ϕ（ ｚ） ＝ ｗ′（ ｚ） － β（ ｚ）， 则可得箱梁各个翼板的应变能：
顶板应变能

　 　 Ｕ
－

１ ＝ ＥＩ１ ∫ｌ
０

１
２

ϕ′２ ＋ １
４

Ｕ′２１ ＋ ２
π

ϕ′Ｕ′１
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｚ ＋

Ｇπ２Ｉ１
４ｂ２

１
∫ｌ

０
Ｕ２

１ｄｚ； （８）

悬臂板应变能

　 　 Ｕ
－

２ ＝ ＥＩ２ ∫ｌ
０

１
２

ϕ′２ ＋ １
４

Ｕ′２２ ＋ ２
π

ϕ′Ｕ′２
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｚ ＋

Ｇπ２Ｉ２
１６ｂ２

２
∫ｌ

０
Ｕ２

２ｄｚ； （９）

底板应变能

　 　 Ｕ
－

３ ＝ ＥＩ３ ∫ｌ
０

１
２

ϕ′２ ＋ １
４

Ｕ′２３ ＋ ２
π

ϕ′Ｕ′３
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｚ ＋

Ｇπ２Ｉ３
４ｂ２

３
∫ｌ

０
Ｕ２

３ｄｚ； （１０）

腹板应变能

　 　 Ｕ
－

ｗ ＝
ＥＩｗ
２ ∫ｌ

０
ϕ′２ｄｚ ＋

ＧＡｗ

２ ∫ｌ
０
β２ｄｚ， （１１）

式中， Ｉｉ 为各个翼板的惯性矩，Ｉｗ 为腹板惯性矩；Ｕｉ 为各个翼板的最大剪切转角差，ｉ ＝ １ 为顶

板，ｉ ＝ ２ 为悬臂板，ｉ ＝ ３ 为底板．
外力势能

　 　 Ｖ ＝ － ∫ｌ
０
ｑｗｄｚ； （１２）

箱梁总势能

　 　 Π ＝ Ｕ
－

１ ＋ Ｕ
－

２ ＋ Ｕ
－

３ ＋ Ｕ
－

ｗ ＋ Ｖ， （１３）
将式（８） ～ （１２）代入式（１３）可得

　 　 Π ＝ ＥＩ
２ ∫

ｌ

０
ϕ′２ｄｚ ＋ ＥＩ

４ ∫
ｌ

０
∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ′２ｉ ｄｚ ＋ ２ＥＩ

π ∫ｌ
０
∑

３

ｉ ＝ １
αｉϕ′Ｕ′ｉ ｄｚ ＋

　 　 　 　 Ｉ ∫ｌ
０

Ｇπ２α１

４ｂ２
１

Ｕ２
１ ＋

Ｇπ２α２

１６ｂ２
２

Ｕ２
２ ＋

Ｇπ２α３

４ｂ２
３

Ｕ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｚ ＋

ＧＡｗ

２ ∫ｌ
０
β２ｄｚ － ∫ｌ

０
ｑｗｄｚ， （１４）

式中， αｉ ＝ Ｉｉ ／ Ｉ，Ｉ 为箱梁截面抗弯惯性矩，ｑ 为荷载集度．
将式（１４）求一阶变分，并令 δΠ ＝ ０， 则
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　 　 δΠ ＝ ∫ｌ
０
ＥＩϕ‴＋ ２ＥＩ

π ∑
３

ｉ ＝ １
αｉＵ‴ｉ － ｑæ

è
ç

ö

ø
÷ δｗｄｚ ＋

　 　 　 　 ∫ｌ
０

Ｇπ２α１Ｉ
２ｂ２

１

Ｕ１ － ＥＩ
２

α１Ｕ″１ － ２ＥＩ
π

α１ϕ″
æ

è
ç

ö

ø
÷ δＵ１ｄｚ ＋

　 　 　 　 ∫ｌ
０

Ｇπ２α２Ｉ
８ｂ２

２

Ｕ２ － ＥＩ
２

α２Ｕ″２ － ２ＥＩ
π

α２ϕ″
æ

è
ç

ö

ø
÷ δＵ２ｄｚ ＋

　 　 　 　 ∫ｌ
０

Ｇπ２α３Ｉ
２ｂ２

３

Ｕ３ － ＥＩ
２

α３Ｕ″３ － ２ＥＩ
π

α３ϕ″
æ

è
ç

ö

ø
÷ δＵ３ｄｚ ＋

　 　 　 　 ∫ｌ
０
ＥＩϕ″ ＋ ２ＥＩ

π ∑
３

ｉ ＝ １
αｉＵ″ｉ ＋ ＧＡｗβ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δβｄｚ ＋

　 　 　 　 ＥＩϕ′ ＋ ２ＥＩ
π ∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ′ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δｗ′ ｌ

０ － ＥＩϕ″ ＋ ２ＥＩ
π ∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ″ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δｗ ｌ

０ －

　 　 　 　 ＥＩϕ′ ＋ ２ＥＩ
π ∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ′ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δβ ｌ

０ ＋
ＥＩ
２ ∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ′ｉ ＋ ２ＥＩ

π ∑
３

ｉ ＝ １
αｉϕ′

æ

è
ç

ö

ø
÷ δＵｉ

ｌ
０ ＝ ０． （１５）

根据变分引理，由式（１５）可得截面控制微分方程

　 　 ϕ‴＋ ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ‴ｉ － ｑ

ＥＩ
＝ ０， （１６）

　 　 Ｇπ２

Ｅｂ２
１

Ｕ１ － Ｕ″１ － ４
π

ϕ″ ＝ ０， （１７）

　 　 Ｇπ２

４Ｅｂ２
２

Ｕ２ － Ｕ″２ － ４
π

ϕ″ ＝ ０， （１８）

　 　 Ｇπ２

Ｅｂ２
３

Ｕ３ － Ｕ″３ － ４
π

ϕ″ ＝ ０， （１９）

　 　 ϕ″ ＋ ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ″ｉ ＋

ＧＡｗβ
ＥＩ

＝ ０， （２０）

　 　 ＥＩϕ′ ＋ ２ＥＩ
π ∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ′ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δｗ′ ｌ

０ ＝ ０， （２１）

　 　 ＥＩϕ″ ＋ ２ＥＩ
π ∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ″ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δｗ ｌ

０ ＝ ０， （２２）

　 　 ＥＩϕ′ ＋ ２ＥＩ
π ∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ′ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ δβ ｌ

０ ＝ ０， （２３）

　 　 ＥＩ
２ ∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ′ｉ ＋ ２ＥＩ

π ∑
３

ｉ ＝ １
αｉϕ′

æ

è
ç

ö

ø
÷ δＵｉ

ｌ
０ ＝ ０． （２４）

将式（１６）积分一次

　 　 ϕ″ ＝ － ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ″ｉ － Ｑ（ ｚ）

ＥＩ
． （２５）

联立式（２５）及式（１６） ～ （２４）消去 ϕ， 整理并写成矩阵的形式

４９７ 张　 　 慧　 　 　 张　 玉　 元　 　 　 张　 元　 海　 　 　 李　 　 巍



　 　
Ｕ″１
Ｕ″２
Ｕ″３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ Ｇπ２

Ｅ（π２ － ８αｓ）

π２ － ８α２ － ８α３

ｂ２
１

８α２

４ｂ２
２

８α３

ｂ２
３

８α１

ｂ２
１

π２ － ８α１ － ８α３

４ｂ２
２

８α３

ｂ２
３

８α１

ｂ２
１

８α２

４ｂ２
２

π２ － ８α１ － ８α２

ｂ２
３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

Ｕ１

Ｕ２

Ｕ３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＋

　 　 　 　 ４πＱ（ ｚ）
ＥＩ（π２ － ８αｓ）

１
１
１

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
， （２６）

其中　 　 αｓ ＝ α１ ＋ α２ ＋ α３ ．
１．２　 微分方程组的边界条件及闭合解

对于式（２６）的求解，采用降阶法［１３］得到一阶线性非齐次微分方程组，按照惯用的方法先
求得齐次微分方程组的通解，再求出非齐次微分方程组的特解，然后将二者叠加得到非齐次微

分方程组的通解，利用各自的边界条件得到相应的闭合解．
１．２．１　 微分方程组的求解

１） 箱梁受集中力如图 ２（ａ）所示
当 ０ ≤ ｚ ≤ ａ 时

　 　 Ｕｉ ＝ Ｕ
－

ｉ ＋ Ｕ∗
ｉ ＝ ∑

ｊ ＝ １，３，５
εｉｊ（Ｃ ｊｃｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｓｈ（λ ｊｚ）） － ２ｐ

ＧＩπ３ ｍｉ

　 　 （ ｉ ＝ １，２，３）， （２７）

其中　 　
ｍ１

ｍ２

ｍ３

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
ｂ２
１

４ｂ２
２

ｂ２
３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

．

求一阶导数

　 　 Ｕ′ｉ ＝ （Ｕ
－

ｉ ＋ Ｕ∗
ｉ ） ′ ＝ ∑

ｊ ＝ １，３，５
εｉｊλ ｊ（Ｃ ｊｓｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｃｈ（λ ｊｚ））　 　 （ ｉ ＝ １，２，３） ． （２８）

当 ａ ≤ ｚ ≤ ｌ 时，

　 　 Ｕｉ ＝ Ｕ
－

ｉ ＋ Ｕ∗
ｉ ＝ ∑

ｊ ＝ １，３，５
εｉｊ（Ｃ ｊｃｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｓｈ（λ ｊｚ）） ＋ ２ｐ

ＧＩπ３ ｍｉ

　 　 （ ｉ ＝ １，２，３） ． （２９）
求一阶导数

　 　 Ｕ′ｉ ＝ （Ｕ
－

ｉ ＋ Ｕ∗
ｉ ） ′ ＝ ∑

ｊ ＝ １，３，５
εｉｊλ ｊ（Ｃ ｊｓｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｃｈ（λ ｊｚ））　 　 （ ｉ ＝ １，２，３） ． （３０）

２） 箱梁受满跨均布力如图 ２（ｂ）所示

　 　 Ｕｉ ＝ Ｕ
－

ｉ ＋ Ｕ∗
ｉ ＝ ∑

ｊ ＝ １，３，５
εｉｊ（Ｃ ｊｃｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｓｈ（λ ｊｚ）） ＋ ２ｑ

ＧＩπ３（２ｚ － ｌ）ｍｉ

　 　 （ ｉ ＝ １，２，３） ． （３１）
求一阶导数

　 　 Ｕ′ｉ ＝ （Ｕ
－

ｉ ＋ Ｕ∗
ｉ ） ′ ＝ ∑

ｊ ＝ １，３，５
εｉｊλ ｊ（Ｃ ｊｓｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｃｈ（λ ｊｚ）） ＋ ４ｑ

ＧＩπ３ ｍｉ

　 　 （ ｉ ＝ １，２，３）， （３２）
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式中， λ ｊ，εｉｊ 可以按照文献［１３］介绍的方法将式（２６）降阶化成 ６ 个一阶线性微分方程， λｊ 是由

这 ６ 个常系数齐次线性微分方程构成的方程组的特征值；εｉｊ 为 λｊ 所对应的方程组的特征向量．

（ａ） 简支梁集中力图示 （ｂ） 简支梁均布力图示

（ａ） Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ⁃ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ａ ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｆｏｒｃｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ⁃ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍ ｆｏｒｃｅ
图 ２　 简支梁计算简图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ⁃ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ

１．２．２　 边界条件

１） 集中力
　 　 Ｕ′ｉ ｚ ＝ ０ ＝ ０， Ｕ′ｉ ｚ ＝ ｌ ＝ ０， Ｕ′ｉ

＋
ｚ ＝ ａ ＝ Ｕ′ｉ

－
ｚ ＝ ａ， Ｕｉ

＋
ｚ ＝ ａ ＝ Ｕｉ

－
ｚ ＝ ａ ．

２） 均布力
　 　 Ｕ′ｉ ｚ ＝ ０ ＝ ０， Ｕ′ｉ ｚ ＝ ｌ ＝ ０．

１．２．３　 箱梁纵向应力解

求得各个翼板的最大剪切转角差，由弹性力学原理即可获得各个翼板的纵向应力表达式：
顶板

　 　 σ１ ＝ Ｅｈｕ － ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ′ｉ － Ｍ

ＥＩ
＋ Ｕ′１·ｃｏｓ π

ｂ１
ｘ －

ｂ１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ； （３３）

悬臂板

　 　 σ２ ＝ Ｅｈｕ － ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ′ｉ － Ｍ

ＥＩ
＋ Ｕ′２·ｃｏｓ πｘ

２ｂ２

é

ë
êê

ù

û
úú ； （３４）

底板

　 　 σ３ ＝ － Ｅｈｂ － ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ′ｉ － Ｍ

ＥＩ
＋ Ｕ′３·ｃｏｓ π

ｂ３
ｘ －

ｂ３

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （３５）

１．２．４　 箱梁竖向挠度解

先对式（２５）积分两次，积分时由于 Ｑ（ ｚ） 形式不同，应该分跨中集中力和满跨均布力分别
求解：

１） 跨中集中力下任意位置处的竖向挠度解

　 　 ϕ″ ＝ － ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉ ( ∑

ｊ ＝ １，３，５
εｉｊλ２

ｊ （Ｃ ｊｃｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｓｈ（λ ｊｚ）） ) － ｐ
２ＥＩ

　 　 ０ ≤ ｚ ≤ ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３６）

式（３６）积分两次

　 　 ϕ ＝－ ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉ ( ∑

ｊ ＝ １，３，５
εｉｊ（Ｃ ｊｃｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｓｈ（λ ｊｚ）） ) － ｐｚ２

４ＥＩ
＋ Ｃ７ｚ ＋ Ｃ８

　 　 ０ ≤ ｚ ≤ ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３７）

由边界条件 ϕ′（０） ＝ ０ 可得系数 Ｃ７ ．
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由 ϕ（ ｚ） ＝ ｗ′（ ｚ） － β（ ｚ） 可得

　 　 ｗ′ ＝ － ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉ ( ∑

ｊ ＝ １，３，５
εｉｊ（Ｃ ｊｃｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｓｈ（λ ｊｚ）） ) －

　 　 　 　 ｐｚ２

４ＥＩ
＋ αｐ
２ＧＡ

＋ Ｃ７ｚ ＋ Ｃ８ 　 　 ０ ≤ ｚ ≤ ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３８）

式（３８）积分一次

　 　 ｗ ＝－ ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉ ( ∑

ｊ ＝ １，３，５

εｉｊ

λ ｊ
（Ｃ ｊｓｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｃｈ（λ ｊｚ）） ) －

　 　 　 　 ｐｚ３

１２ＥＩ
＋ αｐｚ
２ＧＡ

＋
Ｃ７

２
ｚ２ ＋ Ｃ８ｚ ＋ Ｃ９ 　 　 ０ ≤ ｚ ≤ ｌ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３９）

由边界条件 ｗ ｚ ＝ ０ ＝ ０，ｗ′ ｚ ＝ ｌ ／ ２ ＝ ０，可以得到系数 Ｃ８，Ｃ９ ．由此即可得到箱梁竖向挠度解．
２） 满跨均布力下任意位置处的竖向挠度解

　 　 ϕ″ ＝ － ２
π ∑

ｊ ＝ １，３，５
εｉｊλ２

ｊ （Ｃ ｊｃｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｓｈ（λ ｊｚ）） － ｑ（ ｌ － ２ｚ）
２ＥＩ

， （４０）

式（４０）积分两次

　 　 ϕ ＝－ ２
π ∑

ｊ ＝ １，３，５
εｉｊ（Ｃ ｊｃｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｓｈ（λ ｊｚ）） － ｑｚ２（３ｌ － ２ｚ）

１２ＥＩ
＋ Ｃ７ｚ ＋ Ｃ８， （４１）

由边界条件 ϕ′（０） ＝ ０，可得系数 Ｃ７ ．
由 ϕ（ ｚ） ＝ ｗ′（ ｚ） － β（ ｚ） 可得

　 　 ｗ′ ＝ － ２
π ∑

ｊ ＝ １，３，５
εｉｊ（Ｃ ｊｃｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｓｈ（λ ｊｚ）） －

　 　 　 　 ｑｚ２（３ｌ － ２ｚ）
１２ＥＩ

＋ αｑ（ ｌ － ２ｚ）
２ＧＡ

＋ Ｃ７ｚ ＋ Ｃ８， （４２）

式（４２）积分一次

　 　 ｗ ＝－ ２
π ∑

ｊ ＝ １，３，５

εｉｊ

λ ｊ
（Ｃ ｊｓｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｃｈ（λ ｊｚ）） －

　 　 　 　 ｑｚ３（２ｌ － ｚ）
２４ＥＩ

＋ αｑｚ（ ｌ － ｚ）
２ＧＡ

＋
Ｃ７

２
ｚ２ ＋ Ｃ８ｚ ＋ Ｃ９， （４３）

由边界条件 ｗ ｚ ＝ ０ ＝ ０，ｗ′ ｚ ＝ ｌ ／ ２ ＝ ０，可以得到系数 Ｃ８，Ｃ９ ．由此即可得到箱梁竖向挠度解．

２　 不考虑剪切变形时单箱双室箱梁截面控制微分方程的
推导及纵向应力、竖向挠度的解答

２．１　 箱梁截面控制微分方程的推导

如图 １ 所示的箱梁截面示意图，由式（１）可以给出箱梁各个翼板的纵向位移表达式：
顶板

　 　 ｕ１（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｈｕ ｗ′（ ｚ） ＋ ｃｏｓ π
ｂ１

ｘ －
ｂ１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷·Ｕ１（ ｚ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ； （４４）

悬臂板

　 　 ｕ２（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ ｈｕ ｗ′（ ｚ） ＋ ｃｏｓ πｘ
２ｂ２

·Ｕ２（ ｚ）
é

ë
êê

ù

û
úú ； （４５）

底板
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　 　 ｕ３（ｘ，ｙ，ｚ） ＝ － ｈｂ ｗ′（ ｚ） ＋ ｃｏｓ π
ｂ３

ｘ －
ｂ３

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷·Ｕ３（ ｚ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （４６）

由式（６）、（７）、（１３）可得箱梁总势能

　 　 Π ＝ ∫ｌ
０

１
２

ＥＩｗ″２ ＋ Ｍｗ″æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｚ ＋ ∫ｌ

０

ＥＩ
４ ∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ′２ｉ ｄｚ ＋

　 　 　 　 ∫ｌ
０

２ＥＩ
π

ｗ″∑
３

ｉ ＝ １
αｉＵ′ｉ ｄｚ ＋ ∫ｌ

０
Ｇπ２Ｉ

α１Ｕ２
１

４ｂ２
１

＋
α２Ｕ２

２

１６ｂ２
２

＋
α３Ｕ２

３

４ｂ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｚ ． （４７）

将式（４７）求一阶变分，并令 δΠ ＝ ０， 则

　 　 δΠ ＝ ＥＩ ∫ｌ
０
ｗ″ ＋ ２

π∑
３

ｉ ＝ １
αｉＵ′ｉ ＋ Ｍ

ＥＩ
æ

è
ç

ö

ø
÷ δｗ″ｄｚ ＋ ＥＩ ∑

３

ｉ ＝ １

１
２

αｉＵ′ｉ ＋ ２
π

αｉｗ″
æ

è
ç

ö

ø
÷ δＵｉ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｌ
０ ＋

　 　 　 　 ∫ｌ
０
Ｇπ２ Ｉ１Ｕ１

２ｂ２
１

δＵ１ ＋
Ｉ２Ｕ２

８ｂ２
２

δＵ２ ＋
Ｉ３Ｕ３

２ｂ２
３

δＵ３
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç －

　 　 　 　 ＥＩ
２ ∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ″ｉ δＵｉ －

２ＥＩ
π ∑

３

ｉ ＝ １
αｉｗ‴δＵｉ

ö

ø
÷ ｄｚ ＝ ０． （４８）

根据变分引理，由式（４８）可得截面控制微分方程

　 　 ｗ″ ＋ ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ′ｉ ＋ Ｍ

ＥＩ
＝ ０， （４９）

　 　 ∑
３

ｉ ＝ １

１
２

αｉＵ′ｉ ＋ ２
π

αｉｗ″
æ

è
ç

ö

ø
÷ δＵｉ

é

ë
êê

ù

û
úú

ｌ
０ ＝ ０， （５０）

　 　 Ｇπ２

Ｅｂ２
１

Ｕ１ － Ｕ″１ － ４
π

ｗ‴＝ ０， （５１）

　 　 Ｇπ２

４Ｅｂ２
２

Ｕ２ － Ｕ″２ － ４
π

ｗ‴＝ ０， （５２）

　 　 Ｇπ２

Ｅｂ２
３

Ｕ３ － Ｕ″３ － ４
π

ｗ‴＝ ０． （５３）

整理式（４９）、（５１） ～ （５３），并写成矩阵的形式

　 　

Ｕ″１
Ｕ″２
Ｕ″３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝ Ｇπ２

Ｅ（π２ － ８αｓ）

π２ － ８α２ － ８α３

ｂ２
１

８α２

４ｂ２
２

８α３

ｂ２
３

８α１

ｂ２
１

π２ － ８α１ － ８α３

４ｂ２
２

８α３

ｂ２
３

８α１

ｂ２
１

８α２

４ｂ２
２

π２ － ８α１ － ８α２

ｂ２
３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

Ｕ１

Ｕ２

Ｕ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋

　 　 　 　 ４πＱ（ ｚ）
ＥＩ（π２ － ８αｓ）

１
１
１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （５４）

此时，式（５４）和式（２６）相同，在考虑剪切变形和不考虑剪切变形时得到的截面控制微分

方程组是相同的，简支边界条件下，其解也是相同的．
２．２　 箱梁纵向应力解及竖向挠度解

关于微分方程组（５４）的解法在式（２７） ～ （３２）中已经做出了详细的解答，此处不再赘述．
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２．２．１　 纵向应力解

各个翼板的纵向应力解如式（３３） ～ （３５），由此可以看出剪切变形不影响纵向应力，也不

影响剪力滞效应，即剪切变形和剪力滞效应是两种独立的力学行为．
２．２．２　 竖向挠度解

由式（４９）可得

　 　 ｗ″ ＝ － ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉＵ′ｉ － Ｍ

ＥＩ
． （５５）

１） 跨中集中力下任意位置处的竖向挠度解

　 　 ｗ″ ＝ － ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉ ( ∑

ｊ ＝ １，３，５
εｉｊλ ｊ（Ｃ ｊｓｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｃｈ（λ ｊｚ）） ) － ｐｚ

２ＥＩ

　 　 ０ ≤ ｚ ≤ ｌ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５６）

式（５６）两次积分可得

　 　 ｗ ＝－ ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉ ( ∑

ｊ ＝ １，３，５

εｉｊ

λ ｊ
（Ｃ ｊｓｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｃｈ（λ ｊｚ）） ) －

　 　 　 　 ｐｚ３

１２ＥＩ
＋ Ｃ７ｚ ＋ Ｃ８ 　 　 ０ ≤ ｚ ≤ ｌ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５７）

由边界条件 ｗ ｚ ＝ ０ ＝ ０，ｗ′ ｚ ＝ ｌ ／ ２ ＝ ０ 可得系数 Ｃ７，Ｃ８ ．
２） 满跨均布力下任意位置处的竖向挠度解

　 　 ｗ″ ＝ － ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉ ∑

ｊ ＝ １，３，５
εｉｊλ ｊ（Ｃ ｊｓｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｃｈ（λ ｊｚ）） ＋ ４ｑ

ＧＩπ３ ｍｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｑｚ（ ｌ － ｚ）

２ＥＩ
， （５８）

式（５８）两次积分可得

　 　 ｗ ＝－ ２
π∑

３

ｉ ＝ １
αｉ ∑

ｊ ＝ １，３，５

εｉｊ

λ ｊ
（Ｃ ｊｓｈ（λ ｊｚ） ＋ Ｃ ｊ ＋１ｃｈ（λ ｊｚ）） ＋ ２ｑｚ２

ＧＩπ３ ｍｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 　 　 　 ｑｚ３

１２ＥＩ
ｌ － ｚ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ７ｚ ＋ Ｃ８， （５９）

由边界条件 ｗ ｚ ＝ ０ ＝ ０，ｗ′ ｚ ＝ ｌ ／ ２ ＝ ０ 可得系数 Ｃ７，Ｃ８ ．

３　 算　 　 例

３．１　 算例基本概况

以文献［１４］跨度 ５０ ｍ 的混凝土单箱双室简支箱梁为例，截面尺寸、测点位置见图 ３，材料

弹性模量 Ｅ ＝ ３．１ × １０４ ＭＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比 μ ＝ １ ／ ６．
１） 跨中集中力荷载 ｐ ＝ ２０ ｋＮ；
２） 满跨均布力荷载 ｑ ＝ ２ ｋＮ ／ ｍ ．

３．２　 箱梁跨中截面剪力滞系数横向分布规律

应用本文获得的各个翼板的纵向应力解研究跨中截面的剪力滞系数横向分布规律，同时

利用 ＡＮＳＹＳ⁃ｓｈｅｌｌ６３ 单元建立有限元模型并获得数值解，以 ＡＮＳＹＳ 数值解为参照，分析本文建

立箱梁纵向应力表达式的精确性和合理性．
分析箱梁跨中截面剪力滞横向分布规律，如表 １．

９９７单箱双室简支箱梁剪切变形及剪力滞双重效应分析



图 ３　 截面尺寸及测点（尺寸单位： ｍ）
Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｓｉｚｅｓ（ｕｎｉｔ： ｍ）

表 １　 简支梁跨中截面测点剪力滞系数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｌａｇ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ ｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｍｐｌｙ⁃ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ

ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｐｏｉｎｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎ
ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｆｏｒｃｅ

ｐｒｅｓｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔ ＡＮＳＹＳ ｒｅｓｕｌｔ ｅｒｒｏｒ δ １ ／ ％
ｕｎｉｆｏｒｍ ｆｏｒｃｅ

ｐｒｅｓｅｎｔ ｒｅｓｕｌｔ ＡＮＳＹＳ ｒｅｓｕｌｔ ｅｒｒｏｒ δ ２ ／ ％

ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｐｌａｔｅ
① ０．８８７ ０．８８２ ０．５７ ０．９８２ ０．９８９ －０．７１
② ０．９４２ ０．９６４ －２．２８ ０．９８９ ０．９９７ －０．８０

ｓｉｄｅ ｗｅｂ ③ １．０７４ １．１４３ －６．０４ １．００７ １．０１２ －０．４９

ｒｏｏｆ
④ ０．９６３ １．０５３ －８．５５ ０．９９６ １．００４ －０．７９
⑤ ０．９１６ １．０１９ －１０．１２ ０．９９１ １．００３ －１．２０
⑥ ０．９６３ １．０４７ －８．０２ ０．９９６ １．００７ －１．０９

ｍｅｄｉｕｍ ｗｅｂ ⑦ １．０７４ １．０９６ －２．０１ １．００７ １．０１７ －０．９８

ｆｌｏｏｒ
⑧ １．０７４ １．０５４ １．８９ １．０１５ １．０４５ －２．８７
⑨ ０．９７５ １．００３ －２．７９ ０．９９８ ０．８６４ １５．５０
⑩ １．０７４ １．０２５ ４．７８ １．０１５ １．０３９ －２．３１

　 　 注　 误差比 δ ＝（本文解－ＡＮＳＹＳ 解） ／ ＡＮＳＹＳ 解×１００％

　 　 Ｎｏｔｅ　 ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｒａｔｉｏ δ ＝（ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ－ＡＮＳＹＳ ｓｏｌｕｔｉｏｎ） ／ ＡＮＳＹＳ ｓｏｌｕｔｉｏｎ×１００％

由表 １ 可以看出：集中力作用时，跨中截面测点剪力滞系数误差比基本在－８．５５％～ －２􀆰 ７９％，
０．５７％～４．７８％；均布力作用时，跨中截面测点剪力滞系数误差比基本在－２．８７％～ －０．４９％；极少

数测点误差比较大的原因是由于 ＡＮＳＹＳ 建立有限元模型提取跨中截面测点应力值时应力集

中影响结果偏大，但对分析箱梁横向分布规律几乎不受影响；分析证实了本文理论的精确性．
顶板、底板与腹板交汇处表现为正剪力滞，其他测点表现为负剪力滞；集中力下的剪力滞效应

更明显于均布力下的剪力滞效应；这些规律与单室箱梁类似．此外由 ＡＮＳＹＳ 数值解可以看出，
边腹板处的剪力滞系数略大于中腹板处的剪力滞系数．
３．３　 挠度

采用图 ３ 所示的箱梁截面尺寸及跨度，分别从不考虑剪切变形、考虑剪切变形、初等梁理

论［１５］入手分析箱梁的竖向挠度解，并对比三者之间的关系，分析考虑剪切变形对挠度的影响

程度．
沿着跨度方向每隔 ５ ｍ 取箱梁底板与中腹板交汇处的测点为挠度测点，利用本文解、ＡＮ⁃

ＳＹＳ 数值解来分析箱梁受集中力荷载和均布力荷载时箱梁的竖向挠度，如表 ２ 所示．
由表 ２ 可以看出：集中力作用时，不考虑剪切变形的挠度误差比在 ０．５８％ ～１．４０％，考虑剪

切变形的挠度误差比在 １． ０４％ ～ ５． ５９％；均布力作用时，不考虑剪切变形的挠度误差比在

０􀆰 ６３％～０．８８％，考虑剪切变形的挠度误差比在 ３．３７％～４．０３％．在集中力荷载分别作用下，不考

虑和考虑剪切变形对跨中挠度分别增大 ０．６６％，５．２６％；在均布力荷载分别作用下，不考虑和

００８ 张　 　 慧　 　 　 张　 玉　 元　 　 　 张　 元　 海　 　 　 李　 　 巍



考虑剪切变形对跨中挠度分别增大 ０．６３％，３．３７％；在集中力和均布力荷载分别作用下，考虑

双重效应的跨中挠度比只考虑剪力滞效应的跨中挠度分别增大 ４．６％，２．７％（跨中截面＝ ｜不考

虑剪切变形挠度解－考虑剪切变形挠度解 ｜ ÷不考虑剪切变形挠度解）．
表 ２　 挠度解

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

ｐｏｓｉｔｉｏｎ
ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ

ｂｅａｍ
ｔｈｅｏｒｙ

ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄ ｆｏｒｃｅ
ｗｉｔｈｏｕｔ ｓｈｅａｒ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｗｉｔｈ ｓｈｅａｒ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ｅｒｒｏｒ

δ１１ ／ ％
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｅｒｒｏｒ
δ１２ ／ ％

ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ
ｂｅａｍ
ｔｈｅｏｒｙ

ｕｎｉｆｏｒｍ ｆｏｒｃｅ
ｗｉｔｈｏｕｔ ｓｈｅａｒ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｗｉｔｈ ｓｈｅａｒ
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
ｅｒｒｏｒ

δ２１ ／ ％
ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｅｒｒｏｒ
δ２２ ／ ％

０ ０ ０ － ０ － ０ ０ － ０ －
５ ０．０４４ ９ ０．０４５ ３ ０．８９ ０．０４６ ２ ２．９０ ０．１４９ ０．１５ ０．６７ ０．１５５ ４．０３
１０ ０．０８６ ３ ０．０８６ ８ ０．５８ ０．０８７ ２ １．０４ ０．２８２ ０．２８４ ０．７１ ０．２９２ ３．５５
１５ ０．１２ ０．１２１ ０．８３ ０．１２４ ３．３３ ０．３８６ ０．３８９ ０．７８ ０．４ ３．６３
２０ ０．１４３ ０．１４５ １．４０ ０．１５１ ５．５９ ０．４５２ ０．４５６ ０．８８ ０．４６８ ３．５４
２５ ０．１５２ ０．１５３ ０．６６ ０．１６ ５．２６ ０．４７５ ０．４７８ ０．６３ ０．４９１ ３．３７
３０ ０．１４３ ０．１４５ １．４０ ０．１５１ ５．５９ ０．４５２ ０．４５６ ０．８８ ０．４６８ ３．５４
３５ ０．１２ ０．１２１ ０．８３ ０．１２４ ３．３３ ０．３８６ ０．３８９ ０．７８ ０．４ ３．６３
４０ ０．０８６ ３ ０．０８６ ８ ０．５８ ０．０８７ ２ １．０４ ０．２８２ ０．２８４ ０．７１ ０．２９２ ３．５５
４５ ０．０４４ ９ ０．０４５ ３ ０．８９ ０．０４６ ２ ２．９０ ０．１４９ ０．１５ ０．６７ ０．１５５ ４．０３
５０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

　 　 注　 误差比＝（是否考虑剪切变形解－初等梁理论解） ／ 初等梁理论解×１００％

　 　 Ｎｏｔｅ　 ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｒａｔｉｏ ＝（ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ－ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ） ／ ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ×１００％

同时也可以看出这三者之间的明显关系：考虑剪切变形的挠度解最大，不考虑剪切变形的

挠度解次之，初等梁理论获得的挠度解最小．

４　 结　 　 论

结合算例单箱双室简支梁桥，分析可以得出以下结论：
１） 单箱双室简支箱梁剪力滞横向分布规律：顶板，由腹板处向箱室顶板中心递减；悬臂

板，由腹板处向悬臂自由端递减；底板，由腹板向箱室底板中心递减．顶板、底板与腹板交汇处

表现为正剪力滞效应，箱室顶板、底板中心表现为负剪力滞效应；此外，边腹板处剪力滞效应略

大于中腹板处剪力滞效应．
２） 考虑剪切变形时的挠度比不考虑剪切变形时的挠度有明显的增加，剪切变形产生的竖

向挠度大于剪力滞产生的竖向挠度，针对于本算例而言，在集中力和均布力荷载分别作用下，
考虑双重效应的跨中挠度比只考虑剪力滞效应的跨中挠度分别增大 ４．６％和 ２．７％， 同时也可

得知考虑剪切变形的挠度解最大， 不考虑剪切变形的挠度解次之， 初等梁理论获得的挠度解

最小．
３） 基于能量变分原理，推导了考虑剪切变形和不考虑剪切变形的双室箱梁截面控制微分

方程组，结合相应的边界条件导出了各个翼板的纵向应力初参数解和挠度初参数解，从力学和

数学的角度进一步阐释了剪切变形和剪力滞效应是两种相对独立的力学行为，考虑不考虑剪

切变形对箱梁纵向应力没有任何影响，但是对竖向挠度有很大的影响，不容忽视，因此在多室

箱梁设计中，应充分考虑剪切变形对竖向挠度的影响．

致谢　 作者感谢兰州交通大学青年基金的资助．
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