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摘要：　 利用奇异摄动方法讨论了一类两参数广义奇摄动反应扩散方程问题．首先，在适当的条件

下，对两个小参数进行幂级数展开，构造了问题的形式外部解．其次，在区域边界邻近，建立局部坐

标系，利用多重尺度变量方法分别构造了问题解的第一、第二边界层校正项．最后，利用合成展开理

论，得到了问题广义解的渐近表示式，并用泛函分析不动点原理，估计了渐近展开式的精度．该文得

到问题的广义解在重叠区域内具有两个不同厚度的校正函数．它们分别对边界条件起着校正的作

用，扩展了问题研究范围，同时还提供了构造这类在重叠区域上不同厚度的校正项的方法，因此具

有广泛的研究前景．
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引　 　 言

非线性奇摄动微分方程问题的研究是学术界十分重视的课题［１⁃２］ ．许多学者作了许多工

作，如，Ｍａｒｔíｎｅｚ 与 Ｗｏｌａｎｓｋｉ［３］，Ｋｅｌｌｏｇｇ 与 Ｋｏｐｔｅｖａ［４］，Ｔｉａｎ 与 Ｚｈｕ［５］，Ｓｋｒｙｎｎｉｋｏｖ［６］ 和 Ｓａｍｕｓｅｎ⁃
ｋｏ［７］等．莫嘉琪等也研究了一系列非线性奇摄动问题［８⁃１９］ ．本文涉及的是奇摄动问题的广义解．

考虑如下非线性反应扩散问题：

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

－ ε２ｍＬｍ［ｕ］ － μ２ｋＬｋ［ｕ］ ＝ ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ），

ｔ ∈ ［０，Ｔ］； ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） ∈ Ω， （１）

　 　 ∂ｉｕ
∂ｎｉ

＝ ｇｉ（ ｔ，ｘ），　 　 ｉ ＝ ０，１，…， ｍ － １； ｘ ∈ ∂Ω， （２）

　 　 ｕ（ ｔ，ｘ） ＝ ｈ（ｘ），　 　 ｔ ＝ ０； ｘ ∈ Ω， （３）
其中 ｍ，ｋ为正整数， 且ｍ ＞ ｋ ＞ ０，ε， μ为小参数， Ｔ为足够大的正常数；Ω为Ｒｎ 中的凸域， ∂Ω
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为 Ω 光滑边界， ∂ ／ ∂ｎ 为在 ∂Ω 上的外法向导数，而

　 　 Ｌｉ ≡ ∑
０≤μ，σ≤ｉ

（ － １） μＤμ（ａμσ（ｘ）Ｄσ），　 　 ｉ ＝ ｋ，ｍ，

　 　 Ｄ０ ＝ ∂
∂ｔ

， Ｄ ｊ ＝
∂
∂ｘ ｊ

，　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ，

　 　 Ｄα ＝ Ｄα１
１ Ｄα２

２ …Ｄαｎ
ｎ ，　 　 α ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
α ｊ， ｘα ＝ ｘα１

１ ｘα２
２ …ｘαｎ

ｎ ，

系数 ａμσ 为在 Ｃ¥（Ω） 上的实值函数， Ｌｉ 为在 Ω
－
上的一致椭圆型算子； ｆ，ｇｉ 和 ｈ 为连续函数， 且

ｇ１（０，ｘ） ＝ ｈ（ｘ），ｘ ∈ ∂Ω ．
现讨论对应于古典问题（１） ～ （３）的广义非线性反应扩散初始边值问题：
　 　 （ψ，Ｄ０ｕ） － ε ２ｍＢｍ［ψ，ｕ］ － μ ２ｋＢｋ［ψ，ｕ］ ＝ （ψ， ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ）），

０ ＜ ｔ ≤ Ｔ； ｘ ∈ Ω； ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （Ω）， （４）

　 　 （ψ，Ｄ
－

ｊｕ） ＝ （ψ，ｇ ｊ），　 　 ｊ ＝ ０，１，…，ｍ － １； ｘ ∈ ∂Ω； ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （Ω）， （５）

　 　 （ψ，ｕ） ＝ （ψ，ｈ），　 　 ｔ ＝ ０； ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （Ω）， （６）

其中

　 　 Ｂ ｉ［ψ，ｕ］ ＝ （ψ，Ｌｉ［ｕ］）， Ｄ
－

ｉ ＝
∂ｉ

∂ｎｉ，　 　 ｉ ＝ ｍ，ｋ，

Ｃ∞
０ （Ω） 为在 Ω 中的无限连续可微空间 Ｃ∞（Ω） 中具有紧致函数的子集， Ｂ１［ν，ｕ］ 为在 Ω 中关

于 ｕ，ν 的双线性算子， Ｈ１（Ω） 为具有有限模

　 　 ‖ψ‖ｊ ＝ {∑
α≤ｊ
∫
Ω

Ｄαψ（ｘ） ２ｄｘ }
１ ／ ２

，　 　 ∀ψ ∈ Ｃ１（Ω）； ｊ ＝ ０，１

的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间， （ｕ，ν） 表示在 Ｈ１（Ω） 上的内积．
假设：

［Ｈ１］　 小参数 ε， μ 满足： ｌｉｍ
μ→０

ε
μ

＝ ０．

［Ｈ２］　 存在常数 Ｃ ｉ１，ｉ ＝ ｍ，ｋ， 使得

　 　 Ｂ ｉ［ν，ｕ］ ≤ Ｃ ｉ１‖ν‖１·‖ｕ‖１， Ｂ ｉ［ν，ν］ ≤ Ｃ ｉ１‖ν‖２，
　 　 ｉ ＝ ｍ，ｋ； ∀ν，ｕ ∈ Ｈ１ ．

［Ｈ３］　 对于 ａμσ， 在 Ω 中具有上界 Ｃ２， 且

　 　 ａμσ（ｘ） － ａμσ（ｙ） ≤ Ｃ２（ ｘ － ｙ ），　 　 ∀ｘ，ｙ ∈ Ω ．
［Ｈ４］　 存在常数 δ ｉ，ｉ ＝ １，２， 使得

　 　 － δ ２ ≤ ∂ｆ
∂ｕ

≤－ δ １ ＜ ０，　 　 ∀ｘ ∈ Ω
－
， ∀ｕ ∈ Ｈ１ ．

１　 初边值问题的外部解

当 ε ＝ μ ＝ ０ 时， 非线性反应扩散初始边值问题（４） ～ （６）退化为广义初值问题：
　 　 （ψ，Ｄ０ｕ） ＝ （ψ， ｆ（ ｔ，ｘ，ｕ）），　 　 ０ ＜ ｔ ≤ Ｔ； ｘ ∈ Ω； ∀ψ ∈ Ｃ∞

０ （Ω）， （７）
　 　 （ψ，ｕ） ＝ （ψ，ｈ），　 　 ｔ ＝ ０； ｘ ∈ Ω； ∀ψ ∈ Ｃ∞

０ （Ω） ． （８）
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由假设， 初值问题（７）、（８）有解 Ｕ００（ ｔ，ｘ） ．
现构造初始边值问题（４） ～ （６）的外部解 Ｕ ．设它的渐近展开式为

　 　 Ｕ ＝ ∑
∞

ｉ， ｊ ＝ ０
Ｕｉｊ（ ｔ，ｘ）ε ｉμ ｊ ． （９）

将式（９）代入式（４）和（６）， 按 ε 和 μ 的幂展开．合并对应的同次幂 ε ｉμ ｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…） 的

系数．由 ε ０μ ０ 的系数为 ０ 可得解为 Ｕ００（ ｔ，ｘ） ．再由 ε ｉμ ｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…，ｉ ＋ ｊ≠０） 的系数为 ０， 可

依次得到

　 　 （ψ，Ｄ０Ｕｉｊ） ＝ Ｂｍ［ϕ，Ｕｉ －２ｍ， ｊ］ ＋ Ｂｋ［ϕ，Ｕｉ， ｊ －２ｋ］ ＋ （ψ，Ｆ ｉｊ），

０ ＜ ｔ ≤ Ｔ； ｘ ∈ Ω； ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （Ω）， （１０）

　 　 （ψ，Ｕｉｊ） ＝ ０，　 　 ｔ ＝ ０； ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （Ω）， （１１）

其中 Ｆ ｉｊ 为关于 Ｕｒｓ（ ｒ，ｓ ＝ ０，１，…；ｒ ＋ ｓ ＜ ｉ ＋ ｊ） 逐次已知的函数， 上述和下文带有负下标的项

均设为 ０．于是由初值问题（１０）、（１１）可依次得到解 Ｕｉｊ（ ｔ，ｘ）（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…；ｉ ＋ ｊ≠０） ．将 Ｕｉｊ（ ｔ，
ｘ）（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…） 代入式（９）， 便得到非线性反应扩散初始边值问题（４） ～ （６）的外部解．但是

外部解未必满足边界条件（５），因此尚需构造满足边界条件的边界层校正项．

２　 构造第一边界层校正项

首先在边界 ∂Ω 的邻域中构造一组局部坐标系 （ρ，ϕ） ．定义在该邻域中的每一点的 ρ （ ０
≤ ρ ≤ ρ ０， ρ ０ 为足够小的正常数，使得邻域中的每一点到边界的法线互不相交）为该点到边界

∂Ω 的距离， 而 ϕ 为通过该点的法线到边界 ∂Ω 的交点的 ϕ 的坐标相同．这里的 ϕ ＝ （ϕ１，ϕ２，
…，ϕｎ） 为 ｎ － １ 维流形 ∂Ω 上的一个非奇坐标系．

在 ∂Ω 的邻域 ０ ≤ ρ ≤ ρ ０ 中，有

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

－ ε ２ｍＢ
－

ｍ［ψ，ｕ］ － μ ２ｋＢ
－

ｋ［ψ，ｕ］ ＝ （ψ， ｆ），　 　 ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （０ ≤ ρ ≤ ρ ０）， （１２）

　 　 ψ，∂
ｌｕ

∂ρ ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ （ψ， － ｇｌ），　 　 ρ ＝ ０； ｌ ＝ ０，１，…，ｍ － １； ∀ψ ∈ Ｃ∞

０ （０ ≤ ρ ≤ ρ ０），

（１３）
　 　 （ψ，ｕ） ＝ （ψ，ｈ），　 　 ｔ ＝ ０； （ρ，ϕ） ∈ Ω； ∀ψ ∈ Ｃ∞

０ （０ ≤ ρ ≤ ρ ０）， （１４）
其中

　 　 Ｂ
－

ｌ［ψ，ｕ］ ≡ （ψ，Ｌ
－

ｌ［ｕ］），　 　 ｌ ＝ ｋ，ｍ，

　 　 Ｌ
－

ｌ ≡ ∑
１≤ ν ， σ ≤ｌ

（ － １） ν Ｄ
－ ν（ａ－ νσ

ｍ （ｘ）Ｄ
－ σ） ＋ ∑

１≤ ν ≤ｌ
Ｄ
－ νＢ

－ ν
ｍ，　 　 ｌ ＝ ｋ，ｍ，

而

　 　 Ｄ
－

ｎ ＝ ∂
∂ρ

， Ｄ
－

ｊ ＝
∂
∂ϕ ｊ

，　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ － １，

　 　 Ｄ
－ α ＝ Ｄ

－ α１
１ Ｄ

－ α２
２ …Ｄ

－ αｎ
ｎ ，　 　 α ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
α ｊ，

　 　 ａ－ ｎｎ
ｍ ＝ ∑

ｎ

ｉ， ｊ ＝ １
ａｉｊ
ｍ
∂ρ
∂ｘｉ

∂ρ
∂ｘ ｊ

＞ ０， ａ－ ｎｎ
ｋ ＝ ∑

ｎ

ｉ， ｊ ＝ １
ａｉｊ
ｋ
∂ρ
∂ｘｉ

∂ρ
∂ｘ ｊ

＞ ０，
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而 ａ－ ｉｊ
ｍ，ａ

－ ｉｊ
ｋ，Ｂ

－ ｊ
ｍ，Ｂ

－ ｊ
ｋ 的结构式从略．

现在在 ∂Ω 的邻域 ０ ≤ ρ ≤ ρ ０ 中构造非线性反应扩散初始边值问题（１２） ～ （１４）解的第一

边界层校正项 Ｖ ．做伸长变量变换［１⁃２］：

　 　 ξ ＝ ρ
μ

． （１５）

设

　 　 ｕ ～ ∑
∞

ｉ， ｊ ＝ ０
Ｕｉｊ（ ｔ，ｘ）ε ｉμ ｊ ＋ Ｖ， （１６）

其中

　 　 Ｖ ＝ ∑
∞

ｉ， ｊ ＝ ０
ν ｉｊ（ ｔ，ξ，ϕ）σ ｉμ ｊ，　 　 ０ ＜ σ ＝ ε

μ
， μ ≪ １． （１７）

将式（１５） ～ （１７）代入反应扩散初始边值问题（１２） ～ （１４）， 按 σ 和 μ 的幂展开， 合并同次

幂 σ ｉμ ｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…） 的系数．由 σ ｉμ ｊ，ｉ， ｊ ＝ ０，１，… 的系数为 ０， 可依次得到

　 　
∂ν ００

∂ｔ
－ （Ｄｎψ，ａ－ ｎｎ

ｋ Ｄｎν ００） ＝ （ψ， ｆｕ（０，ϕ，Ｕ００）ν ００），

∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （０ ≤ μξ ≤ ρ ０）， （１８）

　 　 ψ，
∂ｌν ００

∂ξ ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

（ψ，ｇ０ － Ｕ００），　 　 　 ｌ ＝ ０，
－ Ｕ００，　 　 ｌ ＝ １，２，…，ｋ － １，{ ξ ＝ ０， ∀ψ ∈ Ｃ∞

０ （０ ≤ μξ ≤ ρ ０），

（１９）
　 　 （ψ，ν ００） ＝ （ψ，ｈ），　 　 ｔ ＝ ０， ∀ψ ∈ Ｃ∞

０ （０ ≤ μξ ≤ ρ ０）， （２０）

　 　
∂ν ｉｊ

∂ｔ
－ （Ｄｎψ，ａ－ ｎｎ

ｋ Ｄｎν ｉｊ） ＝ （ψ，Ｆ
－

ｉｊ），

ｉ， ｊ ＝ ０，１，…； ｉ ＋ ｊ ≠ ０； ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （０ ≤ μξ ≤ ρ ０）， （２１）

　 　 ψ，
∂ｌν ｉｊ

∂ξ ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

（ψ，ｇｌ － Ｕｉｊ），　 　 ｌ ＝ ｊ ≤ ｋ － １，
－ Ｕｉｊ，　 　 ｌ ＝ １，２，…，ｋ － １； ｌ ≠ ｊ，{

ξ ＝ ０， ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （０ ≤ μξ ≤ ρ ０）， （２２）

　 　 （ψ，ν ｉｊ） ＝ ０，　 　 ｔ ＝ ０， ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （０ ≤ μξ ≤ ρ ０）， （２３）

其中 Ｆ
－

ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…，ｉ ＋ ｊ ≠ ０） 为逐次已知的函数， 且

　 　 Ｄｎ ＝ ∂
∂ξ

， Ｄ ｊ ＝
∂
∂ϕ ｊ

， 　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ － １，

　 　 Ｄα ＝ Ｄα１
１ Ｄα２

２ …Ｄαｎ
ｎ ，　 　 α ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
α ｊ ．

由反应扩散初始边值问题（１８） ～ （２０）和（２１） ～ （２３）， 能依次得到 ν ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…） ．于
是由式（１７）， 便得到了在边界 ∂Ω邻域的第一边界层校正函数 Ｖ，由假设和非线性反应扩散初

始边值问题解的性质知， ν ｉｊ 具有性态：

　 　 ν ｉｊ ＝ Ｏ ｅｘｐ － ｋｉｊ
ρ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｉ， ｊ ＝ ０，１，…； ０ ≤ ρ ≤ ρ ０； ０ ＜ μ ≪ １， （２４）
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其中 ｋｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…） 为正常数．

３　 构造第二边界层校正项

现在在 ∂Ω 的邻域 ０ ≤ ρ ≤ ρ ０ 中构造非线性反应扩散初始边值问题（１２） ～ （１４）解的第二

边界层校正项 Ｗ ．做伸长变量变换［１⁃２］：

　 　 η ＝ ρ
ε

． （２５）

设

　 　 ｕ ～ ∑
∞

ｉ， ｊ ＝ ０
Ｕｉｊ（ ｔ，ｘ）ε ｉμ ｊ ＋ Ｗ， （２６）

其中

　 　 Ｗ ＝ ∑
∞

ｉ， ｊ ＝ ０
ｗ ｉｊ（ ｔ，η，ϕ）ε ｉσ ｊ，　 　 ０ ＜ ε， σ ＝ ε

μ
≪ １． （２７）

将式（２５） ～ （２７）代入反应扩散初始边值问题（１２） ～ （１４）， 按 ε 和 σ 的幂展开， 合并同次

幂 ε ｉσ ｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…） 的系数．由 ε ｉσ ｊ，ｉ， ｊ ＝ ０，１，… 的系数为 ０， 可依次得到

　 　
∂ｗ００

∂ｔ
－ （Ｄｎψ，ａ－ ｎｎ

ｍ Ｄｎｗ００） ＝ （ψ， ｆｕ（０，ϕ，Ｕ００）ｗ００），

∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （０ ≤ εη ≤ ρ ０）， （２８）

　 　 ψ，
∂ｌｗ００

∂η ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

（ψ，ｇ０ － Ｕ００），　 　 ｌ ＝ ０，
－ Ｕ００，　 　 ｌ ＝ １，２，…，ｍ － １，{

η ＝ ０， ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （０ ≤ εη ≤ ρ ０）， （２９）

　 　 （ψ，ｗ００） ＝ （ψ，ｈ），　 　 ｔ ＝ ０， ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （０ ≤ εη ≤ ρ ０）， （３０）

　 　
∂ｗ ｉｊ

∂ｔ
－ （Ｄｎψ，ａ－ ｎｎ

ｍ Ｄｎｗ ｉｊ） ＝ （ψ，Ｆ ｉｊ），

ｉ， ｊ ＝ ０，１，…； ｉ ＋ ｊ ≠ ０； ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （０ ≤ εη ≤ ρ ０）， （３１）

　 　 （ψ，
∂ｌｗ ｉｊ

∂η ｌ ） ＝
（ψ，ｇｌ － Ｕｉｊ），　 　 ｌ ＝ ｊ ≤ ｋ － １，
－ Ｕｉｊ，　 　 ｌ ＝ ｋ，ｋ ＋ １，…，ｍ － １； ｌ ≠ ｊ，{

η ＝ ０， ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （０ ≤ εη ≤ ρ ０）， （３２）

　 　 （ψ，ｗ ｉｊ） ＝ ０，　 　 ｔ ＝ ０， ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （０ ≤ εη ≤ ρ ０）， （３３）

其中 Ｆ ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…，ｉ ＋ ｊ ≠ ０） 为逐次已知的函数， 且

　 　 Ｄｎ ＝ ∂
∂η

， Ｄ ｊ ＝ Ｄ ｊ ＝
∂
∂ϕ ｊ

，　 　 ｊ ＝ １，２，…，ｎ － １，

　 　 Ｄα ＝ Ｄα１
１ Ｄα２

２ …Ｄαｎ
ｎ ，　 　 α ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
α ｊ ．

由反应扩散初始边值问题（２８） ～ （３０）和（３１） ～ （３３）， 能依次得到 ｗ ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…） ．于
是由式（２７）， 便得到了在边界 ∂Ω 邻域的第二边界层校正函数 Ｗ， 由假设和非线性反应扩散

初始边值问题解的性质知， ｗ ｉｊ 具有性态：

５６５一类两参数非线性反应扩散方程奇摄动问题的广义解



　 　 ｗ ｉｊ ＝ Ｏ ｅｘｐ － ｋ
－

ｉｊ
ρ
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｉ， ｊ ＝ ０，１，…； ０ ≤ ρ ≤ ρ ０； ０ ＜ ε ≪ １， （３４）

其中 ｋ
－

ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ ０，１，…） 为正常数．
由式（１７）、（２７）， 便得到广义非线性反应扩散初始边值问题（１２） ～ （１４）解的边界层校正

函数 Ｚ 的合成渐近展开式：

　 　 Ｚ ＝ ζ（ρ）∑
∞

ｉ， ｊ ＝ ０
［ν ｉｊ（ ｔ，ξ，ϕ）σ ｉμ ｊ ＋ ｗ ｉｊ（ ｔ，η，ϕ）ε ｉσ ｊ］，　 　 ０ ＜ ε， μ， σ ≪ １，

其中 ζ（ρ） 为充分光滑的函数， 且

　 　 ζ（ρ） ＝
１，　 　 ０ ≤ ρ ≤ １

３
ρ ０，

０，　 　 ρ ≥ ２
ρ ０

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

由式（１５）、（２５）、（２４）、（３４）和假设［Ｈ１］还可看出， 第二边界层的厚度比第一边界层的

厚度更薄．
由式（９）、（１７）、（２７）， 便得到广义非线性反应扩散初始边值问题（４） ～ （６）的形式渐近解

的表达式

　 　 ｕ ＝ ∑
∞

ｉ， ｊ ＝ ０
［Ｕｉｊ（ ｔ，ｘ）ε ｉμ ｊ ＋ ζ（ρ）（ν ｉｊ（ ｔ，ξ，ϕ）σ ｉμ ｊ ＋ ｗ ｉｊ（ ｔ，η，ϕ）ε ｉσ ｊ）］，

０ ＜ ε， μ， σ ≪ １． （３５）

４　 余 项 估 计

以下的讨论仅考虑 ζ（ρ） ＝ １ 时的情形（其他的情形讨论雷同）．设

　 　 ｕ ＝ ∑
Ｍ

ｉ， ｊ ＝ ０
［Ｕｉｊε ｉμ ｊ ＋ ν ｉｊσ ｉμ ｊ ＋ ｗ ｉｊε ｉσ ｊ］ ＋ ＺＭ， （３６）

其中余项 ＺＭ ∈Ｈ１（［０，Ｔ］ × Ω）， 考虑广义非线性反应扩散初始边值问题（４） ～ （６）和式（３６），
以及对于充分小的 ε， μ 和式（２４）、（３４）， 有

　 　 （ψ，Ｄ０ＺＭ） － ε ２ｍＢｍ［ψ，ＺＭ］ － μ ２ｋＢｋ［ψ，ＺＭ］ － （ψ， ｆ（ ｔ，ｘ，ＺＭ）） ＝
　 　 　 　 （ψ，Ｄ０Ｕ００） － （ψ， ｆ（ ｔ，ｘ，Ｕ００）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ １
［（ψ，Ｄ０Ｕｉｊ） － Ｂｍ［ϕ，Ｕｉ －２ｍ， ｊ］ － Ｂｋ［ϕ，Ｕｉ， ｊ －２ｋ］ － （ψ，Ｆ ｉｊ）］ε ｉμ ｊ ＋

　 　 　 　
∂ν ００

∂ｔ
－ （Ｄｎψ，ａ－ ｎｎ

ｋ Ｄｎν ００） － （ψ， ｆｕ（０，ϕ，Ｕ００）ν ００） ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ ０

∂ν ｉｊ

∂ｔ
－ （Ｄｎψ，ａ－ ｎｎ

ｋ Ｄｎν ｉｊ） － （ψ，Ｆ
－

ｉｊ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú σ

ｉμ ｊ ＋

　 　 　 　
∂ｗ００

∂ｔ
－ （Ｄｎψ，ａ－ ｎｎ

ｍ Ｄｎｗ００） － （ψ， ｆｕ（０，ϕ，Ｕ００）ｗ００） ＋

　 　 　 　 ∑
ｍ

ｉ ＝ ０

∂ｗ ｉｊ

∂ｔ
－ （Ｄｎψ，ａ－ ｎｎ

ｍ Ｄｎｗ ｉｊ） － （ψ，Ｆ ｉｊ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ε

ｉσ ｊ ＋ Ｏ（λ） ＝ Ｏ（λ），

６６５ 冯　 依　 虎　 　 　 刘　 树　 德　 　 　 莫　 嘉　 琪



　 　 　 　 　 　 λ ＝ ｍａｘ（εＭ＋１， μＭ＋１，σＭ＋１）， ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （Ω）， （３７）

　 　 （ψ，Ｄ
－

ｊＺＭ） － （ψ，ｇ ｊ） ＝ ０，　 　 ｊ ＝ ０，１，…，ｍ － １； ｘ ∈ ∂Ω； ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （Ω）， （３８）

　 　 （ψ，ＺＭ） － （ψ，ｈ） ＝ ０，　 　 ｔ ＝ ０； ∀ψ ∈ Ｃ∞
０ （Ω） ． （３９）

故由不动点定理［１⁃２］， 可得

　 　 ‖ＺＭ‖０ ＝ Ｏ（λ），　 　 ０ ＜ λ ＝ ｍａｘ εＭ＋１， μＭ＋１，σＭ＋１ ＝ ε
μ
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è
ç

ö

ø
÷

Ｍ＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≪ １．

于是有如下定理：
定理　 在假设［Ｈ１］ ～ ［Ｈ３］下， 对于充分小的 ε， μ， 广义非线性反应扩散初始边值问题

（２） ～ （４）对 ∀（ ｔ，ｘ） ∈ （［０，Ｔ］ × Ω） 在 Ｈ１（Ω） 意义下存在唯一的广义解 ｕ（ ｔ，ｘ）， 并成立

　 　 ‖ｕ（ ｔ，ｕ） － ∑
Ｍ

ｉ， ｊ ＝ ０
［Ｕｉｊε ｉμ ｊ ＋ ν ｉｊσ ｉμ ｊ ＋ ｗ ｉｊε ｉσ ｊ］‖０ ＝ Ｏ（λ），

０ ＜ λ ＝ ｍａｘ εＭ＋１， μＭ＋１，σＭ＋１ ＝ ε
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｍ＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≪ １．

５　 结　 　 语

本文讨论了两参数奇摄动反应扩散方程初始边值问题，用多重尺度方法分别在区域边界

附近构造了两个边界层校正项，并用泛函分析不动点原理证明了得到的渐近解的一致有效性．
本文问题的广义解在重叠的区域内具有两个不同厚度的校正项函数，它们分别对相应问题的

边界条件起着校正的作用，扩展了奇摄动问题研究领域．本文还提供了对相应问题构造这类在

重叠区域上不同厚度校正项的方法，扩展了对奇摄动问题的研究范围，具有广泛的应用前景．
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