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摘要：　 建立了一个关于轴对称不可压 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 系统的正则性准则．证明了如果局部的轴对称

光滑解 ｕ 满足 ‖ω ｒ‖Ｌα１（（０，Ｔ）；Ｌβ１） ＋ ‖ω θ ／ ｒ‖Ｌα２（（０，Ｔ）；Ｌβ２） ＜ ∞，其中 ２ ／ α１ ＋ ３ ／ β１ ≤ １ ＋ ３ ／ β１，２ ／ α２

＋ ３ ／ β２ ≤ ２ 和 β１ ≥ ３， β２ ＞ ３ ／ ２，那么此强解将保持光滑性直至时刻 Ｔ ．

关　 键　 词：　 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程；　 轴对称流；　 爆破准则

中图分类号：　 Ｏ１７５．２９　 　 　 文献标志码：　 Ａ ｄｏｉ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．３７０１９２

引　 　 言

Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程组是流体运动的基本模型方程，在物理学、工程学和血液动力学等诸多

领域都有广泛的应用［１⁃３］ ．它们可以对大气洋流、管道中的流质、机翼附近的气流、血液等各种

液体的流动进行建模．通过对 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程组完全或简化形式的研究，可以更好地预测天

气、防止污染、提高飞机的性能以及辅助治疗各种心血管疾病等．
本文研究以下位于全空间的经典三维不可压缩 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程组：

　 　
∂ｔｕ ＋ （ｕ·Ñｕ）ｕ ＋ Ñｐ ＝ νΔｕ，
Ñ·ｕ ＝ ０，
ｕ（ｘ，ｔ ＝ ０） ＝ ｕ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（１）

其中 ｕ（ｘ， ｔ） ∈ Ｒ３ 和 ｐ（ｘ， ｔ） ∈ Ｒ 分别代表未知的速度场和压力，ν 为系统的粘滞系数．
至今已有大量工作致力于上述系统的研究，然而具有任意大初始数据的系统（１）的整体

适定性仍然是一个具有挑战性的公开问题，参见文献［４⁃６］．本文要考察的是具有轴对称初始

数据的系统（１）．如果系统（１）中的 ｕ０ 是轴对称的，那么系统（１） 的解 ｕ（ｘ，ｔ） 也是轴对称

的［７⁃８］ ．所以，可以将 ｕ（ｘ，ｔ） 方便地写作如下形式：
　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｕｒ（ ｒ， ｚ， ｔ）ｅｒ ＋ ｕθ（ ｒ， ｚ， ｔ）ｅθ ＋ ｕｚ（ ｒ， ｚ， ｔ）ｅｚ，

其中 ｅｒ， ｅθ 和 ｅｚ 为在圆柱坐标系下的标准正交单位向量

　 　 ｅｒ ＝
ｘ１

ｒ
，
ｘ２

ｒ
， ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ （ｃｏｓ θ， ｓｉｎ θ， ０），
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　 　 ｅθ ＝ －
ｘ２

ｒ
，
ｘ１

ｒ
， ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ （ － ｓｉｎ θ， ｃｏｓ θ， ０），

　 　 ｅｚ ＝ （０， ０， １），
且　 　 　 ｒ ＝ （ｘ１

２ ＋ ｘ２
２） １ ／ ２ ．

通过直接计算，很容易得到如下关系式：

　 　 Ñ＝ （∂ｘ１， ∂ｘ２， ∂ｚ） Ｔ ＝ ∂ｒ ｅｒ ＋
∂θ

ｒ
ｅθ ＋ ∂ｚｅｚ，

　 　 Δ ＝ Ñ·Ñ＝ １
ｒ

∂ｒ（ ｒ∂ｒ） ＋ １
ｒ２

∂２

∂２
θ

＋ ∂２

∂ｚ２

以及

　 　
∂ｅｒ

∂θ
＝ ｅθ，

∂ｅθ

∂θ
＝ － ｅｒ ．

因此， 系统（１）可以被等价地改写为如下形式：

　 　

Ｄ
Ｄｔ

ｕｒ － ν ∂２
ｒ ＋ ∂ｚ

２ ＋ １
ｒ

∂ｒ －
１
ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｒ － （ｕθ） ２

ｒ
＋ ∂ｒｐ ＝ ０ ，

Ｄ
Ｄｔ

ｕθ － ν ∂２
ｒ ＋ ∂ｚ

２ ＋ １
ｒ

∂ｒ －
１
ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕθ ＋ ｕｒｕθ

ｒ
＝ ０，

Ｄ
Ｄｔ

ｕｚ － ν ∂２
ｒ ＋ ∂ｚ

２ ＋ １
ｒ

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｚ ＋ ∂ｚｐ ＝ ０，

ｕ ｜ ｔ ＝ ０ ＝ ｕｒ
０ｅｒ ＋ ｕθ

０ｅθ ＋ ｕｚ
０ｅｚ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

其中 Ｄ ／ Ｄｔ 代表物质导数

　 　 Ｄ
Ｄｔ

＝ ∂ｔ ＋ ｕｒ∂ｒ ＋ ｕｚ∂ｚ ．

如果 ｕθ ＝ ０（即所谓的没有漩涡）， Ｕｋｈｏｖｓｋｉｉ，Ｙｕｄｏｖｉｃｈ［８］（也可参见文献［７］）证明了广义

解的存在性、唯一性和正则性．当 ｕθ ≠０（即有漩涡）时， 这是非常复杂和困难的．最新的进展可

参阅文献［７，９⁃１１］，找到具有小的初始数据时关于解的正则性准则或全局存在性的相关结果．
特别地，在最新的文献［１０］中建立了依赖于 ｕθ 的正则性准则．

而本文目的是要给出关于 ω ｒ 和 ω θ ／ ｒ的正则性准则（众所周知，旋度ω 是非常重要的量）．
更确切地说，有如下的定理．

定理 １　 假设 ｕ０ ∈ Ｈ２ 和 ｕ∈ Ｃ（［０，Ｔ）；Ｈ２（Ｒ３）） ∩ Ｌ２（［０，Ｔ）；Ｈ３（Ｒ３）） 为系统（１）的解．如
果它满足

　 　
‖ω ｒ‖Ｌα１（（０，Ｔ）；Ｌβ１） ＋ ω θ

ｒ Ｌα２（（０，Ｔ）；Ｌβ２）
＜ ∞，

２
α１

＋ ３
β １

≤ １ ＋ ３
β １

， ２
α２

＋ ３
β ２

≤ ２， β １ ≥ ３， β ２ ＞ ３ ／ ２，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２）

那么 ｕ（ｘ，ｔ） 保持光滑直至时刻 Ｔ ．

注 １　 当 β２ ＝ ３ ／ ２时，取 α２ ＝ ∞，并要求‖ω θ ／ ｒ‖Ｌ∞（（０，Ｔ）；Ｌ３ ／ ２） 充分小的话，定理依然是成立的．关于这种

端点情形的处理，建议参考文献［１２］．

定义 １　 一个可测向量 ｕ 被称为 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程组（１）的一个 Ｌｅｒａｙ⁃Ｈｏｐｆ 弱解，如果 ｕ
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满足如下的性质：
􀃠 ｕ 从［０，Ｔ） 到 Ｌ２（Ｒ３） 弱连续；
􀃡 ｕ 从分布的意义上使得式（１）成立，即

　 　 ∫Ｔ
０
∫
Ｒ３
（∂ｔϕ ＋ （ｕ·Ñ）ϕ）ｕｄｘｄｔ ＋ ∫

Ｒ３
ｕ０ϕ（ｘ，０）ｄｘ ＝ ∫Ｔ

０
∫
Ｒ

Ñｕ ∶ Ñϕｄｘｄｔ

对所有的 ϕ ∈ Ｃ∞
０ （Ｒ３ × ［０，Ｔ）） 满足 ｄｉｖ ϕ ＝ ０ 都成立，其中 Ａ ∶ Ｂ ＝ ∑ ３

ｉ， ｊ
ａｉｊｂｉｊ， Ａ ＝ （ａｉｊ） 及

Ｂ ＝ （ｂｉｊ） 为 ３ × ３ 矩阵，并且

　 　 ∫Ｔ
０
∫
Ｒ３
ｕ·Ñϕｄｘｄｔ ＝ ０

对每个 ϕ ∈ Ｃ∞
０ （Ｒ３ × ［０，Ｔ）） 成立．

􀃢 能量不等式，即
　 　 ‖ｕ（·， ｔ）‖２

Ｌ２ ＋ ２‖ Ñｕ‖２
Ｌ２（［０，ｔ）；Ｌ２） ≤ ‖ｕ０‖２

Ｌ２，　 　 ０ ≤ ｔ ＜ Ｔ ．
而对于强解，指的是一个弱解 ｕ 满足

　 　 ｕ ∈ Ｌ∞（［０， Ｔ）；Ｈ１） ∩ Ｌ２（［０，Ｔ）； Ｈ２） ．
众所周知的是，强解都是光滑及唯一的，甚至在弱解族中．

对于标准的 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程组，关于其中部分分量正则性准则的一些有趣的数学研究

结果，可参见文献［１３⁃１５］以及其中引用的文献．关于旋度的研究，可参看文献［１６］以及其中引

用的文献．
本文其余部分安排如下．第 １ 节给出了一些关键的引理．第 ２ 节是对定理 １ 给出证明．最后

一节为结束语．

１　 关键的引理

在进入细节讨论前，先介绍一些将要用到的符号．Ｌｐ，ｑ 被定义为

　 　 ‖ｕ‖Ｌｐ，ｑ ＝
(∫ｔ

０
‖ｕ‖ｐ

Ｌｑｄτ )
１ ／ ｑ

， １ ≤ ｐ ＜ ∞，

ｅｓｓｓｕｐ
０ ＜ τ ＜ ｔ

‖ｕ‖Ｌｑ， ｐ ＝ ∞，

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中

　 　 ‖ｕ‖Ｌｑ ＝
(∫

Ｒ３
｜ ｕ ｜ ｑｄｘ )

１ ／ ｑ
， １ ≤ ｑ ＜ ∞，

ｅｓｓｓｕｐ
ｘ ∈Ｒ３

｜ ｕ ｜ ， ｑ ＝ ∞ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

其次，引入旋度场和相应的方程：

　 　 ω ＝ Ñ× ｕ ＝ １
ｒ

∂ｕｚ

∂ｚ
－ ∂ｕθ

∂ｚ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｒ ＋

∂ｕｒ

∂ｚ
－ ∂ｕｚ

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅθ ＋ １

ｒ
∂
∂ｒ

（ｕθ ｒ） － １
ｒ

∂ｕｒ

∂θ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｚ，

或者等价地有

　 　 ω ＝ ω ｒ ｅｒ ＋ ω θｅθ ＋ ω ｚ ｅｚ ＝ － ∂ｚ ｕθｅｒ ＋ （∂ｚ ｕｒ － ∂ｒｕｚ）ｅθ ＋ ∂ｒｕθ ＋ ｕθ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｚ ．

那么有如下的旋度方程：
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Ｄ
Ｄｔ

ω ｒ － ν ∂２
ｒ ＋ ∂２

ｚ ＋ １
ｒ

∂ｒ －
１
ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ω ｒ － （ω ｒ∂ｒ ＋ ω ｚ∂ｚ）ｕｒ ＝ ０，

Ｄ
Ｄｔ

ω θ － ν ∂２
ｒ ＋ ∂２

ｚ ＋ １
ｒ

∂ｒ －
１
ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ω θ －

２ｕθ∂ｚｕθ

ｒ
－ ｕｒω θ

ｒ
＝ ０，

Ｄ
Ｄｔ

ω ｚ － ν ∂２
ｒ ＋ ∂２

ｚ ＋ １
ｒ

∂ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ω ｚ － （ω ｒ∂ｒ ＋ ω ｚ∂ｚ）ｕｚ ＝ ０，

ω ｜ ｔ ＝ ０ ＝ ω ｒ
０ｅｒ ＋ ω θ

０ｅθ ＋ ω ｚ
０ｅｚ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

如果令 ｕ ≜ ｕｒｅｒ ＋ ｕｚｅｚ， 则

　 　 Ñ·ｕ ＝ ０， Ñ× ｕ ＝ ω θｅθ ．
为了证明定理 １，先给出以下几个关键的引理．

引理 １（文献［４］的引理 ２）　 假设 ｕ（ｘ，ｔ） 为一个轴对称的向量满足 ｄｉｖ ｕ ＝ ０，并且 ω ＝
ｃｕｒｌ ｕ在 Ｒ３ 的无穷远附近足够迅速的变为 ０，则Ñｕ和Ñ（ｕθｅθ） 能够被表示为奇异积分的形式：

　 　 Ñｕ（ｘ） ＝ Ｃω θｅθ（ｘ） ＋ ［Ｋ∗（ω θｅθ）］（ｘ），
　 　 Ñ（ｕθｅθ（ｘ）） ＝ Ｃω（ｘ） ＋ ［Ｈ∗（ω）］（ｘ），

其中核函数 Ｋ（ｘ） 和 Ｈ（ｘ） 为值为矩阵的－３ 次齐次函数；奇异积分算子用卷积定义； ｆ∗ｇ（ｘ）

＝ ∫
Ｒ３
ｆ（ｘ － ｙ）ｇ（ｙ）ｄｙ 表示标准的卷积算子；Ｃ 和 Ｃ 为常数矩阵．

引理 ２　 由引理 １ 和 Ｃａｌｄｅｒóｎ⁃Ｚｙｇｍｕｎｄ 奇异积分算子的 Ｌｐ 有界性可知，对所有的 １ ＜ ｐ ＜
∞ 有

　 　 ‖ Ñｕ‖Ｌｐ ≤ Ｃ ‖ω‖Ｌｐ，
　 　 ‖ Ñ（ｕθｅθ）‖Ｌｐ ≤ Ｃ‖ω‖Ｌｐ，

其中 Ｃ 为一常数．
引理 ３［６］ 　 假设 ｕ 为一个充分光滑的向量，则对所有的 １ ＜ ｐ ＜ ∞， 有

　 　 ‖ Ñｕ‖Ｌｐ ≤ Ｃ（ｐ）‖ω‖Ｌｐ，
其中 Ｃ（ｐ） 为一个与 ｐ 有关的常数．

引理 ４（文献［１１］的引理 ４）　 假设 ｕ为一个充分光滑的轴对称向量，则存在独立于ｕ的常

数 Ｃ ＞ ０，使得对 １ ≤ ｐ ≤ ∞ 有

　 　 ‖ Ñｕθ‖Ｌｐ ＋ ｕθ

ｒ Ｌｐ
≤ Ｃ‖ Ñｕ‖Ｌｐ，

　 　 ∂ｒ
ｕθ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｌｐ
≤ Ｃ‖Δｕ‖Ｌｐ ．

引理 ５　 假设 ｆ ∈ Ｈ２ ．由于 ∂ｉ∂ｊ ｆ ＝ － Ｒ ｉＲ ｊΔｆ，其中 Ｒ ｉ 为 Ｒｉｅｓｚ 变换，即
　 　 Ｒ ｉｇ（ζ） ＝ － ｉ（ζ ｉ ／ ｜ ζ ｜ ）ｇ（ζ），

以及算子 Ｒ ｊ： Ｌｐ → Ｌｐ， １ ＜ ｐ ＜ ∞ 的有界性，有
　 　 ‖∂ｉ∂ｊ ｆ‖Ｌｐ ≤ Ｃ‖Δｆ‖Ｌｐ，

其中 Ｃ 为一常数．

２　 正则性准则的证明

假设 ｕ 为 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程组（１）的一个轴对称的光滑解．那么其旋度方程如下：
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　 　 ∂ｔω － Δω ＋ （ｕ·Ñ）ω ＝ （ω·Ñ）ｕ ．
在以上方程两边同时乘以 ω，并在 Ｒ３ 上积分可得

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ∫Ｒ３

｜ ω ｜ ２ｄｘ ＋ ∫
Ｒ３
｜ Ñω ｜ ２ｄｘ ＝ ∫

Ｒ３
（ω·Ñ）ｕ·ωｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｒ３
ω ｒ∂ｒｕｒω ｒｄｘ － ∫

Ｒ３

ω θ

ｒ
ｕθω ｒｄｘ ＋ ∫

Ｒ３
ω ｚ∂ｚｕｒω ｒｄｘ ＋ ∫

Ｒ３
ω ｒ∂ｒ ｕθω θｄｘ ＋

　 　 　 　 ∫
Ｒ３

ω θ

ｒ
ｕｒω θｄｘ ＋ ∫

Ｒ３
ω ｚ∂ｚｕθω θｄｘ ＋ ∫

Ｒ３
ω ｒ∂ｒｕｚω θｄｘ ＋ ∫

Ｒ３
ω ｚ∂ｚｕｚω ｚｄｘ ≜

　 　 　 　 Ｉ１ ＋ Ｉ２ ＋ Ｉ３ ＋ Ｉ４ ＋ Ｉ５ ＋ Ｉ６ ＋ Ｉ７ ＋ Ｉ８ ．
下面将逐一估计以上各项．首先，对于 Ｉ１， 由 Ｙｏｕｎｇ 不等式、Ｈöｌｄｅｒ 不等式、Ｇａｇｌｉａｒｄｏ⁃Ｎｉｒｅｎｂｅｒｇ
不等式和引理 ２，有

　 　 ｜ Ｉ１ ｜ ≤ ∫
Ｒ３
｜ ω ｒ∂ｒｕｒω ｒ ｜ ｄｘ ≤ Ｃ‖ω ｒ‖Ｌβ１‖ω‖２

Ｌ（２β１ ／ （β１－１）） ≤

　 　 　 　 Ｃ‖ω ｒ‖Ｌβ１‖ Ñω‖３ ／ β１
Ｌ２ ‖ω‖（２β１－３） ／ β１

Ｌ２ ≤
　 　 　 　 Ｃδ‖ω ｒ‖２β１ ／ （２β１－３）

Ｌβ１ ‖ω‖２
Ｌ２ ＋ δ‖ Ñω‖２

Ｌ２ ．
类似地， 由引理 ２ 和引理 ４， 可得

　 　 ｜ Ｉ２ ｜ ， ｜ Ｉ３ ｜ ， ｜ Ｉ４ ｜ ， ｜ Ｉ６ ｜ ， ｜ Ｉ７ ｜ ≤ Ｃδ‖ω ｒ‖２β１ ／ （２β１－３）
Ｌβ１ ‖ω‖２

Ｌ２ ＋ δ‖ Ñω‖２
Ｌ２ ．

可以看到 Ｉ５ 是一个复杂项，但可以对于 ω θ ／ ｒ 给出一个正则性准则：

　 　 ｜ Ｉ５ ｜ ≤ Ｃ‖ｕｒ‖Ｌ２ ∫
Ｒ３

（ω θ） ４

ｒ２
ｄｘæ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

≤

　 　 　 　 Ｃ ω θ

ｒ Ｌβ２
‖ω θ‖Ｌ２β２ ／ （β２－２） ≤ Ｃ ω θ

ｒ Ｌβ２
‖ω θ‖（１－３ ／ β２）

Ｌ２ ‖ Ñω θ‖３ ／ β２
Ｌ２ ，

由 Ｙｏｕｎｇ 不等式， 可得

　 　 ｜ Ｉ５ ｜ ≤ Ｃδ
ω θ

ｒ

２β２ ／ （２β２－３）

Ｌβ２
‖ω θ‖２β２ ／ （２β２－３）

Ｌ２ ＋ δ‖ Ñω θ‖２
Ｌ２ ．

利用分部积分，可得

　 　 Ｉ８ ＝ ∫
Ｒ３
ω ｚ∂ｚｕｚω ｚｄｘ ＝ ∫

Ｒ３
∂ｒｕθ ＋ ｕθ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

∂ｚｕｚｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫ （∂ｒｕθ） ２ ＋ ２∂ｒｕθ·ｕθ

ｒ
＋ ｕθ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２
æ

è
ç

ö

ø
÷·∂ｚｕｚｄｘ ＝

　 　 　 　 － ∫
Ｒ３

２∂ｒ∂ｚｕθ·∂ｒｕθ ＋ ２∂ｚ∂ｒｕθ·ｕθ

ｒ
＋ ２∂ｒｕθ·∂ｚ

ｕθ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｚｄｘ ＝

　 　 　 　 ２∫
Ｒ３
∂ｒ（ｕｚ∂ｒｕθ ｒ）·∂ｚｕθｄｒｄｚ ＋ ２∫

Ｒ３
∂ｒ（ｕθ ｕｚ）·∂ｚｕθｄｒｄｚ －

　 　 　 　 ２∫
Ｒ３
∂ｒｕθ∂ｚ

ｕθ

ｒ
æ

è
ç

ö

ø
÷·ｕｚｄｘ － ∫

Ｒ３
∂ｚｕθ·ｕｚ

ｒ
·ｕθ

ｒ
ｄｘ ≜

　 　 　 　 Ｉ１８ ＋ Ｉ２８ ＋ Ｉ３８ ＋ Ｉ４８ ．
对于第一项 Ｉ１８， 可得

　 　 Ｉ１８ ＝ ２∫
Ｒ３
∂ｒｕｚ·∂ｒｕθ∂ｚｕθｄｘ ＋ ２∫

Ｒ３
ｕｚ·∂２

ｒ ｕθ·∂ｚｕθｄｘ ＋ ∫
Ｒ３

ｕｚ

ｒ
·∂ｒｕθ·∂ｚｕθｄｘ ＝

０８２ 关于轴对称 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程正则性的一个注记



　 　 　 　 ２∫
Ｒ３
∂ｒｕｚ·∂ｒｕθ ω ｒｄｘ ＋ ２∫

Ｒ３
ｕｚ·∂２

ｒ ｕθ·ω ｒｄｘ ＋ ∫
Ｒ３

ｕｚ

ｒ
·∂ｒｕθ·ω ｒｄｘ ≜

　 　 　 　 Ｈ１ ＋ Ｈ２ ＋ Ｈ３ ．
Ｈ１， Ｈ３ 可以被类似于估计 Ｉ１ 一样的方式估计．由引理 ３ 和引理 ５， Ｈ２ 项可以被估计为

　 　 ｜ Ｈ２ ｜ ≤ Ｃ‖∂２
ｒ ｕθ‖Ｌ２ (∫

Ｒ３
｜ ｕｚω ｒ ｜ ２ｄｘ )

１ ／ ２
≤

　 　 　 　 Ｃδ∫
Ｒ３
｜ ｕｚω ｒ ｜ ２ｄｘ ＋ δ‖∂２

ｒ ｕθ‖２
Ｌ２ ≤

　 　 　 　 Ｃδ‖ω ｒ‖２
Ｌβ１‖ｕｚ‖２

Ｌ２β１ ／ （β１－２） ＋ δ‖ Ñω‖２
Ｌ２ ≤

　 　 　 　 Ｃδ‖ω ｒ‖２
Ｌβ１（‖ｕｚ‖η

Ｌ２‖ Ñｕｚ‖１－η
Ｌ２ ） ２ ＋ δ‖ Ñω‖２

Ｌ２ ≤
　 　 　 　 Ｃδ‖ω ｒ‖２

Ｌβ１‖ω‖２（１－η）
Ｌ２ ＋ δ‖ Ñω‖２

Ｌ２，
其中

　 　 １
２β １ ／ （β １ － ２）

＝ η
２

＋ １
２

－ １
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ － η），

则　 　 　 η ＝ １ － ３
β １

，

这里要求 β １ ≥ ３．所以 Ｈ２ 可以被估计为

　 　 ｜ Ｈ２ ｜ ≤ Ｃδ‖ω ｒ‖２
Ｌβ１‖ω‖２（１－η）

Ｌ２ ＋ δ‖ Ñω‖２
Ｌ２ ．

利用分部积分， 可得

　 　 Ｉ２８ ＝ ２∫
Ｒ３
∂ｒ（ｕθ ｕｚ）∂ｚｕθｄｒｄｚ ＝ ∫

Ｒ３
∂ｒｕθ·ｕｚ

ｒ
＋ ｕθ

ｒ
·∂ｒｕｚæ

è
ç

ö

ø
÷·ω ｒｄｘ ．

所以得到

　 　 ｜ Ｉ２８ ｜ ≤ Ｃδ‖ω ｒ‖２β１ ／ （２β１－３）
Ｌβ１ ‖ω‖２

Ｌ２ ＋ δ‖ Ñω‖２
Ｌ２ ．

类似地，有
　 　 ｜ Ｉ３８ ｜ ， ｜ Ｉ４８ ｜ ≤ Ｃδ‖ω ｒ‖２β１ ／ （２β１－３）

Ｌβ１ ‖ω‖２
Ｌ２ ＋ δ‖ Ñω‖２

Ｌ２ ．
将以上所有估计放到一起， 并令 δ 足够小，可得

　 　 ｄ
ｄｔ

‖ω‖２
Ｌ２ ＋ ‖ Ñω‖２

Ｌ２ ≤

　 　 　 　 Ｃ‖ω ｒ‖２β１ ／ （２β１－３）
Ｌβ１ ‖ω‖２

Ｌ２ ＋ Ｃ‖ω ｒ‖２
Ｌβ１‖ω‖２（１－３ ／ β１）

Ｌ２ ＋

　 　 　 　 Ｃ ω θ

ｒ

２β２ ／ （２β２－３）

Ｌβ２
‖ω θ‖２β２ ／ （２β２－３）

Ｌ２ ≤

　 　 　 　 Ｃ‖ω ｒ‖２β１ ／ （２β１－３）
Ｌβ１ ‖ω‖２

Ｌ２ ＋ Ｃ‖ω ｒ‖２
Ｌβ１‖ω‖２

Ｌ２ ＋ Ｃ‖ω ｒ‖２
Ｌβ１ ＋

　 　 　 　 Ｃ ω θ

ｒ

２β２ ／ （２β２－３）

Ｌβ２
‖ω θ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃ ω θ

ｒ

２β２ ／ （２β２－３）

Ｌβ２
．

利用 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式，有
　 　 ‖ω‖２

Ｌ∞ （（０，Ｔ）；Ｌ２） ＋ ‖ Ñω‖２
Ｌ２（（０，Ｔ）；Ｌ２） ≤

　 　 　 　 Ｃ ‖ω０‖２
Ｌ２ ＋ ∫Ｔ

０
‖ω ｒ‖２

Ｌβ１ｄｔ ＋ ∫Ｔ
０

ω θ

ｒ

２β２ ／ （２β２－３）

Ｌβ２
ｄｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ×

　 　 　 　 ｅｘｐ ∫Ｔ
０
‖ω ｒ‖２

Ｌβ１ｄｔ ＋ ∫Ｔ
０

ω θ

ｒ

２β２ ／ （２β２－３）

Ｌβ２
ｄｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ．

至此，完成了对定理 １ 的证明．

１８２谢　 洪　 燕　 　 　 李　 　 杰　 　 　 贺　 方　 毅



注 ２　 当

　 　 ２
α

＋ ３
β

＝ ２ （３）

时，模 ‖ω ｒ‖Ｌα（（０，Ｔ）；Ｌβ） 具有零缩放维度．笔者希望定理 １ 的结果可以被进一步改进，即式（２）可以被替换为

‖ω ｒ‖Ｌα（（０，Ｔ）；Ｌβ） ＜ ∞，其中（α， β） 满足式（３）．这将是笔者未来的工作．

３　 结 束 语

轴对称的不可压 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程是近几十年来一个重要的物理模型．当 ｕθ ＝ ０ 时， 方程

退化为 ２维的情形， 已被大家所了解．当 ｕθ ≠０ 时， 被人们称为 ２ １
２
维．在这种情形下， 其全局

强解是否存在依然是一个具有挑战性的公开问题．近十年来， 一些关于速度场的正则性准则

已经建立起来了．本文的主要贡献是在旋度场上建立了正则性准则， 希望能帮助人们理解这

个模型．

致谢　 作者衷心感谢西南财经大学中央高校基本科研业务费重点研究基地基金资助项目

（ＪＢＫ１４０４０２）对本文的资助．
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