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摘要：　 对不同断面形状的深埋隧洞进行了分析，比较了隧洞围岩应力解析解与通过当量半径方

法得到的近似解之间的差别．首先，应用复变函数的基本理论，给出圆形、椭圆、矩形、直墙拱形等几

种常见深埋隧洞围岩应力的解析表达式．其次，应用当量半径的折算形式，将其任意形状的边界转

化为标准圆形断面，利用 Ｌａｍé 解答得到了各围岩应力分量．最后，考虑隧洞断面形状参数的变化，
通过数值算例对精确解和近似解进行了比较，分析了当量半径折算形式的精确度．在此基础上，应
用有限元方法验证了复变函数解析解的精确性，以椭圆、矩形和直墙拱形的复变函数解验证当量

半径精确度．结果表明，当量半径的折算形式解答与精确解答之间相似程度与隧洞的断面形状和几

何参数之间有着密切的关系．
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引　 　 言

复变函数法作为一种有效和独具特色的方法，在多连通域、较复杂几何形状以及高应力梯

度等问题的求解中得到广泛应用．Ｍｕｓｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌｉ 的专著《数学弹性力学的几个基本问题》对弹

性力学平面问题的复变函数法进行了较全面的论述［１］ ．随着人们对地下空间的不断开发和利

用，对不同断面形状的洞室周围应力和位移等问题的研究已经成为一个研究热点．借助于复变

函数，对不同断面形状的洞室力学问题进行理论求解是一种较常见的方法［２⁃６］ ．
Ｅｘａｄａｋｔｙｌｏｓ 等［７］提出了隧道围岩的应力和位移的半解析解． Ｓｔｒａｃｋ 等［８］ 应用类似的方法

提出了弹性半平面圆形隧道的应力和位移的解析解．李培楠等［９］ 应用复变函数求出了非圆形

隧道的应力和位移的解析解．这些都是以半无限空间体为模型，假设埋深无限大，忽略了边界

条件和局部荷载条件的限制．王志良等［１０］ 应用复变函数计算了浅埋隧道的围岩应力场，突破

埋深为无限大的限制．
另一种简化方法是采用当量半径的折算形式来分析洞室的力学响应［１１］，即将任意形状的

断面折算成标准圆形隧道，借助于弹性力学解答进而分析和计算．当量半径的折算方法是以外

接圆半径表示非圆形地下洞室特征尺寸的简化方法，该方法基本原理简单、易于问题的分
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析［１２⁃１４］ ．但是，这种方法所获得的分析结果具有一定的局限性；同时，对于特殊形状的地下洞

室，用解析法求解外接圆半径的计算公式相对复杂，而用几何作图法求解时，不同的作图者之

间往往存在着一定的差别．因此，工程应用上仍然受到很大的限制．
本文针对圆形、椭圆、矩形、直墙拱形等几种常见形状的深埋隧洞进行分析，首先采用复变

函数的方法给出了深埋隧道围岩应力精确解，然后分析了同样条件下当量半径的折算形式的

解，最后通过不同的形状参数对两种解答进行了对比，分析了当量半径简化方法的有效性．

１　 应用复变函数求解深埋隧道

将 ｚ平面上的孔口边界 Ｌ映射为 ζ平面上的单位圆 γ，将 Ｌ以外的无限区域 ｓ映射到单位圆

γ 内的 Σ 平面上，同时将 ｚ 平面上的无穷远点映射为 ζ 平面的坐标原点．如图 １ 所示，考虑平面

应变问题，其映射函数为

　 　 ｚ ＝ ω（ζ） ＝ Ｒ １
ζ

＋ ∑
ｎ

ｋ ＝ ０
Ｃｋζｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１）

其中， Ｒ 为由隧洞大小决定的实数，Ｃｋ 为由隧洞的边界形状决定的复常数，其具体数值由边界

的具体形状决定．

图 １　 分析模型映射函数

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍａｐｐｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｏｄｅｌ

根据平面问题的复变函数解取 φ１（ ｚ） 和 ψ１（ ｚ） 如下［１５］：
　 　 φ１（ ｚ） ＝ Ｂｚ ＋ φ０（ ｚ）， （２ａ）
　 　 ψ１（ ｚ） ＝ （Ｂ′ ＋ ｉＣ′） ｚ ＋ ψ０（ ｚ）， （２ｂ）

式中， Ｂ，Ｂ′ 和 Ｃ′ 由边界条件决定， φ０（ ｚ） 和 ψ０（ ｚ） 为隧道外区域的单值函数，其形式为

　 　 φ０ ＝ ａ０ ＋
ａ１

ｚ
＋
ａ２

ｚ２
＋ …， （３ａ）

　 　 ψ０ ＝ ｂ０ ＋
ｂ１

ｚ
＋
ｂ２

ｚ２
＋ … ． （３ｂ）

由于 ａ０ 和 ｂ０ 的大小不影响应力的大小，因此取 ａ０ ＝ ０，ｂ０ ＝ ０．把 ｚ 平面上的 Ｋ⁃Ｍ 函数转化

为 ζ 平面上 Ｋ⁃Ｍ 函数为

　 　 φ（ζ） ＝ φ１（ ｚ） ＝ Ｂω（ζ） ＋ φ０（ζ）， （４ａ）
　 　 ψ（ ｚ） ＝ ψ１（ ｚ） ＝ （Ｂ′ ＋ ｉＣ′）ω（ζ） ＋ ψ０（ζ）， （４ｂ）

其中

　 　 Ｂ ＝
σ∞

ｘ ＋ σ∞
ｙ

４
， Ｂ′ ＝

σ∞
ｙ － σ∞

ｘ

２
， Ｃ′ ＝ τ∞

ｘｙ ． （５）
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对于深埋隧道的求解可看做无限域中带有一个孔洞问题来求解，因此可得 φ０（ζ） 和

ψ０（ζ） 的表达式为［１５］

　 　 φ０（ζ） ＝ １
２πｉ ∮ｒ

ｆ０（σ）
σ － ζ

ｄσ － １
２πｉ ∮ｒ

ω（σ）

ω′（σ）

φ′０（σ）
σ － ζ

ｄσ， （６）

　 　 ψ０（ζ） ＝ １
２πｉ ∮ｒ

ｆ０（σ）
σ － ζ

ｄσ － １
２πｉ ∮ｒ

ω（σ）
ω′（σ）

φ′０（σ）
σ － ζ

ｄσ， （７）

其中， ｆ０（σ） 与边界条件相关．
应用复变函数（２）把应力分量表达为

　 　 σρ ＋ σθ ＝ ４Ｒｅ φ′（ζ）
ω′（ζ）

é

ë
êê

ù

û
úú ， （８ａ）

　 　 σθ － σρ ＋ ２ｉτρθ ＝
２ζ２

ρ２

１

ω′（ζ）
ω（ζ）φ″（ζ） ＋ ω′（ζ）ψ′（ζ）[ ] ． （８ｂ）

把式（６）、（７）代入式（４）得 Ｋ⁃Ｍ 函数的表达式为

　 　 φ（ζ） ＝ Ｂω（ζ） ＋ １
２πｉ ∮ｒ

ω（σ）

ω′（σ）

φ′０（σ）
σ － ζ

ｄσ － １
２πｉ ∮ｒ

ｆ０（σ）
σ － ζ

ｄσ， （９）

　 　 ψ（ζ） ＝ （Ｂ′ ＋ ｉＣ′）ω（ζ） ＋ １
２πｉ ∮ｒ

ω（σ）
ω′（σ）

φ′０（σ）
σ － ζ

ｄσ － １
２πｉ ∮ｒ

ｆ０（σ）
σ － ζ

ｄσ ． （１０）

这样根据具体的边界确定映射函数 ｚ ＝ ω（ζ）， 代入式（９）、（１０）可求得 Ｋ⁃Ｍ 的表达式，然
后把式（９）、（１０）代入式（８）便可确定应力分量．因此可以得出任意边界形状隧洞的应力分量

解析解．

２　 当量半径的折算形式

把非圆形隧道折算为标准圆形隧道是当量半径折算形式的思路．当量半径的折算形式基

本原理是用一个与非圆形地下洞室断面积相等的虚拟圆来简化为圆形地下洞室，该虚拟圆的

半径代表实际非圆形地下洞室的“当量半径”，通过对该虚拟圆周边应力分布的理论分析来获

得非圆形地下洞室周围应力分布的解析解．
当量半径的折算形式为［１２］

　 　 Ｒ０ ＝ ｋ０（Ｓ０ ／ π） １ ／ ２， （１１）
其中， Ｒ０ 为当量半径，Ｓ０ 为实际非圆形地下洞室的断面积，ｋ０ 为洞室断面形状修正系数，具体

取值可参考文献［１４］．
这样便可以把任意形状的隧洞通过当量半径的折算形式折算为以 Ｒ０ 为半径的圆，再通过

弹性力学的解答，进而得到任意形状隧洞的应力分量和位移分量．

３　 应力分量的解析解

为了分析和讨论“当量半径”法的有效性，分别取隧洞断面为圆形、椭圆、矩形、直墙拱形

进行分析．当地下洞室埋置深度与孔径比较大时，可不考虑重力梯度的影响，把重力作用化为

无限远处有外部均布荷载作用，通过复变函数计算出各自应力分量的解析表达式．

８６１１ 深埋隧洞围岩应力的精确解与近似解的对比分析



３．１　 地下洞室圆形开挖断面

图 ２　 圆形断面洞室分析模型

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｓｅｃｔｉｏｎ

这里取圆形断面如图 ２ 所示，取开挖圆形断

面的半径为 Ｒ０， 这样可得映射函数的具体形式为

　 　 ｚ ＝ ω（ζ） ＝ Ｒ０ ／ ζ ． （１２）
根据式（５）可得

　 　 Ｂ ＝ ｐ
２
， Ｂ′ ＝ ０， Ｃ′ ＝ ０． （１３）

把式（１２）和（１３）代入式（９）和（１０），应用 Ｈａｒ⁃
ｎａｃｋ 定理得

　 　 φ（ζ） ＝
ｐＲ０

２ζ
， ψ（ζ） ＝ － ｐＲ０ζ ． （１４）

把式（１４）代入式（８）解得

　 　 σρ ＝ ｐ １ － １
ρ２
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è
ç

ö

ø
÷ ， σθ ＝ ｐ １ ＋ １

ρ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， τρθ ＝ ０． （１５）

这样可求得 ζ 平面上用极坐标表示的应力分量，把式（１５）转化为 ｚ 平面上极坐标表示的应力

分量为

　 　 σｒ ＝ ｐ １ －
Ｒ２

０

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， σφ ＝ ｐ １ ＋

Ｒ２
０

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， τｒφ ＝ ０． （１６）

另外，应用当量半径折算的形式计算，这里取 ｋ０ ＝ １，即得当量半径为 Ｒ０ ．这样可根据半径

Ｒ０，在无穷远处受水平和垂直的压力 ｐ， 应用弹性力学的知识求解．
应用坐标转换，在 ｒ ＝ ｂ 处，把无穷远处直接平面上的力转换为极坐标系下的力为

　 　 σｒ ＝ ｐ， σφ ＝ ｐ， τｒφ ＝ ０， （１７）
从而解得

　 　 σｒ ＝ ｐ １ －
Ｒ２

０

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， σφ ＝ ｐ １ ＋

Ｒ２
０

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， τｒφ ＝ ０． （１８）

从式（１６）和（１８）可以看出两者完全一样，由于当量半径的折算形式（１８），半径为 Ｒ０， 折

算系数为 １，相当于应用弹性力学知识精确地求出了应力的解析解，这证明了复变函数求解隧

道问题的正确性．
３．２　 地下椭圆形洞室开挖断面

如图 ３ 所示的椭圆形断面的深埋隧道，取长轴为 ２ａ，短轴为 ２ｂ，形状参数为 ｋ ＝ ｂ ／ ａ ．
映射函数的具体形式为

　 　 ｚ ＝ ω（ζ） ＝ ａ（１ ＋ ｋ）
２

ζ ＋ １ － ｋ
１ ＋ ｋ

１
ζ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１９）

根据式（５）可得

　 　 Ｂ ＝ ｐ
２
， Ｂ′ ＝ ０， Ｃ′ ＝ ０．

把式（１９）代入式（９）和（１０），应用 Ｈａｒｎａｃｋ 定理得

　 　 φ（ζ） ＝ ｐａ（１ ＋ ｋ）
４ζ

－ ｐａ（１ － ｋ）
４

ζ， （２０ａ）
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　 　 ψ（ζ） ＝ － ｐａζ（１ ＋ ｋ）
２

＋
ｐａ（１ ＋ ｋ） ζ２ ＋ １ － ｋ

１ ＋ ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ζ２ － １ － ｋ
１ ＋ ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

． （２０ｂ）

把式（２０）代入式（８）得

　 　 σρ ＋ σθ ＝ ４Ｒｅ
－ ｐ １ ＋ １ － ｋ

１ ＋ ｋ
ζ２æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ζ２ － １ － ｋ
１ ＋ ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

， （２１ａ）

　 　 σθ － σρ ＋ ２ｉτρθ ＝
ｐａ（１ ＋ ｋ）

ζ

ρ２

ζ
＋ １ － ｋ

１ ＋ ｋ
ζ
ρ２

ρ２ － １ － ｋ
１ ＋ ｋ

－

　 　 　 　 ２ζ２

ρ２

ｐａ（１ ＋ ｋ）
２

＋ ２ｐａ（１ － ｋ）
（ζ２ － （１ － ｋ） ／ （１ ＋ ｋ）） ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （２１ｂ）

通过式（２１）即可求得椭圆形隧洞断面上任意一点应力分量的解析解．
同样，应用当量半径折算的形式计算，根据刘长武等的地层空间应力场的开采扰动与模

拟［１４］取 ｋ０ ＝ １．０５ ，椭圆的面积 Ｓ０ ＝ πａｂ ＝ ｋπａ２， 根据式（１１）可求得当量半径为

　 　 Ｒ０ ＝ ｋ０（Ｓ０ ／ π） １ ／ ２ ＝ １．０５ａ ｋ ． （２２）
这样可根据半径为 Ｒ０，在无穷远处受水平和垂直的压力 ｐ， 同圆一样，把当量半径当作圆

的半径，应用弹性力学的知识即可求解．由于外边界条件相同，通过当量半径的方法也可以把

椭圆转化为圆来求解，把式（２２）代入式（１８）得

　 　 σｒ ＝ ｐ １ －
Ｒ２

０

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｐ １ － １．１０２ ５ａｂ

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， σφ ＝ ｐ １ ＋

Ｒ２
０

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｐ １ ＋ １．１０２ ５ａｂ

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， τｒφ ＝ ０．

（２３）

图 ３　 椭圆形断面洞室分析模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｓｅｃｔｉｏｎ
图 ４　 矩形断面洞室分析模型

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｓｅｃｔｉｏｎ

３．３　 地下矩形洞室开挖断面

深埋方形断面隧道如图 ４ 所示，长为 ａ，宽为 ｂ，同样令形状参数为 ｋ ＝ ｂ ／ ａ ．
映射函数的具体形式为

０７１１ 深埋隧洞围岩应力的精确解与近似解的对比分析



　 　 ｚ ＝ ω（ζ） ＝ Ｒ １
ζ

＋ ｃ１ζ ＋ ｃ３ζ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２４）

其中

　 　 ｃ１ ＝ ａ － ｂ
２Ｒ

， ｃ３ ＝ ａ ＋ ｂ
２Ｒ

－ １， Ｒ ＝

ａ － ｂ
２

ｃｏｓ ϑ ＋ ａ ＋ ｂ
２

ｃｏｓ（３ϑ） － ａ

ｃｏｓ（３ϑ） － ｃｏｓ ϑ
，

　 　 ａ － ｂ
２

ｃｏｓ ϑ ＋ ａ ＋ ｂ
２

ｃｏｓ（３ϑ） － ａæ

è
ç

ö

ø
÷ （ｓｉｎ（３ϑ） － ｓｉｎ ϑ） －

　 　 　 　 ａ － ｂ
２

ｓｉｎ ϑ ＋ ａ ＋ ｂ
２

ｓｉｎ（３ϑ） － ｂæ

è
ç

ö

ø
÷ （ｃｏｓ（３ϑ） － ｃｏｓ ϑ） ＝ ０．

根据式（５）可得

　 　 Ｂ ＝ ｐ
２
， Ｂ′ ＝ ０， Ｃ′ ＝ ０．

把式（２４）代入式（９）和（１０），应用 Ｈａｒｎａｃｋ 定理得

　 　 φ（ζ） ＝ ｐＲ
２

１
ζ

＋ ｃ１ζ ＋ ｃ３
１
６

ζ３æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｐＲｃ１
ｃ３ － １

ζ － ｐＲｃ３ζ３， （２５）

　 　 ψ（ζ） ＝ －
ｐＲｃ１ｃ３

（ｃ３ － １）ζ
－ ｐＲζ －

ζ４ ＋ ｃ１ζ２ ＋ ｃ３
３ｃ３ζ４ ＋ ｃ１ζ２ － １

ｐＲｃ１
ζ（ｃ３ － １）

－ ３ｐＲｃ３ζ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （２６）

把式（２５）和（２６）代入式（８）得

　 　 σρ ＋ σθ ＝ ２ｐＲｅ １ ＋

ｐｃ１
ｃ３ － １

－ ６ｃ３ζ２

ｃ１ － １
ζ２

＋ ３ｃ３ζ２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， （２７）

　 　 σθ － σρ ＋ ｉτρθ ＝

　 　 　 　 ｐａ（１ ＋ ｋ）
ζ

ρ２

ζ
＋ １ － ｋ

１ ＋ ｋ
ζ
ρ２

ρ２ － １ － ｋ
１ ＋ ｋ

－ ２ζ２

ρ２

ｐａ（１ ＋ ｋ）
２

＋ ２ｐａ（１ － ｋ）
（ζ２ － （１ － ｋ） ／ （１ ＋ ｋ）） ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （２８）

通过式（２７）和（２８）即可求得椭圆形隧洞断面上任意一点应力分量的解析解．
同样，应用当量半径折算的形式计算，取修正系数 ｋ０ ＝ １．２［１４］， 正方形的面积 Ｓ ＝ ｋａ２， 根

据式（１１）可求得当量半径为

　 　 Ｒ０ ＝ ｋ０（Ｓ０ ／ π） １ ／ ２ ＝ １．２ａ ｋ ／ π ． （２９）
同样有

　 　

σｒ ＝ － ｐ １ －
Ｒ２

０

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ｐ １ － １．４４ｋａ２

πｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

σφ ＝ － ｐ １ ＋
Ｒ２

０

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ｐ １ ＋ １．４４ｋａ２

πｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

τｒφ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（３０）

３．４　 地下直墙拱形洞室开挖断面

直墙拱形断面的具体尺寸如图 ５ 所示，由于直墙拱形的形状比较复杂，应用 Ｓｃｈｗａｒｚ⁃
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Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ（许瓦兹⁃克里斯托夫）多角映射理论，求出映射函数的表达形式，根据文献［１７］取映

射函数为

　 　 ω（ζ） ＝ Ｒ １
ζ

－ ｂ２ζ －
ｉｂ３

２
ζ２ －

ｂ４

３
ζ３ －

ｉｂ５

４
ζ４æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３１）

其中

　 　 Ｒ ＝ ｂ
１ － ｂ２ － ｂ４ ／ ３

， ϑ１ ＝ ３π
２

－ ａｒｃｔａｎ ｂ － ａ
２ｈ － Ｈ

， ϑ２ ＝ π ＋ ａｒｃｔａｎ ｂ － ａ
２ｈ － Ｈ

， ϑ３ ＝ ３π
２

，

　 　 Φ１ ＝
ϑ１

π
－ １， Φ２ ＝

ϑ２

π
－ １， Φ３ ＝

ϑ３

π
－ １，

　 　 λ１ ＝ ２ｃｏｓ（κ１π）， λ２ ＝ ２ｃｏｓ（κ２π）， λ３ ＝ ２ｃｏｓ（κ３π），

　 　 ｃｌ１ ＝ － λ ｌΦｌ， ｃｌ２ ＝ － １ ＋
λ２

ｌ

２
（Φｌ － １）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ｃｌ３ ＝ λ ｌΦｌ（Φｌ － １） １ ＋

λ２
ｌ

６
（Φｌ － ２）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ｃｌ４ ＝ Φｌ（Φｌ － １） １
２

＋
λ２

ｌ

２
（Φｌ － ２） ＋

λ２
ｌ

２４
（Φｌ － ２）（Φｌ － ３）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ｃｌ５ ＝ － λ ｌΦｌ（Φｌ － １）（Φｌ － ２） １
２

＋
λ２

ｌ

６
（Φｌ － ３） ＋

λ２
ｌ

１２０
（Φｌ － ３）（Φｌ － ４）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ｂ２ ＝ ｃ１２ ＋ ｃ２２ ＋ ｃ３２ － ｃ１１ｃ２１ － （ｃ１１ ＋ ｃ２１）ｃ３１，
　 　 ｂ３ ＝ ｃ１３ ＋ ｃ２３ ＋ ｃ３３ ＋ ｃ１１ｃ２２ ＋ （ｃ１２ － ｃ１１ｃ２１ ＋ ｃ２２）ｃ３１ ＋ ｃ１２ｃ２１ ＋ （ｃ１１ ＋ ｃ２１）ｃ３２，
　 　 ｂ４ ＝ ｃ１４ ＋ ｃ２４ ＋ ｃ３４ － ｃ１１ｃ２３ － （ｃ１３ ＋ ｃ２３ － ｃ１１ｃ２２ ＋ ｃ１２ｃ２１）ｃ３１ ＋ ｃ１２ｃ２２ － ｃ１３ｃ２１ ＋
　 　 　 　 （ｃ２１ － ｃ１１ｃ２１ ＋ ｃ２２）ｃ３２ － （ｃ１１ ＋ ｃ２１）ｃ３３，
　 　 ｂ５ ＝ ｃ１５ ＋ ｃ２５ ＋ ｃ３５ ＋ （ｃ１４ ＋ ｃ２４ － ｃ１１ｃ２３ ＋ ｃ１２ｃ２２ － ｃ１３ｃ２１）ｃ３１ ＋ ｃ１２ｃ２３ ＋
　 　 　 　 ｃ１３ｃ２２ ＋ ｃ１４ｃ２１ ＋ （ｃ１３ ＋ ｃ２３ ＋ ｃ１１ｃ２２ ＋ ｃ１２ｃ２１）ｃ３２ ＋ ｃ１１ｃ２４ ＋
　 　 　 　 （ｃ１２ － ｃ１１ｃ２１ ＋ ｃ２２）ｃ３３ ＋ （ｃ１１ ＋ ｃ２１）ｃ３４，

其中　 　 ｌ ＝ １，２，３．

图 ５　 直墙拱形断面洞室分析模型

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａ ｓｔｒａｉｇｈｔ ａｒｍ ａｒｃｈ ｓｅｃｔｉｏｎ

根据式（５）可得

　 　 Ｂ ＝ ｐ
２
， Ｂ′ ＝ ０， Ｃ′ ＝ ０．

２７１１ 深埋隧洞围岩应力的精确解与近似解的对比分析



把式（３１）代入式（６）和（７），应用 Ｈａｒｎａｃｋ 定理得

　 　 φ０（ζ） ＝ ａ１ζ ＋ ｐＲ
ｂ４

３
ζ３ ＋

ｉｂ５

４
ζ４ ＋ ２ｉ

２ｂ３ － ｂ２ｂ５

８ － ｂ２
５

ζ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３２）

　 　 ψ０（ζ） ＝ －
ｉｂ５ａ１

４ζ２
＋ ｐＲ

２ｂ３ － ｂ２ｂ５

８ － ｂ２
５

ｂ５ａ２ ＋
ｂ４ａ１

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ζ

－ ζ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　
ζ３ － ｂ２ζ ＋

ｉｂ３

２
－
ｂ４

３ζ
＋

ｉｂ５

４ζ２

１ ＋ ｂ２ζ２ ＋ ｉｂ３ζ３ ＋ ｂ４ζ４ ＋ ｉｂ５ζ５ ａ１ ＋ ｐＲ ｂ４ζ２ ＋ ｉｂ５ζ３ ＋ ４ｉ
２ｂ３ － ｂ２ｂ５

８ － ｂ２
５

ζ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （３３）

把式（３２）和（３３）代入式（９）和（１０）得

　 　 φ（ζ） ＝ ｐＲ
２

１
ζ

－ ｂ２ζ －
ｉｂ３

２
ζ２ －

ｂ４

３
ζ３ －

ｉｂ５

４
ζ４æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ａ１ζ ＋ ｐＲ
ｂ４

３
ζ３ ＋

ｉｂ５

４
ζ４ ＋ ２ｉ

２ｂ３ － ｂ２ｂ５

８ － ｂ２
５

ζ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３４）

　 　 ψ（ζ） ＝ －
ｉｂ５ａ１

４ζ２
＋ ｐＲ

２ｂ３ － ｂ２ｂ５

８ － ｂ２
５

ｂ５ａ２ ＋
ｂ４ａ１

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ζ

－ ζ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　
ζ３ － ｂ２ζ ＋

ｉｂ３

２
－
ｂ４

３ζ
＋

ｉｂ５

４ζ２

１ ＋ ｂ２ζ２ ＋ ｉｂ３ζ３ ＋ ｂ４ζ４ ＋ ｉｂ５ζ５ ａ１ ＋ ｐＲ ｂ４ζ２ ＋ ｉｂ５ζ３ ＋ ４ｉ
２ｂ３ － ｂ２ｂ５

８ － ｂ２
５

ζ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （３５）

把式（３４）和（３５）代入式（８）得

　 　

σρ ＋ σθ ＝ ４Ｒｅ ｐ
２

＋
φ′０（ζ）
ω′（ζ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

σθ － σρ ＋ ２ｉτρθ ＝
２ζ２

ρ２ ω′（ζ）

ω（ζ）
ω′（ζ） φ″０（ζ） －

φ′０（ζ）ω″（ζ）
ω′（ζ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋ ψ′０（ζ）{ } ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３６）

通过式（３６）即可求得直墙拱形隧道开挖断面应力分量的解析解．
同样，应用当量半径折算的形式计算，取 ｋ０ ＝ １．２５［１４］，令 ｈ ＝ ｋｂ，则直墙拱形的面积为 Ｓ０ ＝

２ｂＨ ＋ （ａ ＋ ｂ）（２ｈ － Ｈ）， 根据式（１１）可求得当量半径为

　 　 Ｒ０ ＝ ｋ０（Ｓ０ ／ π） １ ／ ２ ＝ １．２５（Ｓ ／ π） １ ／ ２ ． （３７）
由此可得

　 　
σｒ ＝ － ｐ １ －

Ｒ２
０

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ｐ １ － １．５６２ ５ × Ｓ

πｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

σφ ＝ － ｐ １ ＋
Ｒ２

０

ｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ｐ １ ＋ １．５６２ ５ × Ｓ

πｒ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， τｒφ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３８）

４　 数值算例求解验证及其分析

４．１　 验证

采用三维有限元分析软件 ＡＮＳＹＳ 建立二维平面应变模型，对复变函数理论推导的深埋隧

洞围岩应力解析解公式进行验证．为了与解析解计算结果进行对比分析，模型中取单一岩层进

行分析，根据相关工程经验，参数在合理的经验范围内假定取值，岩层重度取 ２４ ｋＮ ／ ｍ３，岩层

弹性模量取 Ｅ ＝ ４．３ ＧＰａ，取水平向和竖向地表外荷载 ｐ ＝ － １ ＭＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比 μ ＝ ０．２８．模

３７１１周　 　 凤　 　 玺　 　 　 曹　 　 小　 　 林



型计算范围水平方向左右两边各取 ５ 倍洞跨宽；垂直方向上下边界也各取 ５ 倍洞跨宽．为了便

于分析，分别比较了各形状下隧道围岩应力解析解和数值解．图 ６～８ 给出内边缘环向应力、环
向应力和径向应力沿水平线 θ ＝ ０° 的分布情况，并对其误差大小进行分析．其中 ＣＶＦ 表示复变

函数解，ＦＥＭ 表示有限元解．由计算结果和图 ６～８ 可以看到，有限元求得的各点的周边应力值

与解析解求得的应力值的变化趋势基本一致，且各应力值的最大误差不超过 ９．８％．因此，证明

了公式的正确性和可靠性．

（ａ） 内边缘环向应力 （ｂ） 环向应力沿水平线 θ ＝ ０° （ｃ） 径向应力沿水平线 θ ＝ ０°
（ａ） Ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ａｌｏｎｇ θ ＝ ０° （ｃ） Ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ａｌｏｎｇ θ ＝ ０°

图 ６　 椭圆形隧道周边应力的解析解与数值解

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｔｕｎｎｅｌ

（ａ） 内边缘环向应力 （ｂ） 环向应力沿水平线 θ ＝ ０° （ｃ） 径向应力沿水平线 θ ＝ ０°
（ａ） Ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ａｌｏｎｇ θ ＝ ０° （ｃ） Ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ａｌｏｎｇ θ ＝ ０°

图 ７　 矩形隧道周边应力的解析解与数值解

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｕｎｎｅｌ

（ａ） 内边缘环向应力 （ｂ） 环向应力沿水平线 θ ＝ ０° （ｃ） 径向应力沿水平线 θ ＝ ０°
（ａ） Ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ａｌｏｎｇ θ ＝ ０° （ｃ） Ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ａｌｏｎｇ θ ＝ ０°

图 ８　 直墙拱形隧道周边应力的解析解与数值解

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｓｔｒａｉｇｈｔ ａｒｍ ａｒｃｈ ｔｕｎｎｅｌ

４．２　 地下椭圆形隧洞断面应力分析

首先考虑椭圆形断面的深埋隧道，取荷载 ｐ ＝ － １ ＭＰａ，长轴 ａ ＝ ８ ｍ，短轴 ｂ ＝ ｋａ，随着形状

参数 ｋ 的不同给出了复变函数解和当量半径解的应力分量的变化规律．

４７１１ 深埋隧洞围岩应力的精确解与近似解的对比分析



因隧洞的内边界在映射函数的变化下， ρ ＝ １，ζ ＝ ｅｉθ，σρ ＝ τρθ ＝ ０，当椭圆断面的长短轴比

ｋ 分别取 ０．２，０．６，１ 时，图 ９ 给出了隧洞内边界复变函数解和当量半径解的环向应力在 ０° ～９０°
变化时的分布，其中 ＥＲＳ 表示当量半径解．从图中可以看出，随着隧道的内边界长短轴比逐渐

趋近于 １，当量半径解的内壁环向应力越接近复变函数的精确解，当 ｋ ＝ １ 时，当量半径解与复

变函数的精确解的环向应力最接近．

图 ９　 椭圆形隧道断面内壁环向应力分布情况

Ｆｉｇ． ９　 Ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｏｎｇ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｗａｌｌ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｔｕｎｎｅｌ ｓｅｃｔｉｏｎ

沿水平线 θ ＝ ０°，ζ ＝ ρ，当椭圆断面的长短轴比 ｋ 分别取 ０．３，０．７，１ 时，环向应力和径向应

力沿水平线 θ ＝ ０° 时的分布情况如图 １０ 和图 １１ 所示．从图中可以看出，随着距离内边缘 ｘ 的

增大，环向应力和径向应力都趋于－１ ＭＰａ；随着隧道的内边界形状越趋于标准圆形，当量半径

解的环向应力和径向应力越接近复变函数的精确解，当 ｋ ＝ １ 时，当量半径与复变函数的精确

解的环向应力最接近，最后环向应力趋于－１ ＭＰａ ．

图 １０　 θ ＝ ０° 时环向应力沿 ｘ轴变化规律 图 １１　 θ ＝ ０° 时径向应力沿 ｘ轴变化规律

Ｆｉｇ． １０　 θ ＝ ０°， ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｖｓ． ｘ Ｆｉｇ． １１　 θ ＝ ０°， ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｖｓ． ｘ

４．３　 地下矩形隧洞断面应力分析

考虑矩形断面的深埋隧道，同样取荷载 ｐ ＝ － １ ＭＰａ，长轴 ａ ＝ ２ ｍ，高宽比 ｋ ＝ ｂ ／ ａ，分析了

随着形状 ｋ 的不同解析解与近似解之间的差别．
当断面的高宽比 ｋ 分别取 ０．２，０．６，１ 时，图 １２ 给出了内边界复变函数解和当量半径解的

环向应力在隧洞内边界沿 ０° ～９０°的分布情况．可以发现，随着高宽比逐渐趋近于 １，当量半径

解的内壁环向应力越接近复变函数的精确解；当 ｋ ＝ １ 时，当量半径与复变函数的精确解的环

向应力最接近．
沿水平线 θ ＝ ０°，ζ ＝ ρ，当矩形断面的高宽比 ｋ 分别取 ０．２，０．６，１ 时，环向应力和径向应力

沿水平线 θ ＝ ０° 时的分布情况分别如图 １３ 和图 １４ 所示．从图上可以看出，随着距离 ｘ 的增大，
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环向应力和径向应力同样都趋于－１ ＭＰａ；随着隧道的内边界形状越趋于方形，当量半径解的

内壁环向应力越接近复变函数的精确解．

图 １２　 矩形隧道断面内壁环向应力分布情况

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｗａｌｌ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｔｕｎｎｅｌ

图 １３　 θ ＝ ０° 时环向应力沿 ｘ 轴变化规律 图 １４　 θ ＝ ０° 时径向应力沿 ｘ 轴变化规律

Ｆｉｇ． １３　 θ ＝ ０°， ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｖｓ． ｘ Ｆｉｇ． １４　 θ ＝ ０°， ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｖｓ． ｘ

图 １５　 直墙拱形隧道断面内壁环向应力分布情况

Ｆｉｇ． １５　 Ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｗａｌｌ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒａｉｇｈｔ ａｒｍ ａｒｃｈ ｔｕｎｎｅｌ

４．４　 地下直墙拱形隧洞断面应力分析

对于深埋直墙拱形的隧道，取几何参数为 ａ ＝ １ ｍ，ｂ ＝ ２ ｍ，高宽比为 ｋ ＝ ｈ ／ ｂ ．当高宽比 ｋ分
别取 ０．５，１，１．５ 时，图 １５ 给出了隧洞内边界的环向应力分布情况．从图中可以看出，隧道内边

界的高宽比逐渐趋于 １，当量半径解的内壁环向应力越接近复变函数的精确解．
图 １６ 和图 １７ 给出环向应力和径向应力沿水平线 θ ＝ ０° 时的分布情况．从图中可以看出，

沿着水平线方向直墙拱形的应力变化比较复杂，但随着 ｘ 的增大，当量半径解与复变函数精确

６７１１ 深埋隧洞围岩应力的精确解与近似解的对比分析



解的环向应力和径向应力都趋于稳定；当内边界形状高宽比为 １ 时，当量半径解的内壁环向应

力最接近复变函数的精确解，但两种解答之间也存在着较大的差别．

图 １６　 θ ＝ ０° 时环向应力沿 ｘ轴变化规律 图 １７　 θ ＝ ０° 时径向应力沿 ｘ轴变化规律

Ｆｉｇ． １６　 θ ＝ ０°， ｔｈｅ ａｎｎｕｌａｒ ｓｔｒｅｓｓ ｖｓ． ｘ Ｆｉｇ． １７　 θ ＝ ０°， ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｖｓ． ｘ

５　 结　 　 论

通过对深埋圆、椭圆、矩形和直臂隧洞断面应力分量的分析，采用复变函数求解得到隧道

应力分量的精确解答，并与当量半径折算形式得到的应力分量进行比较，分析了当量半径的折

算形式得到的应力分量的精确性变化规律．结果表明：当量半径的折算形式计算出的应力分量

跟隧洞的断面形式和长宽比有很大的关系．从 ３ 种断面形状的分析可知，圆形断面的应力分量

与复变函数的完全相同，直墙拱形的相差较大．对于同一断面的不同长宽比，当隧道的高宽比

越趋近于 １ 时，当量半径解的内壁环向应力越接近复变函数的精确解．因此，当量半径的折算

形式用于地下洞室的计算，长宽比接近 １ 的椭圆和矩形可作为近似的计算，但对于长宽比相差

较大的椭圆和矩形、以及其他相对不规则断面隧洞，不适合作为近似解．
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