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摘要：　 给出辅助方程、函数变换与变量分离解相结合的方法，构造了具任意次非线性项的 Ｃａ⁃
ｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程的双孤子和双周期新解．首先，通过两个辅助方程、函数变换与变量分离解，将具任

意次非线性项的 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程的求解问题转化为非线性代数方程的求解问题．然后，借助符

号计算系统 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 求出该方程组的解，并用辅助方程的相关结论，构造了双周期解和双孤子

新解．
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引　 　 言

１９９３ 年，Ｃａｍａｓｓａ 和 Ｈｏｌｍ 用物理学原理导出了完全可积的 Ｃ⁃Ｈ 方程

　 　 ｕｔ ＋ ２ｋｕｘ ＋ ３ｕｕｘ － ２ｕｘｕｘｘ － ｕｘｘｔ － ｕｕｘｘｘ ＝ ０， （１）
并首次获得了尖峰孤立子解［１］，其中 ｋ 是常数， ｕ（ｘ，ｔ） 表示水波在 ｘ 方向的流速．

ＫｄＶ 方程、ＢＢＭ 方程和 Ｃ⁃Ｈ 方程是研究浅水波运动的重要数学模型．ＫｄＶ 方程和 ＢＢＭ 方

程存在光滑孤立子解，但 Ｃ⁃Ｈ 方程存在尖峰孤子解．浅水波运动存在间断现象，该现象是水波

理论的重要研究内容之一．
文献［２］用试探函数法，获得了具任意次非线性项的 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程

　 　 ｕｔ ＋ ｋｕｘ ＋ αｕｘｘｔ ＋ β（ｕｐ＋１） ｘ ＋ γｕｘ（ｕｐ） ｘｘ ＋ δｕ（ｕｐ） ｘｘｘ ＝ ０ （２）
的三角函数型紧孤立子解和双曲函数型孤立子解，其中 ｋ，α，β，γ，δ 和 ｐ 均为任意常数．

当 α ＝ － １，β ＝ ３ ／ ２，γ ＝ － ２，δ ＝ － １，ｐ ＝ １ 时，具任意次非线性项的 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程（２）
转化为 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程（１）．通常，具任意次非线性项的 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程是不可积系统．
获得该方程的尖峰孤子解、紧孤子解、双周期解和双孤子解，对于解释浅水波运动的多种性质

具有重要的参考价值．
在非线性发展方程的求解领域，用辅助方程法［３⁃１０］，构造单孤子解、类孤子解等新解．本文

给出辅助方程、函数变换与变量分离解相结合的方法，构造了具任意次非线性项的 Ｃａｍａｓｓａ⁃
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Ｈｏｌｍ 方程的新解．首先，通过两个辅助方程、函数变换与变量分离解，将具任意次非线性项的

Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程的求解问题转化为非线性代数方程的求解问题．其次，借助符号计算系统

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 求出该方程组的解，并用辅助方程的相关结论，构造了双周期解和双孤子解．

１　 一种辅助方程及其解

下面给出一种辅助方程的几种解：

　 　 （ ｚ′（ξ）） ２ ＝ ｄｚ（ξ）
ｄξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ａ ＋ ｂｚ２（ξ）， （３）

这里 ａ，ｂ 是常数．
经计算获得了辅助方程（３）的如下解：

　 　 ｚ（ξ） ＝ ± ａ
ｂ
ｓｉｎｈ（ ｂ ξ）　 　 （ａ ＞ ０， ｂ ＞ ０）， （４）

　 　 ｚ（ξ） ＝ ± － ａ
ｂ
ｃｏｓｈ（ ｂ ξ）　 　 （ａ ＜ ０， ｂ ＞ ０）， （５）

　 　 ｚ（ξ） ＝ １
２ ｂ

［（ － １ ＋ ａ）ｃｏｓｈ（ ｂ ξ） ± （１ ＋ ａ）ｓｉｎｈ（ ｂ ξ）］　 　 （ｂ ＞ ０）， （６）

　 　 ｚ（ξ） ＝ ± － ａ
ｂ
ｓｉｎ（ － ｂ ξ）　 　 （ａ ＞ ０， ｂ ＜ ０）， （７）

　 　 ｚ（ξ） ＝ ± － ａ
ｂ
ｃｏｓ（ － ｂ ξ）　 　 （ａ ＞ ０， ｂ ＜ ０）， （８）

　 　 ｚ（ξ） ＝

－ ａ
ｂ
ｓｉｎ（ － ｂ ξ），

　 　 ２ｐπ ＋ π
２

≤ － ｂ ξ ≤ ２ｐπ ＋ ５π
２

（ａ ＞ ０， ｂ ＜ ０， ｐ ∈ Ｚ），

－ ａ
ｂ
，　 　 ｏｔｈｅｒ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（９）

　 　 ｚ（ξ） ＝

－ ａ
ｂ
，　 　 － ｂ ξ ＜ ２ｐπ ＋ π

２
（ａ ＞ ０， ｂ ＜ ０， ｐ ∈ Ｚ），

－ ａ
ｂ
ｓｉｎ（ － ｂ ξ），

　 　 ２ｐπ ＋ π
２

≤ － ｂ ξ ≤ ２ｐπ ＋ ３π
２

（ａ ＞ ０， ｂ ＜ ０， ｐ ∈ Ｚ），

－ － ａ
ｂ
，　 　 － ｂ ξ ＞ ２ｐπ ＋ ３π

２
（ａ ＞ ０， ｂ ＜ ０， ｐ ∈ Ｚ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（１０）

　 　 ｚ（ξ） ＝

－ ａ
ｂ
ｃｏｓ（ － ｂ ξ），

　 　 ２ｐπ － π ≤ － ｂ ξ ≤ ２ｐπ ＋ π （ａ ＞ ０， ｂ ＜ ０， ｐ ∈ Ｚ），

－ － ａ
ｂ
，　 　 ｏｔｈｅｒ，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１１）
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　 　 ｚ（ξ） ＝

－ － ａ
ｂ
，　 　 － ｂ ξ ＜ ２ｐπ － π （ａ ＞ ０， ｂ ＜ ０， ｐ ∈ Ｚ），

－ ａ
ｂ
ｃｏｓ（ － ｂ ξ），

　 　 ２ｐπ － π ≤ － ｂ ξ ≤ ２ｐπ （ａ ＞ ０， ｂ ＜ ０， ｐ ∈ Ｚ），

－ ａ
ｂ
，　 　 － ｂ ξ ＞ ２ｐπ （ａ ＞ ０， ｂ ＜ ０， ｐ ∈ Ｚ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１２）

　 　 ｚ（ξ） ＝ ± ａ ξ 　 　 （ｂ ＝ ０）， （１３）

　 　 ｚ（ξ） ＝ ± ｅｘｐ（ ｜ ｂ ξ ｜ ）　 　 （ａ ＝ ０） ． （１４）

２　 具任意次非线性项的 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程的新解

２．１　 方法及其应用

将下列函数变换

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ１ ／ ｐ（ｘ，ｔ） （１５）
代入方程（２）后得到

　 　 － ｐｖ（ｘ，ｔ）［（ － １ ＋ ｐ）αｖｔ（ｘ，ｔ）ｖｘｘ（ｘ，ｔ） ＋
　 　 　 　 ｖｘ（ｘ，ｔ）［２（ － １ ＋ ｐ）αｖｘｔ（ｘ，ｔ） － ｐγｖ（ｘ，ｔ）ｖｘｘ（ｘ，ｔ）］］ ＋
　 　 　 　 ｐ２ｖ２（ｘ，ｔ）［ｖｔ（ｘ，ｔ） ＋ ［ｋ ＋ （１ ＋ ｐ）βｖ（ｘ，ｔ）］ｖｘ（ｘ，ｔ） ＋ αｖｘｘｔ（ｘ，ｔ） ＋
　 　 　 　 ｐδｖ（ｘ，ｔ）ｖｘｘｘ（ｘ，ｔ）］ ＋ （１ － ３ｐ ＋ ２ｐ２）αｖｔ（ｘ，ｔ）ｖ２ｘ（ｘ，ｔ） ＝ ０． （１６）
假设方程（１６）存在如下变量分离解：

　 　 ｖ（ｘ，ｔ） ＝
ｇ１Ｐ′（ξ） ＋ ｇ２Ｑ′（η）
ｆ１Ｐ（ξ） ＋ ｆ２Ｑ（η）

＝
ｇ１Ｐ′（θｘ ＋ ωｔ） ＋ ｇ２Ｑ′（ϑｘ ＋ ｔ）
ｆ１Ｐ（θｘ ＋ ωｔ） ＋ ｆ２Ｑ（ϑｘ ＋ ｔ）

， （１７）

这里的 Ｐ（ξ） 和 Ｑ（η） 由下列辅助方程来确定

　 　 （Ｐ′（ξ）） ２ ＝ ｄＰ（ξ）
ｄξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ａ１ ＋ ｂ１Ｐ２（ξ）， （１８）

　 　 （Ｑ′（η）） ２ ＝ ｄＱ（η）
ｄη

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ ａ２ ＋ ｂ２Ｑ２（η） ． （１９）

这里 ａｉ，ｂｉ（ ｉ ＝ １，２） 是辅助方程（１８）、（１９）的系数； ｆｉ，ｇ ｊ（ ｉ， ｊ ＝ １，２），θ，ϑ， ，ω 是待定常数，
而且 θ ≠ ϑ，ω ≠ ．

将解（１７）和辅助方程（１８）、（１９）一起代入方程（１６），并令 Ｐｐ（ξ）Ｑｑ（η）Ｐ′（ξ）（ｐ ＝ ０，１，２；
ｑ ＝ ０，１，２，…，５），Ｐ ｌ（ξ）Ｑｋ（η）（ ｌ ＝ ｋ ＝ ０，１，２，…，５），Ｐ ｉ（ξ）Ｑ ｊ（η）Ｑ′（η）（ ｉ ＝ ０，１，２，…，５； ｊ ＝ ０，
１，２，３，４），Ｐｍ（ξ）Ｑｎ（η）Ｑ′（η）Ｐ′（ξ）（ｍ ＝ ｎ ＝ ０，１，２，３，４） 的系数为 ０ 后，得到一个非线性代

数分方程组．用符号计算系统 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 求出该方程组的如下几组解：

　 　 ｂ２ ＝
ｂ１ ｆ ２

２ ｇ２
１

ｆ ２
１ ｇ２

２

， θ ＝ －
ｆ２ｇ１ϑ
ｆ１ｇ２

， ａ１ ＝
ａ２ｇ２

２

ｇ２
１

， ω ＝－
ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
； （２０）

　 　 ｂ２ ＝
ｂ１ ｆ ２

２ ｇ２
１

ｆ ２
１ ｇ２

２

， θ ＝ －
ｆ２ｇ１ϑ
ｆ１ｇ２

， ａ１ ＝
ａ２ｇ２

２

ｇ２
１

， γ ＝ － ３ｐδ， ω ＝－
ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
； （２１）

　 　 ｂ２ ＝
ｂ１ ｆ ２

２ ｇ２
１

ｆ ２
１ ｇ２

２

， α ＝ ０， θ ＝ －
ｆ２ｇ１ϑ
ｆ１ｇ２

， ａ１ ＝
ａ２ｇ２

２

ｇ２
１

， ω ＝－
ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
； （２２）
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ｂ２ ＝

ｂ１ ｆ ２
２ ｇ２

１

ｆ ２
１ ｇ２

２

， α ＝ ０， θ ＝
ｆ２ｇ１ϑ
ｇ２ ｆ１

， β ＝ －
４ｂ１ｐｆ ２

２ ｇ２
１δϑ２

ｆ ２
１ ｇ２

２（１ ＋ ｐ）
，

γ ＝ － ３ｐδ， ω ＝－
ｋｆ２ｇ１ϑ
ｆ１ｇ２

， ＝ － ｋϑ；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２３）

　 　
ｂ２ ＝

ｂ１ ｆ ２
２ ｇ２

１

ｆ ２
１ ｇ２

２

， α ＝ ０， ａ１ ＝
ａ２ｇ２

２

ｇ２
１

， β ＝ －
ｂ１ｐδ（ ｆ１ｇ２θ ＋ ｆ２ｇ１ϑ） ２

ｆ ２
１ ｇ２

２（１ ＋ ｐ）
，

γ ＝ － ３ｐδ， ω ＝－
ｆ１ｇ２ｋθ ＋ （ｋϑ ＋ ） ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
；

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２４）

　 　 ａ１ ＝ ａ２ ＝ ０， ｂ１ ＝
ｂ２ ｆ ２

１ ｇ２
２

ｆ ２
２ ｇ２

１

， ϑ ＝－
ｆ１ｇ２

ｆ２ｇ１
θ， ＝ －

ｆ１ｇ２ω
ｆ２ｇ１

． （２５）

２．２　 构造具任意次非线性项的 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程的双孤子新解

将辅助方程（２）的解与非线性代数分方程组的解（２０） ～ （２５）代入式（２６），获得具任意次

非线性项的 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程的单孤子解、双孤子解、单周期解和双周期解．

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ｖ１ ／ ｐ（ｘ，ｔ） ＝
ｇ１Ｐ′（θｘ ＋ ωｔ） ＋ ｇ２Ｑ′（ϑｘ ＋ ｔ）
ｆ１Ｐ（θｘ ＋ ωｔ） ＋ ｆ２Ｑ（ϑｘ ＋ ｔ）{ }

１ ／ ｐ

． （２６）

情形 １　 单周期新解

将辅助方程（２）的解（７） ～ （１２）两两组合，并与式（２０） （或式（２１） ～ （２３））一起代入式

（２６），获得光滑型三角函数周期解、紧孤子型三角函数周期解以及光滑型与紧孤子型组合的

三角函数周期解（这里未讨论）．
情形 ２　 光滑单孤子解

将辅助方程（２）的解（４） ～ （６）两两组合，并与式（２０） （或式（２１） ～ （２３））一起代入式

（２６），获得光滑单孤子解．
将辅助方程（２）的解（４） ～ （６）两两组合，并与式（２０）一起代入式（２６），获得下列光滑单

孤子解：

　 　 ｕ１（ｘ，ｔ） ＝ { ( ±
ｆ２ｇ１ ｂ１

ｆ１ｇ２
( － （１ ＋ ａ２）ｇ２ ＋

　 　 　 　 ［ － ２ － ａ２ｇ２
２ ＋ （ － １ ＋ ａ２）ｇ２］ｔａｎｈ [

ｆ２ｇ１ ｂ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] ) ) ( ± ２ － ａ２ ｆ２ ＋

　 　 　 　 ｆ２ (（ － １ ＋ ａ２） － （１ ＋ ａ２）ｔａｎｈ [
ｆ２ｇ１ ｂ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] ) ) }

１ ／ ｐ
， （２７）

这里 ａ２ ＜ ０， ｂ１ ＞ ０．

　 　 ｕ２（ｘ，ｔ） ＝ { ( ±
ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
( － ２ ａ２ ｇ２ ＋ ｇ２ [（１ ＋ ａ２） －

　 　 　 　 （ － １ ＋ ａ２）ｔａｎｈ [
ｆ２ｇ１ ｂ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] ] ) ) ( － （ － １ ＋ ａ２） ｂ１ ｆ２ ＋

　 　 　 　 ［２ ａ２ｂ１ ｆ２ ＋ （１ ＋ ａ２） ｂ１ ｆ２］ｔａｎｈ [
ｆ２ｇ１ ｂ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] ) }

１ ／ ｐ
， （２８）

这里 ａ２ ＞ ０， ｂ１ ＞ ０．
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　 　 ｕ３（ｘ，ｔ） ＝ ±
ｂ１ｇ１

ｆ１ｇ２ ａ２ｂ１

ｃｏｔｈ [
ｆ２ｇ１ ｂ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ]{ }

１ ／ ｐ

　 　 （ａ２ ＞ ０，ｂ１ ＞ ０），

（２９）

　 　 ｕ４（ｘ，ｔ） ＝ ∓ ｂ１ ｇ１

ｆ２
ｔａｎｈ [

ｆ２ｇ１ ｂ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ]{ }

１ ／ ｐ

　 　 （ｂ１ ＞ ０） ． （３０）

情形 ３　 尖峰单孤子解

将辅助方程（２）的解（１４）与式（２５）一起代入式（２６），获得尖峰单孤子解（这里未讨论）．
情形 ４　 双周期新解

将辅助方程（２）的解（７） ～ （１２）两两组合，并与式（２４）一起代入式（２６），获得光滑型三角

函数双周期解、紧孤子型三角函数双周期解以及光滑型与紧孤子型组合的三角函数双周期解

（这里未讨论）．
情形 ５　 双孤子新解

将辅助方程（２）的解（４） ～ （６）两两组合，并与式（２４）一起代入式（２６），获得双孤子解：

　 　

ｕ５（ｘ，ｔ） ＝ { ( ±
ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
[ － （１ ＋ ａ２）ｇ２ｃｏｓｈ [

ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] ＋

　 　 （ － １ ＋ ａ２）ｇ２ｓｉｎｈ [
ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] ∓ Ω１（ｘ，ｔ） ] )

　 　 (（ － １ ＋ ａ２） ｆ２ｃｏｓｈ [
ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] －

　 　 （１ ＋ ａ２） ｆ２ｓｉｎｈ [
ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] ± Ω２（ｘ，ｔ） ) }

１ ／ ｐ
，

Ω１（ｘ，ｔ） ＝ ２ － ａ２ ｇ２ｓｉｎｈ [
ｂ１

ｆ１ｇ２
［ ｆ１ｇ２（ｋｔ － ｘ）θ ＋ ｆ２ｇ１（ｋϑ ＋ ） ｔ］ ]，

Ω２（ｘ，ｔ） ＝ ２ － ａ２ ｆ２ｃｏｓｈ [
ｂ１

ｆ１ｇ２
［ ｆ１ｇ２（ｋｔ － ｘ）θ ＋ ｆ２ｇ１（ｋϑ ＋ ） ｔ］ ]

　 　 （ｂ１ ＞ ０，ａ２ ＜ ０） ．
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（３１）

　 　 ｕ６（ｘ，ｔ） ＝ { ( ± ａ２ ｇ２ｃｏｓｈ [
ｂ１

ｆ１ｇ２
［ ｆ１ｇ２（ｋｔ － ｘ）θ ＋ ｆ２ｇ１（ｋϑ ＋ ） ｔ］ ] －

　 　 　 　 Ω３（ｘ，ｔ） ) ( ±
ｆ１ｇ２

２ ｂ１ ｇ１

Ω４（ｘ，ｔ） ∓

　 　 　 　
ｆ１ｇ２ ａ２

ｇ１ ｂ１

ｓｉｎｈ [
ｂ１

ｆ１ｇ２
［ ｆ１ｇ２（ｋｔ － ｘ）θ ＋ ｆ２ｇ１（ｋϑ ＋ ） ｔ］ ] ) }

１ ／ ｐ
， （３２ａ）

　 　 Ω３（ｘ，ｔ） ＝ １
２

ｇ２ （１ ＋ ａ２）ｃｏｓｈ [
ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] －{

　 　 　 　 （ － １ ＋ ａ２）ｓｉｎｈ [
ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ]} ， （３２ｂ）

７５５具任意次非线性项的 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程的双孤子新解



　 　 Ω４（ｘ，ｔ） ＝ （ － １ ＋ ａ２）ｃｏｓｈ [
ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] －

　 　 　 　 （１ ＋ ａ２）ｓｉｎｈ [
ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] 　 　 （ｂ１ ＞ ０，ａ２ ＞ ０） ． （３２ｃ）

　 　 ｕ７（ｘ，ｔ） ＝ { ( ａ２ ｇ２ｃｏｓｈ [
ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] ±

　 　 　 　 ａ２ ｇ２ｃｏｓｈ [
ｂ１

ｆ１ｇ２
［ ｆ１ｇ２（ｋｔ － ｘ）θ ＋ ｆ２ｇ１（ｋϑ ＋ ） ｔ］ ] )

　 　 　 　 (
ｆ１ｇ２

ｇ１

ａ２

ｂ１
( ｓｉｎｈ [

ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] ∓

　 　 　 　 ｓｉｎｈ [
ｂ１

ｆ１ｇ２
［ ｆ１ｇ２（ｋｔ － ｘ）θ ＋ ｆ２ｇ１（ｋϑ ＋ ） ｔ］ ] ) ) }

１ ／ ｐ
， （３３）

这里 ａ２ ＞ ０， ｂ１ ＞ ０．

　 　 ｕ８（ｘ，ｔ） ＝ { ( ± － ａ２ｂ１ ｇ２ ( ｃｏｓｈ [
ｂ１

ｆ１ｇ２
［ ｆ１ｇ２（ｋｔ － ｘ）θ ＋ ｆ２ｇ１（ｋϑ ＋ ） ｔ］ ] ＋

　 　 　 　 ｓｉｎｈ [
ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] ) ) (

－ ａ２ ｆ１ｇ２

ｇ１
( ± ｃｏｓｈ [

ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] ∓

　 　 　 　 ｓｉｎｈ [
ｂ１

ｆ１ｇ２
［ ｆ１ｇ２（ｋｔ － ｘ）θ ＋ ｆ２ｇ１（ｋϑ ＋ ） ｔ］ ] ) ) }

１ ／ ｐ
， （３４）

这里 ａ２ ＜ ０， ｂ１ ＞ ０．

　 　 ｕ９（ｘ，ｔ） ＝ { ( － ａ２ ｇ２ ( ｓｉｎｈ [
ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] ∓

　 　 　 　 ｓｉｎｈ [
ｂ１

ｆ１ｇ２
［ ｆ１ｇ２（ｋｔ － ｘ）θ ＋ ｆ２ｇ１（ｋϑ ＋ ） ｔ］ ] ) )

　 　 　 　 (
ｆ１ｇ２

ｇ１

－ ａ２

ｂ１
( ｃｏｓｈ [

ｂ１ ｆ２ｇ１

ｆ１ｇ２
（ϑｘ ＋ ｔ） ] ±

　 　 　 　 ｃｏｓｈ [
ｂ１

ｆ１ｇ２
［ ｆ１ｇ２（ｋｔ － ｘ）θ ＋ ｆ２ｇ１（ｋϑ ＋ ） ｔ］ ] ) ) }

１ ／ ｐ
， （３５）

这里 ａ２ ＜ ０， ｂ１ ＞ ０．

３　 结　 　 论

文献［２］用试探函数法，获得了具任意次非线性项的 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程的双曲函数单孤

子解和三角函数型紧孤子解．本文给出辅助方程、函数变换与变量分离解相结合的方法，获得

了几种新解：
１） 新周期解．这里包括了三角函数紧孤子解、三角函数光滑周期解、光滑和紧孤子相组合

的周期解和双周期解．
２） 新孤子解．这里包括了双曲函数光滑单孤子解、尖峰单孤子解和双孤子解．

８５５ 套　 格　 图　 桑



在方程（２）中取 ｐ ＝ １，α ＝ － １，β ＝ ３ ／ ２，γ ＝ － ２，δ ＝ － １， 获得 Ｃａｍａｓｓａ⁃Ｈｏｌｍ 方程（１）的三

角函数紧孤子解、三角函数光滑周期解、光滑和紧孤子相组合的周期解、光滑单孤子解和尖峰

单孤子解．
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