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摘要：　 以三自由度二元机翼为研究对象，将浮沉位移和俯仰位移方向的非线性刚度简化为立方

非线性，对于存在间隙的控制面采用双线性刚度代替．考虑准定常气流，建立气动弹性运动方程，通
过数值模拟构造峰值⁃峰值图，反映其在不同气流速度下的振动特征．通过弧长数值连续法构造系

统的分岔图，结合 Ｆｌｏｑｕｅｔ 算子研究其稳定性及其分岔类型，所得分岔图和数值模拟的结果相吻合．
由分岔图可得系统由于控制面双线性的存在，导致机翼结构振动形态多变，存在多个分岔点和多

个不稳定区间，不仅存在极限环振动和非光滑准周期振动，而且在某些不稳定区间出现混沌现象．
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引　 　 言

机翼颤振是一种可能带来灾难性后果的气动弹性现象，在飞行器设计阶段要求进行颤振

分析．机翼颤振是由机翼的结构和气流的流固耦合引起的．由于结构非线性和气动非线性的存

在，振动幅值限制在一定范围内，其主要形式为极限环颤振．极限环颤振是指气流速度增加导

致系统中出现 Ｈｏｐｆ 分岔而产生的周期振动．极限环颤振是气动弹性的重要问题，对飞行器结

构造成危害，如 Ｆ⁃１６ 和 Ｆ ／ Ａ⁃１８ 战机在超音速飞行时产生了极限环颤振［１］ ．对于极限环颤振，
在理论与实验方面均已经做了不少研究．Ｇｉｌｌｉａｔｔ 等研究了结构非线性和失速状态下气动非线

性的运动，得到极限环颤振［２］ ．Ｊｏｎｅｓ 和 Ｒｏｂｅｒｔｓ 等识别了带双线性的非线性气动弹性结构的极

限环颤振［３］ ．Ｔａｎｇ 和 Ｄｏｗｅｌｌ 研究了带外挂的机翼产生间隙非线性结构的振动响应［４］ ．郭虎伦

和陈予恕对超声速流中含间隙和立方非线性二元机翼的颤振进行了动力学分析［５］ ．齐欢欢等

对超音速飞行器的机翼颤振进行了反馈控制研究［６］ ．赵永辉等进行了大展弦比夹芯翼大攻角

颤振分析［７］ ．崔鹏等研究了新型运输机的颤振特征，发现了翼梢装置对机翼颤振的不利影

响［８］ ．周秋萍和邱志平研究了外挂连接具有初偏间隙非线性的机翼颤振问题，并对其颤振进行

区间分析得到颤振边界曲线［９］ ．史爱明等研究带立方刚度非线性的超音速机翼颤振时发现流

速增大，极限环振荡的形态有很大的不同［１０］ ．这些研究表明，在一定条件下，流速增加时，周期

运动特征会发生变化，如闭轨曲线拓扑形状变化，但这种变化的机制尚不清楚．
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研究气动弹性系统在不同流速下的整体振动特征，常用的方法是计算其分岔图．对于预测

和分析机翼结构分岔的方法主要有范式法［１１］、中心流方法［１２］、胞映射法［１３］、谐波平衡法［１４］

等．目前，数值法在气动弹性系统分析和分岔计算中得到广泛的应用和发展，如 Ｄｉｍｉｔｒｉａｄｉｓ［１５］

用数值法计算了带间隙非线性的气动弹性结构的分岔．而对于气动弹性系统的强非线性，不同

系统具有很强的独特性，难以用一种通用的方法实现分岔的分析．使用数值法对于非光滑振动

系统，分析过程往往容易遇到奇点，导致计算失败．本文针对控制面带双线性刚度的三自由度

二元机翼，设计基于弧长数值连续的方法，实现分岔和稳定性的高效快速计算．

１　 二元机翼模型

考虑不可压缩气流中具有浮沉、俯仰和控制面转动的三自由度二元机翼振动系统模型，如
图 １ 所示．图 １ 中 ｅ 是空气动力焦点到弹性轴的距离；ｂ 是半弦长；ａ 是从半弦点到弹性轴的距

离；ｃ是从半弦点到控制面的距离．ｈ，α 和 β 分别为浮沉位移、俯仰位移和控制面的转动位移．Ｋｈ

和 Ｋα 表示 ｈ 和 α 方向的弹性系数；ｃ１ 和 ｃ２ 表示 ｈ 和 α 方向的非线性刚度系数；控制面转动的

刚度用双线性表示，恢复力矩Ｍｃ（β） 如图 １（ｂ）所示，其中 ２δ 表示控制截面在间隙中可转动的

角度．Ｕ 为气流速度．运动方程为

　 　
Ｍｈ ＋ Ｓαα ＋ Ｓββ ＋ Ｋｈ（ｈ ＋ ｃ１ｈ３） ＝ － Ｌｙ，

Ｉαα ＋ （ Ｉβ ＋ ｂ（ａ ＋ ｃ）Ｓβ）β ＋ Ｓαｈ ＋ Ｋα（α ＋ ｃ２α３） ＝ Ｍｙ，
Ｉβα ＋ Ｓβｈ ＋ （ Ｉβ ＋ ｂ（ａ ＋ ｃ）Ｓβ）α ＋ Ｍｃ（β） ＝ Ｍβ，
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（１）

其中 Ｍ 为机翼质量，Ｓα 和 Ｓβ 分别为机翼主体和控制面的质量不平衡，Ｉα 和 Ｉβ 为机翼主体和控

制面的转动惯量．

（ａ） 机翼截面结构 （ｂ） 控制面双线性扭转刚度

（ａ） Ｔｈｅ ｔｙｐｉｃａｌ ｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ａｎ ａｉｒｆｏｉｌ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｕｒｆａｃｅ （ｂ） Ｐｉｅｃｅｗｉｓｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｒｅｓｔｏｒｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ｆｏｒ ｃｏｎｔｒｏｌ⁃ｓｕｒｆａｃｅ
图 １　 带控制面二元机翼模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ２Ｄ ａｉｒｆｏｉｌ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｕｒｆａｃｅ

记 ｑ 为气动压强，Ｓ 为受压面积．假设气流为不可压缩准定常状态，提升力 Ｌ 可表示为 Ｌ ＝
ｑＳ（αｅｆｆ），其中 αｅｆｆ ＝ α ＋ ｈ ／ Ｕ ．在模型中 Ｌα 和 Ｌβ 可分别表示为

　 　
Ｌα ＝ １ ＋ ｃ
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（２）

当转角为小角度时力矩 Ｍα ≈ ｅＬα，Ｍβ ≈ ｅＬβ， 式（１）无量纲方程如下：
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ｙ″ ＋ ｘαα″ ＋ ｘββ″ ＋ μＣＬ，αｕ∗ｙ′ ＋ Ω２
ｙｙ ＋ μＣＬ，αｕ∗２α ＋

　 　 １ － ｃ
２

μＣＬ，βｕ∗２β ＋ ξｙｙ３ ＝ ０，

ｒ２αα″ ＋ （ ｒ２β ＋ （ｃ ＋ ａ）ｘβ）β″ ＋ ｘαｙ″ ＋ ｒ２αα ＋

　 　 （１ － ｃ）（ｃ ＋ ａ） － （１ ＋ ｃ） ｒ
２
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　 　 （１ － ｃ）（ｃ ＋ ａ）
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μＣＬ，βｕ∗２β ＋ ξαα３ ＝ ０，

ｒ２ββ″ ＋ （ ｒ２β ＋ （ｃ ＋ ａ）ｘβ）α″ ＋ ｘαｙ″ －
（１ － ｃ）
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ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（３）

其中方程中各无量纲参数分别为 ｙ ＝ ｈ ／ ｂ，ｘα ＝ Ｓα ／ （Ｍｂ） ＝ ０．２，ｘβ ＝ Ｓβ ／ （Ｍｂ） ＝ ０．０１，ωｈ 和 ωα 表

示线性固有频率，ωｈ ＝ Ｋｈ ／ Ｍ ＝ ４．６，ωα ＝ Ｋα ／ Ｉα ＝ ９．２，Ωｙ ＝ ωｈ ／ ωα ＝ ０．５，μ 表示空气密度比

为 １ ／ （１０π），ＣＬ，α 和 ＣＬ，β 为机翼和控制面与气流方向零角度时的提升力系数，均为 ２π ． ｕ∗ ＝
Ｕ ／ （ｂωα） 表示气流速度大小．另外，ｒα ＝ ０．５，ｒβ ＝ ０．０５，ｒ ＝ ｅ ／ ｂ ＝ ０．５，ξｙ ＝ ξα ＝ １．无量纲方程中时

间 τ ＝ ωα ｔ ．控制面非线性恢复力矩 ｍｃ（β） 可表示为

　 　 ｍｃ（β） ＝
ｋβ ＋ Ｋ（β － δ）， β ＞ δ，
ｋβ ＋ Ｋ（β ＋ δ）， β ＜ － δ，
ｋβ， β ≤ δ，
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其中　 　 δ ＝ ０．３．

２　 数值响应特征

假设 ξｙ ＝ ξα ＝ ０且控制面小角度转动ｍｃ（β） ＝ ｋβ，考虑方程（３） 对应的线性化微分方程．对

于此线性微分方程，做特征值分析，假设 ｙ ＝ ｅｐτｙ－， α ＝ ｅｐτα－， β ＝ ｅｐτβ
－
， 代入线性方程， 根据不同

的风速 ｕ∗ 解得 ｐ ＝ ｐｒ ＋ ｉω ．实数部分代表系统的稳定性， ω表示响应的频率值．当 ｐｒ ＞ ０时， 表

示响应是不稳定的．当 ｐｒ ＜ ０时，系统的响应为稳定的．ｐｒ ＝ ０对应的风速 ｕ∗ 为颤振发生的临界

值．此线性系统不同风速 ｕ∗ 值时 ｐ 的解如图 ２ 所示．

图 ２　 不同风速下线性微分方程特征值 ｐ 的实部和虚部

Ｆｉｇ． ２　 Ｒｅａｌ ａｎｄ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔｓ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｐ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

由图 ２ 可得当风速 ｕ∗ ＝ ０．８８ 时， ｐｒ ＝ ０，可得线性系统颤振临界值风速为 ０．８８．当 ｕ∗ ＜
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０􀆰 ８８ 时，ｐｒ ＜ ０，响应收敛．当 ｕ∗ ＞ ０．８８时，ｐｒ ＞ ０，发生颤振．给定系统初始位移 ｙ（０） ＝ ０．００１，
α（０） ＝ β（０） ＝ ０，初始速度 ｙ′（０） ＝ α′（０） ＝ β′（０） ＝ ０．数值模拟系统响应见图 ３，对于线性系统

如果风速小于临界风速，响应收敛趋于 ０，例如 ｕ∗ ＝ ０．５， 系统响应如图 ３（ａ）所示．当风速大于

临界风速时响应发散，例如 ｕ∗ ＝ ０．９， 系统响应如图 ３（ｃ）所示．
对于非线性微分方程（３），相同的初值，当风速小于临界风速时响应收敛（如图 ３（ｂ）所

示），当风速大于临界风速时系统响应形成极限环（如图 ３（ｄ）所示）．当风速继续增大，例如 ｕ∗

＝ ０．９１２ 时，系统响应将出现准周期运动；当 ｕ∗ ＝ ０．９２８ 时系统产生混沌现象（如图 ４ 所示）．

图 ３　 线性系统及非线性系统在风速小于临界风速（（ａ），（ｂ））和大于临界风速（（ｃ），（ｄ））时的响应对比

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ａｔ ｓｕｂｃｒｉｔｉｃａｌ （（ａ），（ｂ）） ａｎｄ ｓｕｐｅｒｃｒｉｔｉｃａｌ （（ｃ），（ｄ）） ｒｅｄｕｃｅｄ
ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ａｎｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍｏｄｅｌｓ

（ａ） 准周期响应

（ａ） Ｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ
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（ｂ） 混沌现象

（ｂ） Ｃｈａｏｔｉｃ ｍｏｔｉｏｎ
图 ４　 准周期响应和混沌现象及对应的相位图

Ｆｉｇ． ４　 Ｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｎｄ ｃｈａｏｔｉｃ ｍｏｔｉｏｎ， ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ

为了描述非线性系统的整体响应特征，在不同风速下分别数值模拟系统响应，记录响应稳

定后的极值形成峰值⁃峰值图，如图 ５ 所示．峰值⁃峰值图初步反映了系统的分岔结构，当 ｕ∗ ＝
０．８８ 时系统发生 Ｈｏｐｆ 分岔，这与基于线性系统的特征值分析相一致．由峰值⁃峰值图可得当风

速小于 ０．９０３ 时，控制面振动幅值小于 ０．３，系统响应为光滑振动；如果风速大于 ０．９０３，系统响

应为非光滑振动．当风速介于 ０．９０３ 和 ０．９１８ 之间时响应为周期运动，形成极限环．当风速介于

０．９１８ 与 ０．９２２ 之间以及 ０．９２３ 与 ０．９４１ 之间将出现混沌现象．当风速大于 ０．９０３，除上述区域外

系统都将发生准周期运动．

图 ５　 峰值⁃峰值图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｐｅａｋ⁃ｔｏ⁃ｐｅａｋ ｖａｌｕｅ ｄｉａｇｒａｍ

３　 基于长度数值连续法的分岔和稳定性分析

数值连续法用于求解带一个或多个参数的非线性问题［１６］，在求解气动弹性力学问题中已

有相应的软件包如 ＡＵＴＯ［１７］和 ＭＡＴＣＯＮＴ［１８］，Ｒｏｂｅｒｔｓ 等［１９］利用其求解双线性问题的解，Ｄｉｍｉ⁃
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ｔｒｉａｄｉｓ 求解了间隙非线性机翼振动的分岔问题［１５］ ．数值连续法主要用于求解如下形式的非线

性代数方程的解：
　 　 ｆ（ｘ，λ） ＝ ０， （４）

其中 ｆ 表示非线性函数向量，ｘ 表示未知数向量，λ 表示变量．给定方程在 λ ０ 时已知解ｘ０，利用

数值连续法寻找在变量 λ ０ ＋ Δλ 时的解ｘ０ ＋ Δｘ，其中 Δλ 为微小变化．
在本文中需要求解的是常微分方程，其形式为

　 　 ｘ ＝ ｆ（ｘ，λ）， （５）
其中 ｘ ＝ ［ｘ１（ ｔ）　 ｘ２（ ｔ）　 …　 ｘｎ（ ｔ）］ Ｔ， ｆ ＝ ［ ｆ１ 　 ｆ２ 　 …　 ｆｎ］ Ｔ，λ 为变量参数．使用数值连续法

需要把常微分方程转化为代数方程．基于系统的周期解分析分岔问题，把方程（４）转化为一系

列的非线性代数方程

　 　 Ｆ（ｘ（ ｔ），λ） ＝ ０， （６）
其中 Ｆ表示非线性函数．在特定的参数 λ 下，给定一个假设的初始值 ｘ０， 基于 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）迭
代可以得到其精确解 ｘ：

　 　 ∂Ｆ
∂ｘ ｘ０，λ

Δｘ ＝ － Ｆ（ｘ０，λ）， （７）

　 　 ｘ１ ＝ ｘ０ ＋ Δｘ， （８）
其中 Δｘ 表示对ｘ０ 的改进，经过多次迭代可以得到精确值．

把常微分方程转化为代数方程常用的方法为打靶法，是一种边界值方法．若方程的解 ｘ（ ｔ）
是周期解，那么数值连续法就转化为求解如下的边界值问题：

　 　 ｘ（０） ＝ ｘ（Ｔ） ． （９）
常微分方程转化为

　 　 Ｆ（ｘ，Ｔ，λ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｘｉ（０） － ｘｉ（Ｔ） ｜ ＝ ０， （１０）

给定初始值 ｘ（０），通过数值积分得到 ｘ（Ｔ），计算函数 Ｆ 的值．对于求解微分方程的响应可以

使用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ（龙格⁃库塔）等数值方法．假设系统参数为 λ ０ 时，响应为ｘ０（ ｔ），周期为 Ｔ０，则
当参数为 λ ＝ λ ０ ＋ Δλ 时，

　 　 ∂Ｆ
∂ｘ（０） ｘ０，Ｔ０，λ

∂Ｆ
∂Ｔ ｘ０，Ｔ０，λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Δｘ
ΔＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － Ｆ（ｘ０（０），Ｔ０，λ）， （１１）

　 　
ｘ１（０）
Ｔ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｘ０（０）
Ｔ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

Δｘ
ΔＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１２）

方程（１１）表示 ｎ个方程有 ｎ ＋ １个未知数．在这个方程中，使用相位固定法，最简单的就是

假设初值中一个元素始终为 ０，如 ｘ１（０） ＝ ０，这样未知数就降为 ｎ 个．
∂Ｆ ／ ∂ｘ（０） 和 ∂Ｆ ／ ∂Ｔ 两个偏微分矩阵可以通过数值方法计算， ∂Ｆ ／ ∂ｘ（０） ｘ０，Ｔ０，λ 可表示成

　 　 ∂Ｆ
∂ｘ（０） ｘ０，Ｔ０，λ

＝ １
δｘ

Ｆ（ｘ（０） ＋ δｘ１，Ｔ０，λ） － Ｆ（ｘ（０），Ｔ０，λ）
Ｆ（ｘ（０） ＋ δｘ２，Ｔ０，λ） － Ｆ（ｘ（０），Ｔ０，λ）

︙
Ｆ（ｘ（０） ＋ δｘｎ，Ｔ０，λ） － Ｆ（ｘ（０），Ｔ０，λ）

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

Ｔ

， （１３）

其中 δｘ 是微小量，δｘｉ 表示为 ｎ × ｎ 矩阵 δ × Ｉ的第 ｉ 列．当 ｘ（０） 的第一个元素均为 ０ 时，计算

Ｊａｃｏｂｉ（雅可比）矩阵从 ｉ ＝ ２ 开始，矩阵维数为 ｎ × （ｎ － １） ．
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上述方法为基本的数值连续法，称为自然参数连续．对于非线性问题，基于自然参数的连

续法求解时其解的分支可能出现折返、交叉甚至消失．这类情况会产生奇异点，自然参数的连

续法将失效．更加有效的方法是采用弧长连续（ａｒｃｌｅｎｇｔｈ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ）．弧长数值连续选用参数

ｓ不再采用系统参数λ，对应的步长采用Δｓ ．当数值连续进行到分岔附近则需要减少步长，以免

丢失真实的解．当远离分岔时若采用很小步长，则影响方法的计算效率．故需采用变步长的策

略［１５］ ．弧长为 ｘ（０），Ｔ 和 λ 对应 ｓ 的改变速率为

　 　 Δｘ∂ｘ
Ｔ（０）
∂ｓ ｘ０，Ｔ０，λ０

＋ ΔＴ ∂Ｔ
∂ｓ ｘ０，Ｔ０，λ０

＋ Δλ ∂λ
∂ｓ ｘ０，Ｔ０，λ０

＝ Δｓ， （１４）

把 Δλ 看成另外一个未知数，可以得到

　 　

∂Ｆ
∂ｘ（０）

∂Ｆ
∂Ｔ

∂Ｆ
∂λ

∂ｘＴ（０）
∂ｓ

∂Ｔ
∂ｓ

∂λ
∂ｓ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ｘ０，Ｔ０，λ０

Δｘ
ΔＴ
Δλ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
＝

－ Ｆ（ｘ０（０），Ｔ０，λ ０）
Δｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１５）

　 　

ｘ１（０）
Ｔ１

λ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

＝

ｘ０（０）
Ｔ０

λ ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

＋
Δｘ
ΔＴ
Δλ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
． （１６）

此时系统为 ｎ ＋ １ 个方程，可以求解 ｎ ＋ １ 个未知数．
方程组（１５）中如何选择 Δｓ 是一个关键问题，如果选择 Δｓ 过大则会错失奇异点导致计算

失败，选择Δｓ过小则会导致计算速度过慢．通常可以根据方向向量的曲率选择Δｓ的步长，在曲

率大的时候选择小步长，小曲率时选择大步长．假设 ｕ ＝ ［ΔｘＴ（０）　 ΔＴ　 Δλ］， 对方程（１５）进

行 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代，当 ｕＴｕ ＜ ε 时迭代停止．ｕ１ 为第一次迭代后的增量，ｕ２ 为第二次迭代后的增

量．定义迭代的收缩速率

　 　 κ ＝
ｕＴ

２ｕ２

ｕＴ
１ｕ１

（１７）

表示解在前两个迭代周期的逼近速度，假定此速率为常数 κ－ ．弧长的新增量可以定义为

　 　 Δｓ ＝ Δｓ κ－

κ
． （１８）

对于周期解，另外一个重要性质是稳定性．若对其初始条件施加一个微小扰动，运动偏离

原来周期运动则为不稳定，反之为稳定．对于一个周期为 Ｔ 的运动轨迹 ｘ（ ｔ，ｘ（０）），其在 ｔ ＝ Ｔ
时的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 ΦＴ（ｘ（０）） ＝ ∂ｘ（ ｔ，ｘ（０））
∂ｘ（０） ｔ ＝ Ｔ

． （１９）

对初始条件施加微扰动 Δｘ（０），对扰动后的解 ｘ（Ｔ，ｘ（０） ＋ Δｘ（０）） Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）展开

　 　 Δｘ（Ｔ） ＝ ΦＴ（ｘ（０））Δｘ（０） ＋ ｏ（‖Δｘ（０）‖２）， （２０）
其中 Δｘ（Ｔ） ＝ ｘ（Ｔ，ｘ（０） ＋ Δｘ（０）） － ｘ（Ｔ，ｘ（０）），表示经过一个周期后运动的偏离量，经过ｍ
个周期

　 　 Δｘ（ｍＴ） ＝ ［ΦＴ（ｘ（０））］ｍΔｘ（０） ＋ ｏ（‖Δｘ（０）‖２） ． （２１）
周期运动的稳定性取决于矩阵 ΦＴ 的 ２ｎ 个特征值，即 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子．若 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子至少有一个

值大于 １，则周期运动为不稳定，反之则系统稳定．
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图 ６　 基于数值连续法的分岔图及其与峰值⁃峰值图对比（图中黑点表示峰值⁃峰值图）
Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｆｒｏｍ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃｏｎｔｉｎｕａｔｉｏｎ ｉｎ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｅａｋ⁃ｔｏ⁃ｐｅａｋ ｖａｌｕｅ ｄｉａｇｒａｍ

图 ７　 分岔点处 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子的变化趋势

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ Ｆｌｏｑｕｅｔ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ ｍｏｖｅｍｅｎｔｓ ａｔ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ

给定一个初始的周期解，基于上述的弧长数值连续，可以得到系统在不同参数下的周期解

及其稳定性，构造系统的分岔图，如图 ６ 所示．图 ６ 中红线为稳定解，绿色表示不稳定解．从分岔

图中可以得到在风速为 ０．８８ 时发生 Ｈｏｐｆ 分岔，这和基于线性系统的特征值分析吻合．在风速

介于 ０．８８ 和 ０．９１８ 之间的区域是稳定的极限环运动，与数值模拟的结果及峰值⁃峰值图的稳定

周期运动相吻合．在 ０．９１８ 处出现分岔点，运动由稳定转变为不稳定，在 ０．９１８～０．９２１ 之间的不

稳定区间产生了混沌运动．在分岔图中第 ２ 点处，周期运动又转为稳定，产生了非光滑的准周
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期运动．此外图中还可以发现在 ０．９４０ ５～０．９４６ ５ 之间有第三个稳定区间，此区间由峰值⁃峰值

图可以发现提升和俯仰自由度的运动接近于单周期运动，而控制界面产生双周期运动．当风速

大于 ０．９６２ 时也是稳定区间，此时 ３ 个自由度的运动均为三周期运动．在 ０．９２３～０．９４０ ５ 区间为

第二个不稳定区间，此区间为混沌运动．在 ０．９４６ ５～０．９６２ 之间为第三个不稳定区间，此处将产

生复杂的准周期运动．
分岔图中有 ６ 个点发生了稳定性转变（图 ６ 所示），为了研究分岔点的类型，图 ７ 描述了在

分岔点附近的 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子变化趋势．在第 １ 点处，可以发现其中一个实数 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子从单位

圆内部逐渐往单位圆外部增长，表示在此处由稳定变为不稳定，这种变化为鞍形分岔．在第 ３
点和第 ５ 点处实数 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子有相似的变化趋势，均为由稳定到不稳定的鞍形分岔．在第 ６
点处实数 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子从单位圆外部逐渐往单位圆内部减少，同样是鞍形分岔，只是稳定性变

化由不稳定趋向稳定．在第 ２ 点和第 ４ 点处的一对复数 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子由单位圆外部向单位圆内

部运动，此分岔为 Ｎｅｉｍａｒｋ⁃Ｓａｃｋｅｒ 分岔，稳定性由不稳定趋向稳定．

４　 结　 　 论

本文研究三自由度二元机翼，根据气动弹性理论建立运动方程．通过数值模拟方程的响应

得到峰值⁃峰值图初步判断此系统的整体振动特征，发现系统存在多种不同的振动形式，不仅

存在极限环振动和非光滑准周期振动，而且在某些不稳定区间会出现混沌现象．通过弧长数值

连续法构造系统的分岔图， 对比峰值⁃峰值图显示两者的结果相吻合，验证系统由于控制面双

线性的存在，导致机翼结构振动形态多变．计算周期运动的 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子，判定不稳定区间及分

岔点的类型，得到系统存在多个不稳定和稳定区间，并识别到多个分岔点，出现 Ｈｏｐｆ 分岔、鞍
形分岔和 Ｎｅｉｍａｒｋ⁃Ｓａｃｋｅｒ 分岔．
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