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摘要：　 为分析边界条件不确定性对方腔内自然对流换热的影响，发展了一种求解随机边界条件

下自然对流换热不确定性传播的 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 随机有限元方法．通过对输入参数场随机边界条件进

行 Ｋａｒｈｕｎｅｎ⁃Ｌｏｅｖｅ 展开及基于 Ｌａｔｉｎ（拉丁）抽样法生成边界条件随机样本，数值计算了不同边界条

件随机样本下方腔内自然对流换热流场与温度场，并用采样统计方法计算了随机输出场的平均值

与标准偏差．根据计算框架编写了求解随机边界条件下方腔内自然对流换热不确定性的 ＭＡＴＬＡＢ
随机有限元程序，分析了随机边界条件相关长度与方差对自然对流不确定性的影响．结果表明：平
均温度场及流场与确定性温度场及流场分布基本相同；随机边界条件下 Ｎｕ 数概率分布基本呈现

正态分布，平均 Ｎｕ 数随着相关长度和方差增加而增大；方差对自然对流换热的影响强于相关长度

的影响．
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引　 　 言

封闭腔体内流动与换热现象广泛存在于各工程领域，如地下水与大气环流、太阳能热利

用、建筑物隔热绝缘、电子器件冷却、动力电站封闭母线等［１⁃２］ ．国内外学者对封闭腔体内流动

与换热现象开展了大量研究．Ｃóｒｄｏｂａ 等［３］ 研究了流体黏性随温度变化的方腔内自然对流换

热．Ｙｏｕｓａｆ 等［４］研究了周期性垂直壁粗糙度对方腔内自然对流的影响，发现粗糙壁面对腔体内

对流换热具有很大影响，当冷热壁面呈现正弦粗糙时腔体内传热性能最多降低 ２８％．Ｄｕｂｏｉｓ
等［５］利用多重弛豫时间晶格 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ（玻尔兹曼）方法研究了 Ｒａ 数变化范围为 １０３ ～１０６时方

腔内的自然对流．常春等［６］通过实验及数值方法对非均匀边界条件下太阳能高温吸热管内的

湍流传热进行了分析．上述研究都是考虑确定性条件即控制方程中所有参数均视为确定性变

量（物性参数、几何条件与边界条件）下的流动与传热．实际上，由于恶劣的环境因素、不完整的
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知识及不可避免的测量误差等会引起物性参数、几何条件与边界条件等的不确定性，同时这些

不确定性在控制方程中传播会造成流动与传热的不确定性［７⁃９］ ．
近年来，不确定性条件下的热传导问题渐渐成为研究的热点并发展出多种热传导不确定

性分析的数值计算方法．最先发展起来的是 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 随机有限元方法（Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ ｓｔｏｃｈａｓ⁃
ｔｉｃ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ＭＣＳＦＥＭ），该方法被认为是目前解决随机问题最简单的方法，其实质

是通过生成大量的输入随机场，然后进行每个输入随机场下的确定性分析，最后运用统计分析

方法计算输出随机场的随机性质．Ｚｈｏｕ 等［８］采用 Ｎｅｕｍａｎｎ（诺伊曼）随机有限元法（ＮＳＦＥＭ）研
究了寒冷地区宽路基高速公路的温度分布特征，发现不同时刻土壤特性和边界条件的随机性

作用不同．Ｈｏｓｓｅｉｎｉ 等［９］应用随机混合数值方法对机械性能参数均为 Ｇａｕｓｓ（高斯）分布变量时

热冲击下的厚空心圆柱体弹性波进行了瞬态分析．云永琥等［１０］采用加权最小二乘无网格法来

分析随机稳态温度场．这些研究通过采用随机方法获得了不确定性条件对温度场的不确定性

影响．王涛等［１１⁃１４］应用 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 随机有限元法对土壤物性参数不确定性条件下的单管及多

圈管的冻结温度场进行了瞬态分析，同时他们还研究了立井井壁随机温度场．孙红等［１５］ 基于

Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 方法对冻土路基随机温度场进行了分析．Ｚｈａｎｇ 等［１６］采用了准 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 有限体

积法求解扩散系数不确定性的对流扩散方程，并给出了其收敛标准．除了 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 随机有

限元方法外，一些学者提出了广义多项式混沌方法、概率配点法、随机区间有限体积法等方法．
Ｘｉｕ 等［１７］提出一种广义多项式混沌算法求解具有不确定性输入的瞬态热传导，如随机导热系

数和热容，并用于电子芯片温度场不确定性分析，获得电子芯片温度场不确定性分布．Ｗａｎｇ
等［１８⁃２０］同时考虑材料属性、外部荷载与边界条件，发展了 ３ 种预测不确定性条件下稳态温度

场的数值计算方法———随机区间有限体积法、稀疏网格随机配点法及模糊随机有限元方法，并
与传统的 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 法相比，验证了这 ３ 种方法运用于稳态热传导问题的可行性与有效性．

与热传导问题不确定性分析相比，流动与传热耦合问题的不确定性分析需要同时耦合计

算质量守恒方程、动量守恒方程及能量守恒方程，其不确定性分析要远比热传导问题复杂，因
此流动与传热耦合问题不确定性分析的研究与应用报道并不多见．本文把 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 随机有

限元方法引入到流动与传热耦合问题的不确定性分析中并编写了相应的 ＭＡＴＬＡＢ 程序，进行

了随机边界条件下方腔内自然对流的不确定性分析．

１　 确定性物理数学模型

考虑长度为 Ｌ 的二维方腔，其物理模型与坐标系统如图 １ 所示．方腔内充满密度为 ρ、分子

黏度为 μ、导热系数为 ｋ 的 Ｎｅｗｔｏｎ（牛顿）流体．方腔左侧垂直壁面等温加热，右侧垂直壁面等

温冷却，上下壁面绝热．
方腔内流体自然对流确定性无量纲控制方程表示如下：
连续性方程
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能量方程

　 　 Ｕ ∂θ
∂Ｘ

＋ Ｖ ∂θ
∂Ｙ

＝ ∂２θ
∂Ｘ２

＋ ∂２θ
∂Ｙ２ ． （４）

式（１） ～ （４）中无量纲参数分别为

　 　 Ｘ ＝ ｘ
Ｌ
， Ｙ ＝ ｙ

Ｌ
， Ｕ ＝ ｕ·Ｌ

α
， Ｖ ＝ ｖ·Ｌ

α
， θ ＝

Ｔ － Ｔ０

Ｔｈ － Ｔｃ
，

　 　 Ｐ ＝ ｐ·Ｌ２

ρα２ ， Ｔ０ ＝
Ｔｈ ＋ Ｔｃ

２
， Ｒａ ＝

ｇβ（Ｔｈ － Ｔｃ）Ｌ２

να
， Ｐｒ ＝ ν

α
，

其中 Ｘ，Ｙ 为无量纲坐标；Ｕ，Ｖ 为无量纲速度；θ 为无量纲温度；Ｐ 为无量纲压力；Ｐｒ 为

Ｐｒａｎｄｔｌ（普朗特） 数，取固定值为 １；Ｒａ 为 Ｒａｙｌｅｉｇｈ（瑞利） 数，取固定值为 １０３；Ｔ 为流体温度，
Ｋ，且参考温度定义为 Ｔ０ ＝ （Ｔｈ ＋ Ｔｃ） ／ ２，Ｋ， 下标 ０，ｈ，ｃ 分别表示参考值、高温值和低温值； ｇ
为重力加速度，ｍ·ｓ－２； β 为热膨胀系数，Ｋ－１ ．

图 １　 随机温度边界条件下方腔内自然对流示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ｃａｖｉｔｙ ｕｎｄｅｒ
ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

采用热壁面的平均 Ｎｕｓｓｅｌｔ（努谢尔）数来描述自然对流换热性能：

　 　 Ｎｕ ＝ ∫１
０
－ ∂θ

∂Ｘ Ｘ ＝ ０
ｄＹ ． （５）

２　 随机边界条件及其 Ｋａｒｈｕｎｅｎ⁃Ｌｏｅｖｅ 展开

由于方腔壁面加热或冷却的不均匀性及不可避免的温度测量误差会造成方腔壁面温度不

确定性，本文仅考虑冷壁面温度随机波动即不确定性的影响，则冷壁面温度可以表示为

　 　 θ（Ｘ ＝ １，Ｙ） ＝ θｃ ＋ θ′（Ｙ） ＝ － ０．５ ＋ θ′（Ｙ） ． （６）
使用〈·〉表示期望，则 〈θ（Ｘ ＝ １，Ｙ）〉 ＝ θｃ，〈θ′（Ｙ）〉 ＝ ０，即冷壁面平均温度与 Ｙ 轴位置不相关．
　 　 假定冷壁面温度呈 Ｇａｕｓｓ 随机分布，则其特征由归一化方差 σ２

θ 与协方差函数 κ 决定：
　 　 κ（Ｙ１，Ｙ２） ≡ κ（ Ｙ１，Ｙ２ ） ≡ 〈θ′（Ｙ１）θ′（Ｙ２）〉 ＝ σ２

θｅｘｐ［ － Ｙ１ － Ｙ２ ／ Ｌｃ］， （７）
其中， Ｌｃ 为相关长度．通过 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数展开，协方差函数 κ 可以分解［２１⁃２２］为

　 　 κ（Ｙ１，Ｙ２） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
λ ｉ ｆｉ（Ｙ１） ｆｉ（Ｙ２）， （８）

式中， λ ｉ 和 ｆｉ（Ｙ） 分别为特征根和特征函数．由此， θ（Ｘ ＝ １，Ｙ） 可表示为
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　 　 θ（Ｘ ＝ １，Ｙ） ＝ － ０．５ ＋ ∑
∞

ｉ ＝ ０
λ ｉ ｆｉ（Ｙ）ξｉ， （９）

式中， ξｉ 为 ０ 均值单位方差的正交 Ｇａｕｓｓ 随机变量．在实际应用中，对于扰动随机项，可以选取

前 Ｎ 项（本研究取前 １００ 项）近似表示为

　 　 θ（Ｘ ＝ １，Ｙ） ＝ θｃ ＋ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
λ ｉ ｆｉ（Ｙ）ξｉ ． （１０）

特征根 λ ｉ 和特征函数 ｆｉ（Ｙ） 可通过求解 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 方程（１１）得到

　 　 ∫１
０
κ（Ｙ１，Ｙ２） ｆ（Ｙ２）ｄＹ２ ＝ λｆ（Ｙ１） ． （１１）

Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 方程可以通过解析方法与数值计算方法两种方法得到，本文采用解析方法获得

特征根 λ ｉ 与特征函数 ｆｉ（Ｙ） 如下：
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式中 ωｉ 为方程（１４）的正根
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图 ２ 给出了冷壁面随机温度边界相关场的特征模式及随机场实现，其中图 ２（ａ）为相关长度

Ｌｃ ＝ １ 时前 １０ 项特征值与特征向量，图 ２（ｂ）为 ２０ 组冷壁面随机温度扰动 θ′ 的随机场实现．

（ａ） 特征模式 （ｂ） 随机实现

（ａ） Ｅｉｇｅｎｍｏｄｅｓ （ｂ） Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎｓ
图 ２　 随机边界条件相关场特征模式及随机场实现

Ｆｉｇ． ２　 Ｅｉｇｅｎｍｏｄｅｓ ａｎｄ ｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｆｉｅｌｄ
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３　 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 随机有限元方法的实现及验证

３．１　 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ随机有限元方法的实现

Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 方法是从同一母体中抽取简单子体来做抽样实验的方法．简单子体是具有相

同分布的独立随机变量 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ， 由 Ｗｉｅｎｅｒ⁃Ｋｈｉｎｃｈｉｎ（辛钦）大数定理与 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ（伯努

利）大数定理可知，当样本数量足够大时，抽出子体的平均值收敛于数学期望，事件出现频率

收敛于事件概率．图 ３ 给出基于 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 随机有限元方法的随机温度边界条件下方腔内流

体自然对流数值计算程序运行流程图，并根据程序运行流程图编制了相应的 ＭＡＴＬＡＢ 程序代

码．程序运行流程图基本步骤如下：
１） 应用 Ｋａｒｈｕｎｅｎ⁃Ｌｏｅｖｅ 展开对已知协方差函数的冷壁面随机温度边界条件输入场进行

展开，采用 Ｌａｔｉｎ 抽样法生成 ０ 均值单位方差的正交 Ｇａｕｓｓ 随机变量 ξｉ， 然后生成冷壁面随机

温度边界条件输入场样本．
２） 将每个冷壁面随机温度边界条件输入场样本代入确定性自然对流数值计算程序开展

求解，得到每个样本下的随机输出场．
３） 统计所有样本所对应的随机输出场 Ａ （速度场、温度场、压力场及 Ｎｕ 数等）的平均值

矩阵与方差矩阵，评估输出场的统计特性并进行不确定性分析．
平均值（期望）矩阵

　 　 Ｅ（Ａ） ＝ １
Ｍ∑

Ｍ

ｉ ＝ １
Ａｉ； （１５）

标准偏差矩阵

　 　 Ｄ（Ａ） ＝ １
Ｍ － １∑

Ｍ

ｉ ＝ １
［Ａｉ － Ｅ（Ａ）］ ２ ， （１６）

其中， Ｍ 为样本数目，本研究中取 ５ ０００ 个样本数目， Ａｉ 为第 ｉ 个随机温度输入场样本所对应

的随机输出场．
３．２　 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ随机有限元方法正确性验证

Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 方法是求解随机偏微分方程及其他随机问题的经典方法，其应用范围几乎没

有限制，目前国内外关于不确定性数值求解的文献普遍将该方法用于验证其他方法（如概率

配点法、随机区间有限体积法等）算法正确性与结果准确性的基准．本文应用 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 方法

开展随机边界条件下方腔内流体自然对流不确定性研究，可能产生误差的主要因素包括以下

３ 个方面：
１） 确定性条件下方腔内流体自然对流的数值计算引起的误差．本文平均 Ｎｕ 数计算结果

与基准值 １．１１８［４］完全吻合，这表明本文确定性条件下方腔内流体自然对流的数值计算结果

正确．
２） 随机边界条件 Ｋａｒｈｕｎｅｎ⁃Ｌｏｅｖｅ 展开引起的误差．本文随机边界条件 Ｋａｒｈｕｎｅｎ⁃Ｌｏｅｖｅ 展

开采用解析方法获得，因此所产生误差主要为截断误差．文献［２３］表明随机边界条件截断项数

超过 １５ 项时截断误差几乎可以忽略，而本文截断项数取 １００ 项，随机边界条件 Ｋａｒｈｕｎｅｎ⁃Ｌｏ⁃
ｅｖｅ 展开引起的误差很小，可以不予考虑．

３） 随机边界条件样本数引起的误差．如图 ４ 所示，随机边界条件样本数较少时，计算结果

（温度与速度最大标准偏差）出现较大震荡．当样本数达到 ２ ０００ 时，最大标准偏差波动基本趋

于平稳，标准偏差不再随样本数增加而改变，本文选取 ５ ０００ 个样本数，可以获得计算结果的

稳定解．

５８５基于 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 随机有限元方法的随机边界条件下自然对流换热不确定性研究



综上所述，Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 方法应用于随机边界条件下方腔内自然对流不确定性研究可行，
其结果是正确的．

图 ３　 程序运行流程图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

图 ４　 随机边界条件样本数对温度与速度标准偏差的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ， Ｕ⁃ｖｅｌｏｃｉｔｙ， ａｎｄ Ｖ⁃ｖｅｌｏｃｉｔｙ
ｏｖｅｒ ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｄｏｍａｉｎ ｐｌｏｔｔｅｄ ｖｓ． ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ

４　 数值算例分析

图 ５、图 ６ 分别给出了 Ｌｃ ＝ １，σθ ＝ ０．２５ 时随机输出场平均值和确定性输出场分布，随机输

出场平均值与确定性输出场分布规律基本相同．图 ７ 给出了随机输出场平均值与确定性输出

场偏差，由图可知，随机输出场平均值与确定性输出场存在着一定程度的偏差．速度场 Ｕ 偏差
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较大区域主要集中于方腔中上部与中下部区域，速度场 Ｖ 偏差较大区域主要集中于方腔中部

偏左部与中部偏右区域，与速度漩涡位置一致．这主要是由于壁面的黏滞效应，使得靠近壁面

处速度较小，而方腔中部流体流动速度较快，冷壁面随机温度分布对方腔中部速度场产生较大

的影响．温度场偏差较大区域主要集中于方腔右上角与左下角区域．而压力场偏差较大区域集

中于方腔左上角与右下角区域．

（ａ） Ｕ （ｂ） Ｖ

（ｃ） θ （ｄ） Ｐ
图 ５　 随机输出场平均值 （Ｌｃ ＝ １，σθ ＝ ０．２５）

Ｆｉｇ． ５　 Ｍｅａｎ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｏｕｔｐｕｔ ｆｉｅｌｄ （Ｌｃ ＝ １，σθ ＝ ０．２５）

（ａ） Ｕ （ｂ） Ｖ

７８５基于 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 随机有限元方法的随机边界条件下自然对流换热不确定性研究



（ｃ） θ （ｄ） Ｐ
图 ６　 确定性输出场

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ ｏｕｔｐｕｔ ｆｉｅｌｄ

（ａ） ΔＵ （ｂ） ΔＶ

（ｃ） Δθ （ｄ） ΔＰ
图 ７　 平均值与确定值偏差 （Ｌｃ ＝ １，σθ ＝ ０．２５）

Ｆｉｇ． ７　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｍｅａｎｓ ａｎｄ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ （Ｌｃ ＝ １，σθ ＝ ０．２５）

图 ８ 给出了随机场输出标准偏差．从图中可以看出，水平方向分速度标准偏差极大值位于

方腔中上和中下部，而垂直方向分速度标准偏差极大值位于方腔中部偏左和偏右区域，这是由

于壁面的黏滞效应使得方腔靠近壁面处速度较小，从而速度偏差较小．而冷壁面存在温度不确

定性造成温度标准偏差极大值出现在冷壁面处．
Ｎｕ 数反映了对流换热的强弱，Ｒａ ＝ １０３，Ｐｒ ＝ １ 时确定性边界条件下方腔内流体自然壁面
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Ｎｕ 数为 １．１１８．表 １ 为冷壁面随机温度边界相关长度与方差对壁面 Ｎｕ 数均值及其标准偏差的

影响，可以看出，冷壁面温度边界不确定性使得Ｎｕ数均值增大，也就是随机边界条件下方腔内

自然对流换热能力高于确定性边界条件下的换热能力．当方差 σθ 相同时，随着相关长度 Ｌｃ 增

大，Ｎｕ 数均值及其标准偏差 σ（Ｎｕ） 增大；当相关长度 Ｌｃ 相同时，Ｎｕ 数均值及其标准偏差

σ（Ｎｕ） 也随着方差 σθ 增大而增大，方差 σθ 对 Ｎｕ 数均值与标准偏差 σ（Ｎｕ） 的影响大于相关

长度 Ｌｃ 的影响．

（ａ） Ｕ （ｂ） Ｖ

（ｃ） θ （ｄ） Ｐ
图 ８　 随机输出场标准偏差 （Ｌｃ ＝ １，σθ ＝ ０．２５）

Ｆｉｇ． ８　 Ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｏｕｔｐｕｔ ｆｉｅｌｄ （Ｌｃ ＝ １，σθ ＝ ０．２５）

表 １　 随机边界条件下的 Ｎｕ 数均值及其标准偏差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍｅａｎ Ｎｕｓｓｅｌｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ａｎｄ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

Ｌｃ σθ Ｎｕ σ（Ｎｕ）

０．５
０．１２５ １．１２０ ０．１２５
０．２５ １．１２７ ０．２５１
０．５ １．１５２ ０．５０６

１
０．１２５ １．１２１ ０．１４２
０．２５ １．１２９ ０．２８４
０．５ １．１５９ ０．５７２

２
０．１２５ １．１２１ ０．１５２
０．２５ １．１３０ ０．３０５
０．５ １．１６４ ０．６１４

９８５基于 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 随机有限元方法的随机边界条件下自然对流换热不确定性研究



　 　 图 ９ 是相关长度 Ｌｃ ＝ １，方差σθ 分别为 ０．１２５，０．２５，０．５０时Ｎｕ数的概率分布，图 １０是方差

σθ ＝ ０．１２５，相关长度 Ｌｃ 分别为 ０．５，１．０，２．０时Ｎｕ 数的概率分布．由图 ９～１０ 可知， Ｎｕ数大体呈

现正态分布且概率分布最大区域集中于确定性边界条件下所对应的 Ｎｕ 数（Ｎｕ ＝ １．１１８），方差

σθ 和相关长度 Ｌｃ 值越小，即随机温度偏差越小，Ｎｕ 数越集中于 １．１１８，同时方差 σθ 对 Ｎｕ 数分

布的影响大于相关长度 Ｌｃ 的影响．

图 ９　 不同方差下 Ｎｕ 数概率分布 （Ｌｃ ＝ １）

Ｆｉｇ． ９　 Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｎｕｓｓｅｌｔ ｎｕｍｂｅｒ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｒｉａｎｃｅｓ （Ｌｃ ＝ １）

图 １０　 不同相关长度下 Ｎｕ 数概率分布 （σθ ＝ ０．１２５）

Ｆｉｇ． １０　 Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｎｕｓｓｅｌｔ ｎｕｍｂｅｒ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｌｅｎｇｔｈｓ （σθ ＝ ０．１２５）

５　 结　 　 论

建立了基于 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 随机有限元方法的随机边界条件下自然对流换热不确定性研究

方法，分析了冷壁面随机温度边界不确定性对自然对流的影响，得出主要结论：
１） 提出了基于 Ｋａｒｈｕｎｅｎ⁃Ｌｏｅｖｅ（ＫＬ）展开及 Ｌａｔｉｎ 抽样法生成随机温度边界随机样本的方

法，并与自然对流确定性控制方程相耦合，发展出求解自然对流换热问题的 ＫＬ⁃Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 随
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机有限元方法并编制了相应的程序代码．
２） 分析了随机温度边界相关长度 Ｌｃ 与方差 σθ 对自然对流换热不确定性的影响，发现平

均随机输出场与确定性输出场分布规律基本相同，方差 σθ 对方腔内流体自然对流换热的影响

大于相关长度 Ｌｃ 的影响．
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