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摘要：　 文中报道了笔者建议的软物质准晶广义流体动力学的一个应用———软物质准晶圆柱绕流

的近似解．人们熟知，在普通流体动力学中， 二维圆柱绕流问题遇到很大的困难，Ｓｔｏｋｅｓ 求解它，未
能成功，这就是著名 Ｓｔｏｋｅｓ 佯谬．为了克服这一困难， Ｏｓｅｅｎ 分析了原因不在边界条件的提法，也不

在 Ｓｔｏｋｅｓ 的求解，问题出在 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程， 他对方程进行了修改， 得到了二维绕流问题的有物

理意义的近似分析解．本文借助于 Ｏｓｅｅｎ 的方法讨论 １２ 次对称软物质准晶广义流体动力学二维绕

流问题．由于问题比普通流体动力学复杂得多，严格的求解，在目前的条件下是根本不可能的．笔者

提出一种近似方法———交替程序去构造其零级近似解，并且把该结果用于软物质准晶的位错问题．
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引　 　 言

范天佑［１］建议了软物质准晶动力学模型并且得到它的方程组，这提供了求解该动力学初

值⁃边值问题解的基础．由于问题的复杂性，一般只能用数值方法求解．这不排除针对少数特殊

情形，用解析方法求近似解．近似分析解，尽管有其局限性，但对人们理解软物质准晶的变形与

运动仍然具有一定的意义．本文讨论 １２⁃次对称软物质准晶绕圆柱流动的近似解．我们知道 １２⁃
次对称准晶频繁地在液晶、聚合物、胶体和其他软物质中被观测到［２⁃６］， 为迄今最重要的一类

软物质准晶．其近似分析解和数值解，首先帮助验证了作者建议的软物质准晶动力学方程组的

正确性和有效性，其次，它们还具有一定的应用价值．

１　 １２⁃次对称软物质准晶动力学方程组

正如前文介绍， １２⁃次对称准晶在多种不同软物质中被频繁地发现，成了普适的一种软物

质准晶，研究其变形与运动成了一个重要课题．为了研究其变形与运动， 当务之急是发展软物

质准晶广义流体动力学， 或简单地，广义动力学．这种广义流体动力学， 或广义动力学，基础是

Ｌａｎｄａｕ 的对称性破缺或元激发原理和群论分析［１］ ．与固体准晶不同， 除了声子和相位子元激
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发之外，还应该考虑流体声子．因而其基本场变量为声子型位移场 ｕ ＝ ｉｕｘ ＋ ｊｕｙ，相位子型位移

场 ｗ ＝ ｉｗｘ ＋ ｊｗｙ 和流体速度场 Ｖ ＝ ｉＶｘ ＋ ｊＶｙ ．由于流体声子的引进，将不可避免地存在流体压

力，流体压力与质量密度的关系，即状态方程或物态方程必不可少，这是软物质研究中的一个

关键难题．范天佑［１］初步解决了这一问题，使软物质准晶广义流体动力学或广义动力学方程组

最终得以建立，具体形式如下：
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其中 Ñ２ ＝ ∂２
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，Ｖ ＝ ｉＶｘ ＋ ｊＶｙ，ｕ ＝ ｉｕｘ ＋ ｊｕｙ，而 Ｌ ＝ Ｃ１２，Ｍ ＝ （Ｃ１１ － Ｃ１２） ／ ２ 是

声子弹性模量，Ｋ１，Ｋ２，Ｋ３ 为相位子的弹性模量，η 为流体声子动力黏性系数， ρ 为材料的质量

密度．相应的本构方程为
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针对 １２ 次对称软物质准晶的具体情形，本构定律为［７］
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因为 １２ 次对称准晶，声子⁃相位子不耦合，所以方程（２）中 Ｒ ｉｊｋｌ ＝ ０，这导致方程（３） 中 Ｒ ＝ ０，Γｕ

和Γｗ 为声子与相位子耗散系数，Ａ和Ｂ 代表由于质量密度变化引起的材料常数．方程得到的细

节参考文献［１］．

２　 不可压缩定常（稳态）情形和 Ｏｓｅｅｎ 修正

作为上述理论的一个应用，考虑软物质的二维 Ｓｔｏｋｅｓ 流动．我们熟知，在经典粘性中，二维

Ｓｔｏｋｅｓ 绕流解不存在，这是著名的 Ｓｔｏｋｅｓ 佯谬［８⁃９］ ．为了克服这一困难，Ｏｓｅｅｎ［８］ 做了深刻分析．
分析的结果，发现问题不在绕流边界条件的提法，也不在 Ｓｔｏｋｅｓ 的解法，而是对二维绕流问题，
Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程必须修改．修改之后，二维绕流问题得到有物理意义的近似解．现在假设方程

（１）描写的软物质为不可压缩，同时只考虑定常情形．采用 Ｏｓｅｅｎ 等［８⁃９］修改 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程

的方法，本文对方程组（１）修改如下：
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上式中 Ｕｋ 代表外加来流速度场．方程（５）描写的是 １２ 次对称软物质准晶的广义 Ｓｔｏｋｅｓ⁃Ｏｓｅｅｎ
液体．

３　 广义 Ｏｓｅｅｎ 问题， 零阶近似解

假设平行 ｘ方向速度值为 Ｕ∞ 的一个缓慢来流如图 １所示， 在远处的压力 ｐ∞ 被忽略．在圆

柱坐标系（ ｒ，θ，ｚ） 中流体的边界条件为

　 　

ｒ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ → ∞：
　 　 Ｖｒ ＝ Ｕ∞ ｃｏｓ θ， Ｖθ ＝ － Ｕ∞ ｓｉｎ θ，
ｒ ＝ ａ：
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考虑到圆柱无限长， 来流不随 ｚ 方向变化， 因而问题与 ｚ 无关．

图 １　 软物质准晶绕半径为 ａ 的圆柱流动

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｆｌｏｗ ｏｆ ｓｏｆｔ⁃ｍａｔｔｅｒ ｑｕａｓｉｃｒｙｓｔａｌｓ ｐａｓｔ ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｙｌｉｎｄｅｒ

求解这一边值问题的标准解法是分离变量法，即令

　 　
Ｖｒ ＝ ｆ（ ｒ）Ｆ（θ）， Ｖθ ＝ ｇ（ ｒ）Ｇ（θ）， ｐ ＝ ηｈ（ ｒ）Ｈ（θ），
ｕｒ ＝ ｊ（ ｒ）Ｊ（θ）， ｕｒ ＝ ｋ（ ｒ）Ｋ（θ）， ｗｒ ＝ ｌ（ ｒ）Ｌ（θ）， ｗθ ＝ ｍ（ ｒ）Ｍ（θ），{ （７）

其中 ｆ（ ｒ）， Ｆ（θ）， ｇ（ ｒ）， Ｇ（θ）， ｈ（ ｒ）， Ｈ（θ）， ｊ（ ｒ）， Ｊ（θ）， ｋ（ ｒ）， Ｋ（θ）， ｌ（ ｒ）， Ｌ（θ）， ｍ（ ｒ），
Ｍ（θ） 为待定的未知函数．同时场方程也能分离变量，因而偏微分方程能够化成常微分方程求

解．虽然分离变量步骤取得顺利进展，但是自变量为 ｒ 的常微分方程不可能精确求解，整个求

精确解的努力功亏一篑．不得已只好求近似解．这里建议一种交替法．
第一步取经典 Ｏｓｅｅｎ 解为现在方程（５）在边界条件（６）下的零级近似解（参看文献［８⁃

１０］）：
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其中

　 　 ２ｋ ＝ ρＵ∞ ／ η， γ ＝ ０．５７７ ２． （９）
自然它不是精确解．下面还需要进行交替计算．
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４　 软物质准晶声子响应

上面提到现阶段数学工具的困难，对软物质问题作精确分析的不可行，只得采取交替步

骤．在求得流体运动的零级近似解（８）、（９）之后，可以考虑软物质准晶声子弹性响应．
由解（８）、（９）和方程（４）与（２）流体应力可以计算得到．然后按照边界条件

　 　

ｒ ＝ ａ：
　 　 σ ｒｒ ＝ σ′ｒｒ ＝ ０，
　 　 σ ｒθ ＝ σ′ｒθ ＝ τｓｉｎ θ；

ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ → ∞：
　 　 σ ｒｒ ＝ σ ｒθ ＝ ０
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（１０）

可以求解声子应力，其中

　 　 τ ＝
２ηＵ∞

ａ １ － ２ｌｎ １
２

ｋａæ

è
ç

ö

ø
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÷

． （１１）

计算的结果得到声子应力场的零阶近似解
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（１２）

其中 κ ＝ ３ － ４ν 为平面应变情形；κ ＝ （３ － ν） ／ （１ ＋ ν） 为平面应力情形；ν 代表材料的 Ｐｏｉｓｓｏｎ
比．不过实际有意义的，只是平面应变情形，即圆柱为无限长．

联合解（８）与（１２）得到软物质准晶绕流的流场和声子弹性场的零阶近似解答．相位子弹

性场的求解将在下面讨论．
图 ２～５ 给出声子弹性场分布的若干数值结果．计算用到的数据为： ρ ＝ １．５ ｋｇ ／ ｃｍ３； η ＝ ０􀆰 １

Ｐａ·ｓ； Ｕ∞ ＝ １０ －２， １０ －３， １０ －４ ｃｍ ／ ｓ； ａ ＝ ０．１ ｃｍ； ν ＝ ０．３，０．３５，０．４．

５　 软物质准晶相位子响应的求解讨论

由于 １２ 次对称准晶相位子场⁃声子场不耦合，因而不可能通过解答（１２）得到相位子场的

任何结果，这是一个缺憾．但是由方程组（５）的第 ６ 与第 ７ 个方程可以发现相位子场⁃流体声子

场耦合，这给了我们研究由于 １２ 次对称准晶相位子场对绕流的响应的难得机遇．方程组（５）的
第 ６ 与第 ７ 个方程为
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∂ｘ
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∂ｗｙ
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９６２软物质准晶广义流体动力学的一个应用———圆柱绕流的近似解



（ａ） σ ｒｒ

（ｂ） σ θθ （ｃ） σ ｒθ

图 ２　 声子应力随来流速度值的角分布（平面应变状态， ν ＝ ０．３）
Ｆｉｇ． ２　 Ａｎｇｕｌａｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｈｏｎｏｎ ｓｔｒｅｓｓｅｓ ｖｓ． ｉｎｃｏｍｉｎｇ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ Ｕ （ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ ｃａｓｅ， ν ＝ ０．３）

图 ３　 声子法向正应力随测量距离（从圆柱中心量起的距离）的角分布

（平面应变状态， ν ＝ ０．３， Ｕ∞ ＝ １０ －４ ｍ ／ ｓ）

Ｆｉｇ． ３　 Ａｎｇｕｌａｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｎｏｒｍａｌ ｐｈｏｎｏｎ ｓｔｒｅｓｓ ｖｓ． ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ

ｄｉｓｔａｎｃｅ （ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ ｃａｓｅ， ν ＝ ０．３， Ｕ∞ ＝ １０ －４ ｍ ／ ｓ）
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图 ４　 声子剪应力随测量距离（从圆柱中心量起的距离）的角分布

（平面应变状态， ν ＝ ０．３， Ｕ∞ ＝ １０ －４ ｍ ／ ｓ）

Ｆｉｇ． ４　 Ａｎｇｕｌａｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ ｐｈｏｎｏｎ ｓｔｒｅｓｓ ｖｓ． ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｄｉｓｔａｎｃｅ

（ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ ｃａｓｅ， ν ＝ ０．３， Ｕ∞ ＝ １０ －４ ｍ ／ ｓ）

图 ５　 声子切向正应力随测量距离（从圆柱中心量起的距离）的角分布

（平面应变状态， ν ＝ ０．３， Ｕ∞ ＝ １０ －４ ｍ ／ ｓ）

Ｆｉｇ． ５　 Ａｎｇｕｌａｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｎｇｅｎｔ ｎｏｒｍａｌ ｐｈｏｎｏｎ ｓｔｒｅｓｓ ｖｓ． ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｄｉｓｔａｎｃｅ

（ｐｌａｎｅ ｓｔｒａｉｎ ｃａｓｅ， ν ＝ ０．３， Ｕ∞ ＝ １０ －４ ｍ ／ ｓ）

按照 Ｏｓｅｅｎ 修正和图 １ 的边界条件， 式（１３）化成
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（１４）

因为 Ｋ２，Ｋ３ 比 Ｋ１ 小得多，忽略 Ｋ２，Ｋ３ 后得到方程（１４） 的零级近似解为

　 　

ｗ（０）
ｘ （ｘ，ｙ） ＝ Ａｅｘｐ［ － （α ＋ α２ ＋ ４Ｃ ）ｘ ／ ２］ｓｉｎ（ Ｃ ｙ）， ｘ ＞ ０，

ｗ（０）
ｙ （ｘ，ｙ） ＝ Ｂｅｘｐ［ － （α ＋ α２ ＋ ４Ｃ ）ｘ ／ ２］ｃｏｓ（ Ｃ ｙ）， ｘ ＞ ０，

ｗ（０）
ｘ （ｘ，ｙ） ＝ Ａｅｘｐ［（α ＋ α２ ＋ ４Ｃ ）ｘ ／ ２］ｓｉｎ（ Ｃ ｙ）， ｘ ＜ ０，

ｗ（０）
ｙ （ｘ，ｙ） ＝ Ｂｅｘｐ［（α ＋ α２ ＋ ４Ｃ ）ｘ ／ ２］ｃｏｓ（ Ｃ ｙ）， ｘ ＜ ０，
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１７２软物质准晶广义流体动力学的一个应用———圆柱绕流的近似解



其中

　 　 α ＝
Ｕ∞

Ｋ１Γｗ
， （１６）

而 Ａ，Ｂ，Ｃ 是待定的未知常数，注意这里的与方程组（１） 中的 Ａ，Ｂ 意义完全不同．实际上，在不

可压缩条件下，方程组（１） 中的材料常数 Ａ，Ｂ 已经等于 ０．
由方程组（２）可容易地得到相位子应变分量

　 　 ｗｘｘ ＝
∂ｗｘ

∂ｘ
， ｗｙｙ ＝

∂ｗｙ

∂ｙ
， ｗｘｙ ＝

∂ｗｘ

∂ｙ
， ｗｙｘ ＝

∂ｗｙ

∂ｘ
．

由本构定律可以得到应力分量 Ｈｘｘ，Ｈｙｙ，Ｈｘｙ，Ｈｙｘ， 进而得到圆柱坐标中的应力分量

　 　

Ｈｒｒ ＝
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２
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２
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（１７）

根据边界条件

　 　 ｒ ＝ ａ： Ｈｒｒ ＝ Ｈｒθ ＝ ０ （１８）
原则上可以确定上述常数．然而应力分量 （１７）是待定常数 Ａ 和 Ｂ 的齐次函数，边界条件（１８）
也是齐次的， 这样常数 Ａ 和 Ｂ 不可能由边界条件（１８） 确定， 只有常数 Ｃ 可以间接得到（因为

极其冗长和复杂，因而没有意义）．这样相位子的响应，实际上无法得到显式结果．

６　 对软物质准晶位错问题的应用

软物质准晶位错和液晶位错一样，只有零级近似解，即不考虑流体效应的解，例如 １２ 次对

称准晶位错的声子场零级近似解［１１］
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　 　 ｕｚ ＝ ０，
其中 ｂ‖

１ ，ｂ‖
２ 为声子 Ｂｕｒｇｅｒｓ 矢量的分量．位错的相位子场零级近似解
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其中 ｂ⊥
１ ，ｂ⊥

２ 为相位子 Ｂｕｒｇｅｒｓ 矢量的分量．
根据前面的解可以得到流体修正如下［１１⁃１２］：
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Ｂｒ０
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＋ ３ ＋ κ
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ｒ２０
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其中

　 　 Ｂ ＝
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， ２ｋ ＝
ρＵ∞

η
， γ ＝ ０．５７７ ２，

　 　 κ ＝ ３ － ４ｖ， ｖ ＝ Ｌ
２（Ｌ ＋ Ｍ）

， θ ＝ ａｒｃｔａｎ ｙ
ｘ
．

由于相位子的响应未能完全确定，位错相位子解的修正也未能得到．不过流体修正很小．

７　 结论与讨论

软物质准晶绕流问题，其数学求解困难极大，不仅现在没有精确的分析解，在可以预见的

将来，也不可能得到精确分析解．即便其数值解，现在也没有，最快，也要半年到一年的时间才

可能得到．在目前这种困难条件下，不得已采用近似分析解．这一近似解，满足了流体边界条

件，也满足了声子弹性和相位子弹性的边界条件，部分地满足了控制方程组，这是它的近似性．
为正在进行的数值求解提供了一个比较的依据．根据本小组其他的数值解［１３］ 的结果，软物质

准晶流体应力与声子应力在数量级上相近，本文的结果与这一结果一致．以上事实表明本文的

近似解具有一定的可靠性．现在数值解已经得到（即将发表），肯定了近似分析解在解的结构上

仍然成立，但是也发现了其缺陷，因为经典 Ｏｓｅｅｎ 解是一个不完全的解，其中流体压力未能确

定，由它得到的应力仅仅是黏性应力部分，不含流体压力对速度和应力的贡献，所以近似分析

解存在较大的局限性．这些问题，在即将发表的数值解中有详细讨论，但是数值解不可能得到

分析表达式．
本文近似地，但是定量地揭示了软物质中的流效应，得到绕流问题的零级近似解后，讨论

了可能的应用．现在给出的是第一次交替计算．下一次交替计算，也已经得到［１４］，这里未介绍．
由它去对位错解进行修正也是初步的．这个初步的近似修正只是对软物质准晶位错的讨论有

一定参考价值，并不能检验广义流体动力学近似分析本身的精度如何．

３７２软物质准晶广义流体动力学的一个应用———圆柱绕流的近似解
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