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摘要：　 基本解是边界元法、基本解法和无网格法等数值方法的重要理论基础．在断裂问题中，采用

含裂纹的基本解可以避免将裂纹表面作为边界条件，从而大大简化问题的求解．在复变函数表示的

含裂纹平面问题 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解的基础上，对 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解的使用条件进行了注解，修正了 Ｅｒ⁃
ｄｏｇａｎ 基本解的一些错误，并推导出 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解中位移函数解答的显式表达形式．编写了基于

Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解显式表达的样条虚边界元法（ｓｐｌｉｎｅ ｆｉｃｔｉｔｉｏｕｓ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ＳＦＢＥＭ）计算

程序，计算了具有复合边界条件平面问题的位移、应力和应力强度因子．数值算例结果表明了该文

提出的 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解显式表达形式的正确性．
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引　 　 言

断裂力学在结构、机械、岩土、抗震等工程领域已得到越来越广泛的应用［１⁃３］ ．工程结构或

者机械构件带裂纹工作，都会一定程度上影响到结构的强度和刚度，考虑裂纹引起的断裂问题

是相当重要的．但是，只有极少数断裂力学问题存在解析解答，绝大多数工程实际中所遇到的

断裂力学问题都要借助数值分析的方法才能解决．目前常用的数值方法包括有限元法、边界配

置法和边界元法等．传统有限元法计算断裂力学问题时，由于在裂纹尖端应力变化剧烈，所以

需要对网格进行细分，即使引入奇异单元［４⁃５］ 或者扩展单元［６⁃７］，其计算量也相当可观．边界配

置法［６］对于具体问题要选用不同的应力函数，不具备通用性．边界元法仅需对边界进行网格划

分并满足边界条件，且方法的应力解答和位移解答具有相同的求解精度，在断裂力学问题中被

广泛使用．
目前运用边界元法求解断裂力学的方法可以分为两类．第一类是运用常规的不含裂纹的

弹性力学基本解进行求解，把裂纹当作边界条件进行处理，常见的方法有对偶边界元法［８⁃９］，但
是常规的裂纹边界单元无法直接应用，需要采用特殊的单元或者结合裂纹尖端附近的应力场

和位移场通过外推算法求解应力强度因子．第二类是采用含裂纹问题的基本解，即 Ｅｒｄｏｇａｎ 基
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本解［１０］，对裂纹问题进行边界元列式．此时裂纹表面边界条件自动满足，裂纹表面无需作为应

力边界处理，可以直接计算应力强度因子．但是由于 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解采用形式相对复杂的复变

函数表示，且其位移基本解存在积分式子表达，这给其应用带来不便，因此只有少量文献运用

其求解简单应力边界条件的问题［１１⁃１３］ ．
本文基于 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解的复变函数表示形式，运用三角函数进行等量代换，求解出了

Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解中位移基本解的显式表达形式，避免了对复变函数进行数值积分所带来的精度

和效率的降低．从而完善了 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解，提出了其应力和位移基本解的整套表达形式，拓宽

了其应用领域．最后通过与样条虚边界元法结合，求解不同边界条件下含裂纹问题的应力、位
移和应力强度因子，验证了本文提出的显式表达式的正确性．

１　 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解

在无限大含裂纹平面内任意点 （ ｚ０ ＝ ｘ０ ＋ ｉｙ０） 处分别沿 ｘ轴和 ｙ轴方向作用一对集中力 Ｑ
和 Ｐ， 如图 １ 所示．

图 １　 无限大含裂纹平面

Ｆｉｇ． １　 Ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｌａｎｅ ｗｉｔｈ ａ ｃｒａｃｋ

Ｅｒｄｏｇａｎ 在文献［１０］中给出了该问题的复变函数解答．在任意点处 （ ｚ ＝ ｘ ＋ ｉｙ） 的应力、位
移以及裂纹右端应力强度因子分别为

　 　
σｘ ＋ σｙ ＝ ２［ϕ（ ｚ） ＋ ϕ（ ｚ）］，

σｙ － σｘ ＋ ２ｉτｘｙ ＝ ２［（ ｚ－ － ｚ）ϕ′（ ｚ） － ϕ（ ｚ） ＋ Ω（ ｚ）］，{ （１）
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式中
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其中 ａ为半裂纹宽度，ν为材料的 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比．如果式（４）中的点 ｚ落在裂纹表面，即 ｚ ＝ ｘａ

（ － ａ ≤ ｘａ ≤ ａ） 时，那么式中的 Ｉ（ ｚ） 和 Ｊ（ ｚ） 在裂纹上下表面的定义有所区别，分别为
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值得注意的是，式（４）中的开平方根部分 ｚ２ － ａ２ 是一个双值函数，但是文献［１０］中并未对

其取值进行说明．根据文献［１２］的研究结果，当 ｚ 分布在第一象限、第四象限、 ｙ 轴正半轴和 ｘ

轴正半轴（不含裂纹）时， ｚ２ － ａ２ 的取值为

　 　 ｚ２ － ａ２ ＝ ｒ ｅｉ（θ ／ ２）； （６）

当 ｚ 分布在第二象限、第三象限、 ｙ 轴负半轴和 ｘ 轴负半轴（不含裂纹）时， ｚ２ － ａ２ 的取值为

　 　 ｚ２ － ａ２ ＝ ｒ ｅｉ（θ ／ ２＋π）， （７）
式中 ｒ 和 θ 分别为（ ｚ２ － ａ２） 的模和辐角．

从式（２）可以看出，Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解中位移函数是以应力函数积分形式表示出来的，并没

有给出位移函数具体表达式，这给其应用带来了不便．在笔者能查找到的文献［１１⁃１３］中，基于 Ｅｒ⁃
ｄｏｇａｎ 基本解的边界元法只能求解简单应力边界条件的问题，并且只能给出其应力和应力强

度因子的结果．总之，位移函数以积分形式表示，无法显式表达，极大地限制了 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解

的应用范围，因此有必要给出 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解中位移函数的显示表达式．

１１０１含裂纹平面问题 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解的显式表达



２　 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解中位移函数的显式表达

Ｅｒｄｏｇａｎ 给出的基本解的位移函数中，应力函数为积分上下限是 ０ 和 ｚ 的定积分，在弹性

力学复变理论［１４］中，此积分为不定积分；文献［１５］在引用复变函数表示基本解时，也是用不定

积分表示的．而且从物理概念的角度来看，如果此解是 Ｅｒｄｏｇａｎ 给出的定积分形式，则当场点 ｚ
＝ ０ 时，其位移函数值为 ０，即无论源点作用点在何处，场点 ｚ ＝ ０ 处的位移为 ０，这不符合基本

解的物理特性．因此，位移函数的正确表达形式为

　 　 ２μ（ｕ ＋ ｉｖ） ＝ κ∫ϕ（ ｚ）ｄｚ － ∫Ω（ ｚ－）ｄｚ－ ＋ （ ｚ－ － ｚ） ϕ（ ｚ） ． （８）

将式（４）代入到式（８）得
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　 　 　 　 κ∫ϕ０（ ｚ）ｄｚ － ∫ϕ０（ ｚ
－）ｄｚ－， （９）

其中 ∫ϕ０（ ｚ）ｄｚ 和∫ϕ０（ ｚ
－）ｄｚ－ 的计算存在难度，本节将重点进行这一部分不定积分的推导．在求

解不定积分时，积分常数只引起刚体位移，而不产生应力，对应力和位移基本解的最终表示形

式没有影响，固在求解式（９）和下文的积分时略去．
将式（４）中 Ｉ（ ｚ） 和 Ｊ（ ｚ） 的表达式代入到 ϕ０（ ｚ） 的具体表达式，化简得
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所以

　 　 ∫ϕ０（ ｚ）ｄｚ ＝
Ｓ
２ ∫
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其中 ∫ ｚ２ － ａ２ － ｚ２０ － ａ２

（ ｚ － ｚ０） ｚ２ － ａ２
－ １

ｚ２ － ａ２
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è
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０ － ａ２）

ｄｚ 的计算比较

复杂，需要分别进行处理．

令式 ∫ ｚ２ － ａ２ － ｚ２０ － ａ２

（ ｚ － ｚ０） ｚ２ － ａ２
－ １

ｚ２ － ａ２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ｄｚ中 ｚ ＝ ａ

ｃｏｓ θ
和 ｚ０ ＝

ａ
ｃｏｓ θ０

，其中 θ为变量， θ０ 为

已知量，得

　 　 ∫ ｚ２ － ａ２ － ｚ２０ － ａ２

（ ｚ － ｚ０） ｚ２ － ａ２
－ １

ｚ２ － ａ２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ｄｚ ＝

　 　 　 　 ∫ ａ（ｔａｎ θ － ｔａｎ θ０）
ａｔａｎ θ（ａ ／ ｃｏｓ θ － ａ ／ ｃｏｓ θ０）

－ １
ａｔａｎ θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄ ａ

ｃｏｓ θ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２）

等式右边为

　 　 ∫ ａ（ｔａｎ θ － ｔａｎ θ０）
ａｔａｎ θ（ａ ／ ｃｏｓ θ － ａ ／ ｃｏｓ θ０）

－ １
ａｔａｎ θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄ ａ

ｃｏｓ θ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ∫ １
ａ

ｃｏｓ θ
－ ａ

ｃｏｓ θ０

ｄ ａ
ｃｏｓ θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ∫ ｓｉｎ θ０

ｃｏｓ θ０ － ｃｏｓ θ
ｄθ － ∫ １

ｃｏｓ θ
ｄθ ． （１３）

式（１３）中 ３ 部分的结果分别为

　 　 ∫ １
ａ

ｃｏｓ θ
－ ａ

ｃｏｓ θ０

ｄ ａ
ｃｏｓ θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｌｎ ａ

ｃｏｓ θ
－ ａ

ｃｏｓ θ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１４）

　 　 ∫ ｓｉｎ θ０

ｃｏｓ θ０ － ｃｏｓ θ
ｄθ ＝ ∫ － ｓｉｎ θ０ ＋ ｓｉｎ θ － ｓｉｎ θ

ｃｏｓ θ － ｃｏｓ θ０
ｄθ ＝

　 　 　 　 ∫ ｓｉｎ θ － ｓｉｎ θ０

ｃｏｓ θ － ｃｏｓ θ０

－ ｓｉｎ θ
ｃｏｓ θ － ｃｏｓ θ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄθ ＝

　 　 　 　 ∫
２ｓｉｎ

θ － θ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ

θ ＋ θ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

－ ２ｓｉｎ
θ － θ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ

θ ＋ θ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄθ ＋ ∫ １
ｃｏｓ θ － ｃｏｓ θ０

ｄｃｏｓ θ ＝

　 　 　 　 ∫
２ｓｉｎ

θ ＋ θ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ

θ ＋ θ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

－ ｓｉｎ２ θ ＋ θ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄθ ＋ ｌｎ（ｃｏｓ θ － ｃｏｓ θ０） ＝

　 　 　 　 ∫ － ｓｉｎ（θ ＋ θ０）
１ － ｃｏｓ（θ ＋ θ０）

ｄθ ＋ ｌｎ（ｃｏｓ θ － ｃｏｓ θ０） ＝

　 　 　 　 ｌｎ
ｃｏｓ θ － ｃｏｓ θ０

１ － ｃｏｓ（θ ＋ θ０）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１５）

　 　 ∫ １
ｃｏｓ θ

ｄθ ＝ ∫ １ ＋ ｓｉｎ θ
ｃｏｓ θ（１ ＋ ｓｉｎ θ）

ｄθ ＝ ∫ ｓｉｎ２θ ＋ ｃｏｓ２θ ＋ ｓｉｎ θ
ｃｏｓ θ（１ ＋ ｓｉｎ θ）

ｄθ ＝
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　 　 　 　 ∫ ｓｉｎ θ
ｃｏｓ θ

ｄθ ＋ ∫ ｃｏｓ θ
１ ＋ ｓｉｎ θ

ｄθ ＝

　 　 　 　 ｌｎ １ ＋ ｓｉｎ θ
ｃｏｓ θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１６）

联立式（１２） ～ （１６）得

　 　 ∫ ｚ２ － ａ２ － ｚ２０ － ａ２

（ ｚ － ｚ０） ｚ２ － ａ２
－ １

ｚ２ － ａ２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ ｄｚ ＝

　 　 　 　 ｌｎ［（ ｚ２ － ａ２ ｚ２０ － ａ２ ＋ ｚ·ｚ０ － ａ２） ／ （ ｚ２ － ａ２ ＋ ｚ）］ ． （１７）
同理

　 　 ∫ ｚ２ － ａ２ － ｚ－ ２
０ － ａ２

（ ｚ － ｚ－ ０） ｚ２ － ａ２
－ １

ｚ２ － ａ２
ｄｚ ＝

　 　 　 　 ｌｎ［（ ｚ２ － ａ２ ｚ－ ２
０ － ａ２ ＋ ｚ·ｚ－ ０ － ａ２） ／ （ ｚ２ － ａ２ ＋ ｚ）］ ． （１８）

式（１１）中

　 　
ａ２ － ｚｚ－ ０

（ ｚ － ｚ－ ０） ２ （ ｚ２ － ａ２）（ ｚ－ ２
０ － ａ２）

＝ １

（ ｚ－ ２
０ － ａ２）

ａ２ － ｚ２ ＋ ｚ２ － ｚｚ－ ０

（ ｚ － ｚ－ ０） ２ （ ｚ２ － ａ２）
＝

　 　 　 　 １

（ ｚ－ ２
０ － ａ２）

ｚ（ ｚ － ｚ－ ０）

（ ｚ２ － ａ２）
－ （ ｚ２ － ａ２）

（ ｚ － ｚ－ ０） ２ ， （１９）

利用除法求导公式的逆变换，得式（１９）的积分为

　 　 １

（ ｚ－ ２
０ － ａ２）

∫
ｚ（ ｚ － ｚ－ ０）

（ ｚ２ － ａ２）
－ （ ｚ２ － ａ２）

（ ｚ － ｚ－ ０） ２ ｄｚ ＝ （ ｚ２ － ａ２）

（ ｚ － ｚ－ ０） （ ｚ－ ２
０ － ａ２）

． （２０）

综合式（１１）、（１７）、（１８）和（２０）的计算结果，得

　 　 ∫ϕ０（ ｚ）ｄｚ ＝
Ｓ
２

ｌｎ［（ ｚ２ － ａ２ ｚ２０ － ａ２ ＋ ｚｚ０ － ａ２） ／ （ ｚ２ － ａ２ ＋ ｚ）］ －

　 　 　 　 κＳ
２

ｌｎ［（ ｚ２ － ａ２ ｚ－ ２
０ － ａ２ ＋ ｚｚ－ ０ － ａ２） ／ （ ｚ２ － ａ２ ＋ ｚ）］ －

　 　 　 　
Ｓ
－
（ ｚ－ ０ － ｚ０）

２
（ ｚ２ － ａ２） － （ ｚ－ ２

０ － ａ２）

（ ｚ － ｚ－ ０） （ ｚ－ ２
０ － ａ２）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （２１）

显然当 ａ ＝ ０ 时，∫ϕ０（ ｚ）ｄｚ 为与场点 ｚ 取值无关的函数，即当裂纹长度为 ０（没有裂纹）时，此基

本解退化为弹性力学问题的 Ｋｅｌｖｉｎ 基本解［１６］ ．将式（２１）重新回代到位移函数（９）中，得

　 　 ２μ（ｕ ＋ ｉｖ） ＝ － κＳｌｎ［（ ｚ － ｚ０）（ ｚ
－ － ｚ－ ０）］ ＋

Ｓ
－
（ ｚ－ ０ － ｚ０）
ｚ－ － ｚ－ ０

＋

　 　 　 　 （ ｚ－ － ｚ） － Ｓ
ｚ － ｚ０

＋ ϕ０（ ｚ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ κＭ（ ｚ，ｚ０） － Ｍ（ ｚ－，ｚ０）， （２２）

式中
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Ｍ（ ｚ，ｚ０） ＝ Ｓ

２
Ｌ（ ｚ，ｚ０） － － κＳ

２
Ｌ（ ｚ，ｚ－ ０） －

Ｓ
－
（ ｚ－ ０ － ｚ０）

２
（ ｚ２ － ａ２） － （ ｚ－ ２

０ － ａ２）

（ ｚ － ｚ－ ０） （ ｚ－ ２
０ － ａ２）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

Ｌ（ ｚ，ｚ０） ＝ ｌｎ［（ ｚ２ － ａ２ ｚ２０ － ａ２ ＋ ｚｚ０ － ａ２） ／ （ ｚ２ － ａ２ ＋ ｚ）］ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２３）
注意到，这里的根号运算同样为双值函数，取值和上节所述是一致的．式（１）、式（３）和式

（２２）就构成了含裂纹平面问题 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解的完整显式表达式．从中可以看出，当场点 ｚ 无
限趋近源点 ｚ０ 时，点 ｚ 处的应力值会变得无限大；此外，当场点 ｚ 无限趋近于裂纹尖端时，位移

函数不会像应力函数一样存在奇异性，这也符合断裂力学中应力场与位移场的分布规律．本节

纠正了 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解中位移函数错误的表示方式，并且推导出位移函数的显式表达形式．含
裂纹平面问题 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解的完整显式表达式形式简单，易于运用到边界元法等数值计算

方法中求解带复杂边界条件的平面断裂力学问题．

３　 数 值 算 例

为了验证本文推导出来的 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解显示表达形式的正确性和适用性，结合非奇异

的样条虚边界元法［１７］进行算例计算．样条虚边界元法在边界外面布置未知虚荷载，利用叠加

原理和边界条件建立边界非奇异积分方程，再数值求解积分方程可得未知虚荷载，最后利用叠

加原理得到位移、应力和应力强度因子等结果．样条虚边界元法可以避免直接边界元法中对

Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解进行奇异积分的运算，从而提高计算精度．样条虚边界元法已经成功应用于断

裂力学领域［１３］ ．以扩展有限元法（ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ＸＦＥＭ）的计算结果为对比，重
点考察了位移基本解显式表达的正确性和其在复杂边界条件下求解应力强度因子的应用．算
例 ３．１ 主要考查本文推导出的 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解中位移函数的精度，算例 ３．２ 运用本文给出的

Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解的显式表达形式求解了复杂边界问题．
３．１　 单轴受拉带中心Ⅰ型裂纹矩形板问题

图 ２　 单轴受拉带中心Ⅰ型裂纹矩形板

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｃｅｎｔｅｒ ｃｒａｃｋ
ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｕｎｉｆｏｒｍ ｔｅｎｓｉｏｎ

图 ２ 为带中心Ⅰ型裂纹的方板，半裂纹长度

ａ ＝ ４．８ ｃｍ；方板长为 ２Ｈ ＝ ３２ ｃｍ，宽为 ２Ｗ ＝ １６
ｃｍ，弹性模量为 Ｅ ＝ ２０６ ＧＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３；假
设该问题为平面应变问题，板厚度 ｔ ＝ １ ｃｍ，方板

在两对边受均布荷载 ０．５ ＭＰａ ．
采用基于 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解显式表达形式的样

条虚边界元法和扩展有限元法分别计算该方板裂

纹右端的应力强度因子和板中部分点的位移响应

结果．在样条虚边界元法中，采用 ３０ 个虚边界元

和 ６０ 个边界子端进行求解，虚边界与实边界直接

的距离 ｄ０ ＝ １．６ ｃｍ，数值积分采用单向 ５ 个 Ｇａｕｓｓ
（高斯）积分点．在扩展有限元法中，采用 ３ ２００（４０
×８０）个扩展单元．

本问题应力强度因子存在解析解，由样条虚

边界元法和扩展有限元法计算出来的应力强度因

子如表 １ 所示．
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表 １　 不同方法的精度和效率对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｃｃｕｒａｃｙ ａｎｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｍｅｔｈｏｄ ＫＩ ／ （ＭＰａ·ｃｍ１ ／ ２） ｅｒｒｏｒ ｅ ／ （％） ｔｉｍｅ ｔｃ ／ ｓ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ２．５１０ － －

ＳＦＢＥＭ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｅｒｄｏｇａｎ’ｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ２．５０６ ０．１５９ ２．２３４

ＸＦＥＭ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ２．５１４ ０．１５９ ２１１．５６７

　 　 从表 １ 可以看得出，与解析解相比，基于 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解显式表达形式的样条虚边界元法

计算出来的应力强度因子和扩展有限元法计算出来的结果具有相同的精度，而且由于在样条

虚边界元法中自由度数远远少于扩展有限元法，所以样条虚边界元法的计算效率要比扩展有

限元法高很多．
表 ２ 给出了样条虚边界元法和扩展有限元法计算的方板裂纹上表面的位移结果，图 ３ 绘

制出了这两种方法计算出来的方板中轴线 （ｘ ＝ ０） 上等间距点位移的计算结果．
表 ２　 不同方法计算裂纹上表面位移结果对比

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｔ ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ ｃｒａｃｋ ｓｕｒｆａｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｘ ／ ｃｍ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｕ ／ ｃｍ

ＳＦＢＥＭ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｅｒｄｏｇａｎ’ｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ＸＦＥＭ ｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｄｅｖｉａｔｉｏｎ δ ／ （％）

０．０００ ２．６６０×１０－３ ２．７０３×１０－３ １．６１９

４．０００×１０－３ ２．６６２×１０－３ ２．６９４×１０－３ １．１９０

８．０００×１０－３ ２．６３４×１０－３ ２．６６６×１０－３ １．１９３

１．２００×１０－２ ２．５８７×１０－３ ２．６１８×１０－３ １．１９７

１．６００×１０－２ ２．５１９×１０－３ ２．５５０×１０－３ １．２０３

２．０００×１０－２ ２．４１７×１０－３ ２．４５８×１０－３ １．６８０

２．４００×１０－２ ２．３０２×１０－３ ２．３４２×１０－３ １．７０５

２．８００×１０－２ ２．１５７×１０－３ ２．１９５×１０－３ １．７２９

３．２００×１０－２ １．９７７×１０－３ ２．０１２×１０－３ １．７４４

３．６００×１０－２ １．７４６×１０－３ １．７８０×１０－３ １．９０２

４．０００×１０－２ １．４４９×１０－３ １．４７７×１０－３ １．８６６

４．４００×１０－２ １．０３６×１０－３ １．０４０×１０－３ ０．４１９

４．８００×１０－２ ０．０００ －１．０００×１０－６ －

图 ３　 中轴线 （ｘ ＝ ０） 位移变化曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｎ ｓｅｃｔｉｏｎ ｘ ＝ ０ ｏｆ ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｗｉｔｈ ａ ｃｅｎｔｒｅ ｃｒａｃｋ
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　 　 从表 ２ 可以看出，运用本文推导出的 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解中位移函数显式表达的样条虚边界

元法计算出来的位移结果，与扩展有限元法的计算结果偏差都在 ２％以内．值得注意的是，由对

称性可知，在裂纹尖端处应该没有轴向位移，样条虚边界元法求出的轴向位移结果为 ０ ｃｍ，而
扩展有限元法计算出来的轴向位移为－１×１０－６ ｃｍ，所以在这一点的计算上，使用解析推导出来

的 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解中位移函数显式表达的样条虚边界元法的精度高于扩展有限元法．
图 ３ 给出了两种方法在中轴线上轴向位移的解答，可以看出，基于 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解的样条

虚边界元法计算出来的位移解答和扩展有限元法吻合得比较好，这同样也说明了 Ｅｒｄｏｇａｎ 基

本解中位移函数的显式表达式是正确的．
３．２　 受均布荷载的复合型裂纹悬臂梁

图 ４　 受均布荷载的带单边裂纹悬臂梁

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ａｎ ｅｄｇｅ ｃｒａｃｋ

ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄ

图 ４ 为带裂纹的悬臂深梁，左端固定，其他边

自由．长为 ａ ＝ ２０ ｃｍ，高为 ｂ ＝ １５ ｃｍ，弹性模量为

Ｅ ＝ ２．２４ × １０４ ＭＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．２；裂纹在梁上

跨中处为单边裂纹，裂纹长度为 ｄ ＝ １ ｃｍ；假设该

问题为平面应变问题，厚度 ｔ ＝ １ ｃｍ，梁下端受均

布荷载为 １ Ｎ ／ ｃｍ，如图 ４ 所示．
采用基于 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解显式表达形式的样

条虚边界元法和扩展有限元法分别计算该悬臂梁

的应力强度因子．在样条虚边界元法中，采用 ２８０
个虚边界元和 １４０ 个边界子端进行求解，虚边界

与实边界直接的距离 ｄ０ ＝ ０．３８ ｃｍ，数值积分采用

单向 ５ 个积分点的 Ｇａｕｓｓ 积分．在扩展有限元法

中，采用 １ ２００（４０×３０）个扩展单元．
采用基于 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解显式表达形式的样条虚边界元法计算出来的应力强度因子如表

３ 所示．位移和应力结果如图 ５ 和图 ６ 所示．
表 ３　 不同方法计算的复合型应力强度因子结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ

ｍｅｔｈｏｄ ＫⅠ ／ （ＭＰａ·ｃｍ１ ／ ２）
ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

δ１ ／ （％）
ＫⅡ ／ （ＭＰａ·ｃｍ１ ／ ２）

ｄｅｖｉａｔｉｏｎ

δ２ ／ （％）

ｔｉｍｅ

ｔｃ ／ ｓ

ＳＦＢＥＭ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｅｒｄｏｇａｎ’ｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ２．３４３ ０．２５５ ０．３１８ ４．６０５ ３８．４３９

ＸＦＥＭ ２．３４９ － ０．３０４ － ５９．５０２

　 　 表 ３ 的结果表明，在复杂边界条件情况下，基于 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解的样条虚边界元法的复合

型应力强度因子结果与扩展有限元法接近，且基于 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解的样条虚边界元法的计算

效率要高于扩展有限元法．
从图 ５ 可以看出，应力的最大值出现在裂纹尖端处，这是因为裂纹尖端处的应力场存在奇

异性，但是也可以看出，该奇异性的影响范围不大．图 ６ 中水平方向的位移存在对称性，而且在

裂纹处因为裂纹的张开而存在突变，竖向位移随着距离固定端变远而变大；而且还要注意到，
水平位移解答和竖向位移解答都不存在奇异性，这也印证了本文推导出的 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解中

的位移函数不存在奇异性的结论．
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（ａ） σｘ 应力云图

（ａ） σｘ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｔｏｕｒ

（ｂ） σｙ 应力云图 （ｃ） τｘｙ 应力云图

（ｂ） σｙ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｔｏｕｒ （ｃ） τｘｙ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｔｏｕｒ

图 ５　 应力云图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｔｏｕｒ

（ａ） 水平方向 ｕ 位移图 （ｂ） 竖直方向 ｖ 位移图

（ａ） Ｈｏｒｉｚｏｎｔｉａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｕ ｃｏｎｔｏｕｒ （ｂ） Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｖ ｃｏｎｔｏｕｒ
图 ６　 位移云图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｏｎｔｏｕｒ
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４　 结　 　 论

本文运用三角函数进行等量代换，推导出了含裂纹问题的 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解中位移函数的

显式表达形式．首先纠正了 Ｅｒｄｏｇａｎ 对于位移函数表示的错误形式，将其中的定积分式子改为

不定积分式子，然后运用三角函数对变量进行换元，处理了位移函数中复杂的积分问题，显式

表达出了基本解中的位移函数．该位移函数形式简单，方便运用．最后结合样条虚边界元法给

出了不同带裂纹结构的响应解答．从结果可以看出，本文求解出的位移函数显式表达形式具有

很高精度，并且完善了 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解的表达形式，使其在求解复杂边界条件的断裂力学问题

中具有相当的优势．Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解，由于位移函数得到显式表达，减少了其数值积分花费的时

间，可以提高边界元法在断裂问题中的计算效率，具有很好的运用前景，如断裂力学中的随机、
动力、多裂纹和非线性等分析．
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