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摘要：　 非连续变形分析（ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｄｅｆｏｒｍａｔｒｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ， ＤＤＡ）通过引入虚拟节理网格将块体

离散成子块体系统进行断裂扩展数值模拟．针对这种方法难以获得精确块体应力分布的问题， 提

出一种基于无网格法移动最小二乘（ｍｏｖｉｎｇ ｌｅａｓｔ ｓｑｕａｒｅｓ， ＭＬＳ）插值的应力恢复算法．利用 ＤＤＡ 计

算得到的节点位移， 通过恰当构造 ＭＬＳ 形函数及其导数， 推导了块体任意点应力的计算公式．数
值算例将基于 ＭＬＳ 后处理的结果与解析解及平均值法后处理结果进行比较， 验证了所提出方法

的精确性和有效性．
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引　 　 言

ＤＤＡ［１］是岩土工程中目前应用较为广泛的一种不连续介质计算方法［２⁃４］ ．该方法将裂隙岩

体看作由多边形块体组成的离散系统， 块体之间通过节理面上的接触弹簧连接．由于 ＤＤＡ 采

用隐式时间积分格式， 并基于最小势能原理组集瞬态平衡方程组， 因此每个块体满足动量守

恒， 无需引入数值阻尼， 也不必取很小的时间步长， 适用于静力学和完全动力学计算．
ＤＤＡ 采用一阶完全多项式近似块体位移， 多项式系数为未知待求变量．因此， 每个块体

的应力和应变在一个时间步内实际上是保持不变的．这种常应力假设有利于提高效率， 降低

积分和求逆矩阵运算带来的计算消耗， 但同时也使得块体的力学行为近似于刚体．当需要得

到精确的块体内应力分布和节理面上准确的接触压力时， 比如块体开裂问题， 采用更加复杂

的函数来逼近块体位移场是十分必要的．目前， 这方面的工作包括：
（ａ） 使用二阶或更高阶的完全多项式近似块体位移， 这种方法也被简称为高阶 ＤＤＡ［５］ ．
（ｂ） 采用有限元网格将块体剖分成单元集合， 在每个单元上应用传统有限元法（ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌ⁃

ｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ＦＥＭ）基于节点的位移逼近， 这样块体的位移就是单元位移函数的分片连续函

数， 这一方法被称为基于节点的 ＤＤＡ［６⁃７］ ．
（ｃ） 在块体上构造无网格法（ｍｅｓｈｌｅｓｓ ｍｅｔｈｏｄｓ）位移近似函数［８⁃１０］， 从而将块体位移变成

无网格法节点位移函数的组合．
（ｄ） 在块体内部利用有限元型网格生成虚拟节理， 预设足够大的内摩擦角、黏聚力和张

３４７

　 应用数学和力学，第 ３８ 卷 第 ７ 期
　 ２０１７ 年 ７ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３８，Ｎｏ．７，Ｊｕｌ．１５，２０１７

∗ 收稿日期：　 ２０１６⁃０８⁃２４； 修订日期：　 ２０１６⁃１１⁃１８
基金项目：　 国家自然科学基金（６１２７１２９４；６１４７１３３８）
作者简介：　 孙越（１９８３—），男，博士生（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｙｕｅ＿ｓｕｎ＠ １６３．ｃｏｍ）．



拉强度阻止虚拟节理上发生滑动、分离和嵌入， 从而将块体变成一个子块体构成的系统， 而

块体位移成为子块体位移的分片不连续多项式， 这类方法一般称为子块体 ＤＤＡ［２，１１⁃１２］ ．
比较上述方法， 可以发现： 由于多项式逼近受到Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ 定理的限制［５］， 方法（ａ）只适

用于规则形状块体，比如矩形和长方体； 方法（ｂ）存在与传统 ＦＥＭ 类似的不足，即节点位移需

要满足较高的光滑阶，因此在大变形和非线性弹性问题中容易出现锁闭问题； 方法（ｃ）使用非

多项式函数近似位移，需要采用数值积分方法，此外由于所采用的插值函数在节点处不可导，
每个时间步需要引入一个插值步骤来计算应变能，因此其求解效率比较低；方法（ｄ）与标准

ＤＤＡ 的区别仅在于引入虚拟节理网格对块体细分，不存在其他方法中遇到的问题，易于进行

断裂扩展数值模拟［２，１１⁃１２］ ．但方法（ｄ）每个网格节点是属于不同子块体顶点的重合点， 因此节

点处的位移是不连续的， 并且块体应力是子块体应力的阶梯函数， 在每个子块体内部是常数．
目前， 一般采用节点处的平均应力作为节点应力， 但这种平均值方法会导致过于光滑的结

果，尤其在应力集中区域会显著降低应力水平，给判断裂纹起裂和捕捉裂纹扩展带来困难．
最近， Ｚｈａｏ 和 Ｇｕ［１３］提出一种子块体 ＤＤＡ 应力恢复算法， 用于克服平均值法后处理的不

足．该方法基于子块体 ＤＤＡ 的计算结果， 根据每个节点处的Ｍｏｈｒ 圆构造子块体间作用力在所

有节点上的误差能量泛函， 令其最小化得到子块体间在节点处的作用力， 再根据子块体边界

上的应力和外力平衡条件计算出子块体应力．然而采用这种应力恢复方法只能获得节点上的

应力， 每个子块体内的应力依然是常数， 所以无法获取非节点位置的准确应力．
ＭＬＳ 插值是无网格法中常用的一种具有紧支特性的近似函数［１４］， 并被文献［８］当做块体

位移模式函数引入 ＤＤＡ ．Ｔａｂｂａｒａ 等［１５］将 ＭＬＳ 插值方法引入 ＦＥＭ 进行应力恢复．近来， Ｂｏｒｄａｓ
和 Ｄｕｆｌｏｔ［１６］以及 Ｒｄｅｎａｓ 等［１７］ 又将这种方法应用于扩展 ＦＥＭ 后处理．本文提出子块体 ＤＤＡ
的一种采用 ＭＬＳ 插值近似的后处理方法， 以 ＤＤＡ 网格节点为 ＭＬＳ 插值节点， 计算 ＭＬＳ 形函

数及其导数， 继而根据节点位移计算估值点的应变和应力．与文献［１３］所提出的算法相比，
本文给出的应力恢复方法能够得到块体内任何点的应力， 块体的应力场可以通过提高 ＭＬＳ
插值基函数次数得到高阶变化的分布．与文献［８］不同的是， 本文给出的方法将 ＭＬＳ 插值用

于后处理而不是块体位移的近似函数， 因此不需要使用 Ｇａｕｓｓ（高斯）数值积分．从这个意义上

来讲， 本文方法也可以看作是无网格法与 ＤＤＡ 的一种耦合方法．
为了验证所提出的方法， 通过将所提出基于 ＭＬＳ 后处理的子块体 ＤＤＡ 应用于两个典型

数值算例的求解．通过与解析解及平均值后处理的结果相比较， 证明了本文所提出方法的精

确性和有效性．数值算例中所使用的子块体方法是基于块体粘接模型（ｂｏｎｄｉｎｇ ｂｌｏｃｋ ｍｏｄｅｌ，
ＢＢＭ） ［１８］的 ＤＤＡ ．由于子块体 ＤＤＡ 借助虚拟节理上的接触弹簧来维持相邻子块体间位移的

弱连续性， 因此需要增加大量计算开销用于子块体间的接触检测和虚拟节理上接触弹簧的开

闭迭代运算．ＢＢＭ 为此做出改进， 通过引入粘接弹簧替代接触弹簧来阻止相邻子块体间的相

对滑动、分离和嵌入， 从而避免了这些问题．

１　 相 关 研 究

本节对子块体 ＤＤＡ 及 ＢＢＭ 作扼要介绍， 为在下一节展开基于 ＭＬＳ 插值的 ＤＤＡ 应力恢

复方法和在第 ３ 节进行数值实验提供基本的概念．ＤＤＡ［１］ 认为节理岩体是几何形状和接触状

态不断改变的块体系统（二维块体是一个多边形区域，三维块体是一个多面体）．允许块体间节

理面上发生张开、滑动和闭合 ３ 种接触状态， 并在每个接触点施加一个法向接触弹簧和一个

剪切接触弹簧．接触弹簧的数学意义是罚函数， 其值一般可设置为 １０ 到 １００ 倍的块体弹性模
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量［１９］ ．接触弹簧需要满足两个约束条件， 即张开状态的接触对之间不存在拉力， 而在闭合的

接触对之间不允许有嵌入发生．在计算过程中，这两个约束条件通过开闭迭代实现， 这是一个

反复进行“试错⁃校正”选择合适时间步长和调整接触弹簧施加的过程．

（ａ） 块体 Ωα （ｂ） 虚拟节理网格 （ｃ） 相邻子块体的重叠边彼此分离

（ａ） Ｂｌｏｃｋ Ωα （ｂ） Ｔｈｅ ｆｉｃｔｉｔｉｏｕｓ ｊｏｉｎｔ ｍｅｓｈ （ｃ） Ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｏｖｅｒｌａｐｐｅｄ ｅｄｇｅｓ ｏｆ ｅａｃｈ

ｐａｉｒ ｏｆ ｎｅｉｇｈｂｏｕｒｉｎｇ ｓｕｂ⁃ｂｌｏｃｋｓ
图 １　 块体 Ωα 被离散为子块体 Ｉｉ， …， Ｉ ｊ

Ｆｉｇ． １　 Ｂｌｏｃｋ Ωα ｓｕｂｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ ｓｕｂ⁃ｂｌｏｃｋｓ Ｉｉ， …， Ｉ ｊ

（ａ） 粘接点对 Ｐ３ ⁃Ｐ４ 和 Ｐ１ ⁃Ｐ６ （ｂ） 粘接点对间的粘接弹簧

（ａ） Ｇｌｕｅｄ ｐｏｉｎｔ ｃｏｕｐｌｅｓ Ｐ３ ⁃Ｐ４ ａｎｄ Ｐ１ ⁃Ｐ６ （ｂ） Ｔｈｅ ｂｏｎｄｉｎｇ ｓｐｒｉｎｇｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｇｌｕｅｄ ｐｏｉｎｔ ｃｏｕｐｌｅｓ

图 ２　 基于 ＢＢＭ 的 ＤＤＡ 在粘接点对间施加粘接弹簧阻止相邻子块体 Ｉｉ 和 Ｉ ｊ 的相对运动

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ＢＢＭ⁃ｂａｓｅｄ ＤＤＡ ｗｉｔｈ ｂｏｎｄｉｎｇ ｓｐｒｉｎｇｓ ｔｏ ｐｒｅｖｅｎｔ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ
ｍｏｖｅｍｅｎｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ａｄｊａｃｅｎｔ ｓｕｂ⁃ｂｌｏｃｋｓ Ｉｉ ａｎｄ Ｉ ｊ

子块体 ＤＤＡ［２，１１⁃１２］采用如图 １ 所示的离散方式， 在块体内部利用有限元型网格生成虚拟

节理网络， 将块体划分为子块体的集合．通过设置很强的节理力学属性， 包括内摩擦角、黏聚

力和张拉强度， 可以使虚拟节理上子块体间的接触弹簧在计算过程中保持施加， 阻止子块体

间发生相对滑动、嵌入和脱离， 从而满足虚拟节理上位移的弱连续性．这样块体的位移就成为

其子块体位移的一个分片弱连续多项式．这里的“弱连续”指的是在罚函数意义下虚拟节理两

边子块体边界点的位移近似相等．容易看到， 子块体 ＤＤＡ 实际上就是 ＤＤＡ， 其差别仅在于是

否在块体内部引入虚拟节理．子块体 ＤＤＡ 的优势是无需修改 ＤＤＡ， 从而便于实现， 但其不足

在于虚拟节理上的接触也需要接触检测和开闭迭代， 因此其效率有待提高．为此， ＢＢＭ 在虚

拟节理上引入如图 ２ 所示的粘接弹簧连接粘接点对， 粘接点对是相邻子块体的重合顶点， 也

是生成虚拟节理的网格节点．除了用粘接弹簧代替接触弹簧以避免引入多余计算， ＢＢＭ 与

ＤＤＡ 和子块体 ＤＤＡ 是完全相同的， 因此下文不再特别区分．
子块体 ＤＤＡ 采用以下线性多项式近似每个子块体的位移 ｕ ＝ （ｕ，ｖ） Ｔ：
　 　 ｕ ＝ Ｔａ， （１）

其中， Ｔ 是子块体上定义的多项式基函数， ａ 是对应的未知待求多项式系数，

５４７非连续变形分析的 ＭＬＳ 后处理方法



　 　 Ｔ ＝
１ ０ － （ｙ － ｙ０） ｘ － ｘ０ ０

ｙ － ｙ０

２

０ １ ｘ － ｘ０ ０ ｙ － ｙ０

ｘ － ｘ０

２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

， （２）

　 　 ａ ＝ （ｕ０ ｖ０ ｒ０ ε ｘ ε ｙ γ ｘｙ） Ｔ， （３）
与 ＤＤＡ 的位移近似方法相似， 上式中 （ｘ０，ｙ０） 是子块体中心坐标， ｕ０， ｖ０ 和 ｒ０ 分别是中心处 ｘ
方向位移、ｙ 方向位移和旋转弧度， ε ｘ， ε ｙ 和 γ ｘｙ 为应变分量．对于由 Ｍ 个子块体构成的系统，
每个子块体上的刚度矩阵是一个 ６ 阶方阵， 在每个时间步，所有子块体的位移多项式系数通

过求解如下分块矩阵形式的瞬态平衡方程组得到
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其中， ａｉ ∈Ｒ６×１ 表示子块体 Ｉｉ 上的位移多项式系数向量， 刚度子矩阵Ｋｉｊ ∈Ｒ６×６ 和右端项 ｂｉ ∈
Ｒ６×１ 通过最小化系统总势能 Π 得到， 即

　 　 ∂２Π
∂ａｒｉ ∂ａｓｊ

→ Ｋｉｊ，　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，…，Ｍ， （５ａ）

　 　 ∂Π（０）
∂ａｒｉ

→ Ｆｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｍ， （５ｂ）

ａｒｉ 和 ａｓｊ 分别表示未知待求系数向量 ａｉ 和 ａ ｊ 的行元素， ｒ，ｓ ＝ １，２，…，６， 箭头表示左边的结果

组集到对应于右边子矩阵的总平衡方程适当的位置．在子块体 ＤＤＡ 中， 总势能 Π 来源于子块

体应变能、初应力势能、固定点弹簧应变能、接触弹簧应变能、外荷载势能等， 而基于 ＢＢＭ 的

子块体 ＤＤＡ 需要考虑粘接弹簧应变能．

２　 提出的方法

本节以子块体 ＤＤＡ 虚拟节理网格节点为 ＭＬＳ 节点， 基于 ＭＬＳ 插值法给出后处理算法，
计算块体内任意点 ｘ 的应力和应变．为此， 考虑如图 ３ 所示块体， 设子块体 ＤＤＡ 采用具有 Λ
个节点的三角形网格将其离散为一个子块体系统．任意节点 ｘＩ 的坐标可设为（ｘＩ， ｙＩ）， Ｉ ＝ １，２，
…，Λ ．○标记落入定义域的节点， □标记 Ωｘ 外的节点．

与 ＦＥＭ 和无网格方法不同， 子块体 ＤＤＡ 得到的位移在相邻子块体之间不连续， 因此同

一个节点实际上是属于不同子块体的顶点．如图 １ 所示， 每一个节点都是以其为顶点的所有

子块体的重叠点．考虑到块体材料的连续性， 其内部不应发生分离、嵌入或相对滑动， 除非是

达到断裂临界值而出现的真实裂纹．所以很自然地， 本文取子块体 ＤＤＡ 得到的顶点位移在节

点处的平均值作为节点位移．对于二维的情形， 记节点 ｘＩ 的位移为 ｕｈ
Ｉ ＝ （ｕｈ

１Ｉ， ｕｈ
２Ｉ） Ｔ， Ｉ ＝ １，２，

…，Λ， 其中 ｕｈ
１Ｉ 和 ｕｈ

２Ｉ 分别表示子块体 ＤＤＡ 计算得到的沿 ｘ 轴和 ｙ 轴的位移分量数值解．
如图 ３ 所示， 对块体内任意坐标为 （ｘ，ｙ） 的点 ｘ， 定义以它为中心半径为 Ｒｘ 的圆形邻域

Ωｘ， 称之为点 ｘ 的定义域．若已知点 ｘ 的形函数 Ｎ（ｘ） ∈ Ｒ１×Λ， 则 ｘ 在 ｉ方向的位移分量 ｕ∗
ｉ 可

用节点位移 ｕｈ
ｉＩ 表示为

　 　 ｕ∗
ｉ ＝ Ｎ（ｘ）（ｕｈ

ｉ１ ｕｈ
ｉ２ … ｕｈ

ｉ Λ） Ｔ，　 　 ｉ ＝ １，２． （６）
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这里需要指出的是， 只有那些位于点 ｘ邻域 Ωｘ 内的节点在上式中产生作用， 通过构造恰当的

形函数可使其他点的贡献为 ０．此时， 只要计算出形函数矩阵Ｎ（ｘ） 的导数矩阵Ｎｘ 和Ｎｙ， 就可

以根据弹性力学几何方程得到该点所有应变分量， 继而基于材料本构方程计算出点 ｘ 处的应

力张量．因此， 下面分两个步骤恢复块体内任意点的应力和应变：首先基于节点坐标给出 ＭＬＳ
形函数矩阵 Ｎ（ｘ）， 然后推导应力和应变的计算公式．

图 ３　 块体内任意点 ｘ 的定义域 Ωｘ 和定义域半径 Ｒｘ

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｏｍａｉｎ Ωｘ ｏｆ ａｎｙ ｐｏｉｎｔ ｘ ｉｎ ａ ｂｌｏｃｋ， ａｎｄ ｒａｄｉｕｓ Ｒｘ ｏｆ Ωｘ

２．１　 ＭＬＳ形函数的构造

块体内任一点 ｘ 的位移分量 ｕ∗
ｉ 可以用下面的 ＭＬＳ 插值多项式来拟合：

　 　 ｕ∗
ｉ ＝ ｐＴ（ｘ）ａｉ（ｘ），　 　 ｉ ＝ １，２， （７）

其中， ｐ（ｘ） 为插值多项式基函数向量， 其一阶和二阶形式分别由式（８ａ）和式（８ｂ）给出

　 　 ｐ（ｘ） ＝ （１ ｘ ｙ） Ｔ， （８ａ）
　 　 ｐ（ｘ） ＝ （１ ｘ ｙ ｘ２ ｘｙ ｙ２） Ｔ， （８ｂ）

ａｉ（ｘ） 是点 ｘ 处对应于第 ｉ 个位移分量的插值多项式未知待定系数，有以下具体形式：
　 　 ａｉ（ｘ） ＝ Ａ －１（ｘ）Ｂ（ｘ）（ｕｉ１ ｕｉ２ … ｕｉＮ） Ｔ， （９）

其中

　 　 Ａ（ｘ） ∈ Ｒｍ×ｍ， Ｂ（ｘ） ∈ Ｒｍ×Λ，
基函数 ｐ 取式（８ａ）时 ｍ ＝ ３，当基函数 ｐ 取式（８ｂ）时 ｍ ＝ ６，

　 　 Ａ（ｘ） ＝ ∑
Λ

Ｉ ＝ １
ｗ（ｘ， ｘＩ）ｐ（ｘＩ）ｐＴ（ｘＩ）， （１０）

　 　 Ｂ（ｘ） ＝ ｗ（ｘ， ｘ１）ｐ（ｘ１） ｗ（ｘ， ｘ２）ｐ（ｘ２） … ｗ（ｘ， ｘＮ）ｐ（ｘＮ）( ) ， （１１）
上面两式中，权函数 ｗ（ｘ， ｘＩ） 是关于点 ｘ与节点 ｘＩ 之间距离‖ｘ － ｘＩ‖２ 的单调递减函数， 这

里 ‖ｘ － ｘＩ‖２ ＝ （ｘ － ｘＩ） ２ ＋ （ｙ － ｙＩ） ２ ．如图 ３所示， 当点 ｘ位于节点 ｘＩ 处时 ｗ（ｘ， ｘＩ） 达到

最大值， 而当节点 ｘＩ 在点 ｘ 的定义域 Ωｘ 外部时 ｗ（ｘ， ｘＩ） ＝ ０．因此， 权函数 ｗ（ｘ， ｘＩ） 是紧支

的， 其支集范围受点 ｘ 定义域的控制．本文取以下形式的权函数：

　 　 ｗ（ｘ， ｘＩ） ＝
ｅ －ｒ２β２ － ｅ －β２

１ － ｅ －β２
， ｒ ≤ １，

０， ｒ ＞ １，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１２）

７４７非连续变形分析的 ＭＬＳ 后处理方法



β 控制权函数衰减速度， 数值实验中取 β ＝ ３， 而比值 ｒ ＝ ‖ｘ － ｘＩ‖２ ／ Ｒｘ ．这样， 点 ｘ处的插值

结果仅与位于其邻域 Ωｘ 内的节点位移有关， 而不受其他节点的影响．将式（９） 代入式（６）， 即

可得到点 ｘ 处的形函数 Ｎ（ｘ） 的具体形式：
　 　 Ｎ（ｘ） ＝ ｐＴ（ｘ）Ａ －１（ｘ）Ｂ（ｘ）， （１３）

在上式中， 矩阵 Ａ（ｘ） 必须非奇异从而保证其逆矩阵存在．在计算中， 这要求 Ａ（ｘ） 的条件数

不能过大， 因此需要点 ｘ 的定义域覆盖足够多的节点 ｘＩ ．但其定义域的半径 Ｒｘ 也不能过大，
否则得到的插值结果会因为局部特性的消失而变得过于光滑， 造成大的误差．为此， 本文采取

以下步骤确定 Ｒｘ 的值：
步骤 １　 计算点 ｘ 与所有节点 ｘＩ 的距离 ｄＩ（ｘ） ＝ ‖ｘ － ｘＩ ‖２， Ｉ ＝ １，２，…，Λ；
步骤 ２　 采用快速排序算法（ｑｕｉｃｋ ｓｏｒｔ）对以上得到的距离按照从小到大排序为 ｄ１， ｄ２，

…， ｄΛ；
步骤 ３　 令 Ｒｘ ＝ ｄ２ｍ， １ ≤ ２ｍ ≤ Λ， 其中 ｍ 为基函数 ｐ 的维数；
步骤 ４　 若矩阵 Ａ（ｘ） 条件数大于 １．０ × １０１２，则增大 Ｒｘ 直到 Ａ（ｘ） 条件数不大于 １．０×１０１２ ．

２．２　 应力恢复

块体内任意点 ｘ 的应变 ε（ｘ） 可根据以下几何方程通过该点位移 ｕ∗ ＝ （ｕ∗
１ ， ｕ∗

２ ） Ｔ 计算：

　 　 ε（ｘ） ＝
ε ｘ（ｘ）
ε ｙ（ｘ）
γ ｘｙ（ｘ）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝

∂
∂ｘ

０

０ ∂
∂ｙ

∂
∂ｙ

∂
∂ｘ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ｕ∗
１

ｕ∗
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ． （１４）

将式（６）代入上式， 则

　 　 ε（ｘ） ＝
Ｎｘ（ｘ） ０

０ Ｎｙ（ｘ）
Ｎｙ（ｘ） Ｎｘ（ｘ）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ｕｈ
１

ｕｈ
２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ， （１５）

其中

　 　 ｕｈ
ｉ ＝ ｕｈ

ｉ１ ｕｈ
ｉ２ … ｕｈ

ｉΛ( )
Ｔ，　 　 ｉ ＝ １，２． （１６）

此外， Ｎξ（ｘ） ＝ ∂Ｎ（ｘ） ／ ∂ξ， ξ 表示 ｘ 或 ｙ， 并由式（１３）可知，
　 　 Ｎξ（ｘ） ＝
　 　 　 　 ｐξ（ｘ）Ａ

－１（ｘ）Ｂ（ｘ） －
　 　 　 　 ｐ（ｘ）Ａ －１（ｘ）Ａξ（ｘ）Ａ

－１（ｘ）Ｂ（ｘ） ＋ ｐ（ｘ）Ａ －１（ｘ）Ｂξ（ｘ）， （１７）
式中

　 　 ｐξ ＝ ∂ｐ ／ ∂ξ，

　 　 Ａξ（ｘ） ＝ ∂Ａ（ｘ）
∂ξ

＝ ∑
Λ

Ｉ ＝ １
ｗξ（ｘ， ｘＩ）ｐ（ｘＩ）ｐＴ（ｘＩ）， （１８）

　 　 Ｂξ（ｘ） ＝ ∂Ｂ（ｘ）
∂ξ

＝

　 　 　 　 ｗξ（ｘ， ｘ１）ｐ（ｘ１） ｗξ（ｘ， ｘ２）ｐ（ｘ２） … ｗξ（ｘ， ｘΛ）ｐ（ｘΛ）( ) ， （１９）
其中， ｗξ（ｘ， ｘＩ） ＝ ∂ｗ（ｘ， ｘＩ） ／ ∂ξ ．根据线弹性问题本构方程， 应力可由应变按照下式解出：
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　 　 σ（ｘ） ＝
σ ｘ（ｘ）
σ ｙ（ｘ）
τ ｘｙ（ｘ）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝ Ｅ
１ － ν ２

１ ν ０
ν １ ０
０ ０ （１ － ν） ／ ２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ε（ｘ）， （２０）

其中 Ｅ 和 ν 分别为材料的弹性模量和 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比．将式（１５）代入上式可得

　 　 σ ｘ（ｘ） ＝ Ｅ
１ － ν ２（Ｎｘ（ｘ）ｕｈ

１ ＋ ν Ｎｙ（ｘ）ｕｈ
２）， （２１ａ）

　 　 σ ｙ（ｘ） ＝ Ｅ
１ － ν ２（ν Ｎｘ（ｘ）ｕｈ

１ ＋ Ｎｙ（ｘ）ｕｈ
２）， （２１ａ）

　 　 τ ｘｙ（ｘ） ＝ Ｅ
２（１ ＋ ν）

（Ｎｙ（ｘ）ｕｈ
１ ＋ Ｎｘ（ｘ）ｕｈ

２） ． （２１ｃ）

由于以上各式没有限制点 ｘ 的位置， 因此式（２１ａ） ～ （２１ｃ）描述了块体内部的应力场分

布．可以通过提高基函数 ｐ（ｘ） 的最高次数来得到更高阶变化的应力．

３　 数 值 算 例

３．１　 算例 １
考虑如图 ４（ａ）所示悬臂梁， 其长为 Ｌ ＝ １０ ｍ， 宽度为 ｂ ＝ １ ｍ ．坐标系原点取在模型的左

下角， ｘ 轴沿梁的下表面向右．整个悬臂梁满足线弹性各向同性， 弹性模量 Ｅ ＝ ３．０ × １０８ Ｐａ，
Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３．悬臂梁左端面 Γｕ ＝ { （ｘ，ｙ）： ｘ ＝ ０ } 为 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界， 右端面 Γ ｔ ＝ { （ｘ，ｙ）：
ｘ ＝ Ｌ } 为 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界．Γｕ 上位移所有分量逐点为０， Γ ｔ 上定义有方向为 ｙ轴负方向的集度为

Ｐ ＝ １ ｋＮ ／ ｍ 的均布荷载．该问题有如下解析解［２０］：

　 　 σ ｘ ＝ －
１２Ｐ
ｂ３ ｙ － ｂ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ （ｘ － Ｌ）， （２２ａ）

　 　 σ ｙ ＝ ０， （２２ａ）

　 　 τ ｘｙ ＝ －
６Ｐ
ｂ３

１
４

ｂ２ － ｙ － ｂ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú ， （２２ｃ）

其中， ｘ∈［０，Ｌ］， ｙ∈［０，ｂ］ ．下面， 采用基于 ＢＢＭ 的 ＤＤＡ 求解该问题， 并采用二次 ＭＬＳ 插

值基函数对结果进行应力恢复．将整个梁看做一个块体， 并按照图 ４（ｂ）所示的无结构网格将

其剖分成子块体类型的三角形单元．为了检验所提出的基于 ＭＬＳ 的后处理方法的精确性和有

效性， 将图 ４（ａ）所示模型上表面 ＡＢ ＝ { （ｘ，ｙ）： ０≤ ｘ≤ Ｌ，ｙ ＝ ｂ } 作为研究对象， 考察其上分

布的应力．

图 ５ 绘制了理论解和通过 ＤＤＡ 得到的 ＡＢ上的应力结果， 包括 ｘ方向应力分量σ ｘ， ｙ方向

应力分量 σ ｙ 和剪切应力分量 τ ｘｙ， ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ 表示解析解， ａｖｅｒａｇｅ 表示基于平均值后处理的结

果， ＭＬＳ⁃ｂａｓｅｄ 表示基于ＭＬＳ 插值方法后处理的结果．其中， ＤＤＡ 的计算结果分别用平均值方

法和 ＭＬＳ 插值法进行后处理．从图 ５ 可以看到， 基于 ＭＬＳ 后处理的结果比采用平均值后处理

方法得到的解更加接近弹性理论给出的应力曲线．尤其对于水平方向应力分量 σ ｘ， 平均值方

法得到的解与理论值有较为明显的偏差， 而基于 ＭＬＳ 插值的结果与解析解是吻合的．
图 ５ 中，基于两种后处理方法的 ＤＤＡ 得到的应力分量 σ ｙ 和 τ ｘｙ 在点 Ａ（０，ｂ） 附近的结果

与解析解有一定的误差．根据式（２２） 可知， 解析解在点 Ａ 的值为 σ ｙ ＝ τ ｘｙ ＝ ０．这一误差是由于

基于 ＢＢＭ 的 ＤＤＡ 在 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界Γｕ 上采用罚函数法引入位移边界条件，但罚函数法不能将位

９４７非连续变形分析的 ＭＬＳ 后处理方法



移变化彻底消除为 ０，从而导致很小的非零应力和应变．从图 ５ 可以发现， 稍微离开固定端的应

力结果与解析解完全符合，而 ＭＬＳ 后处理降低了平均值后处理在固定端处点 Ａ 处的误差．

（ａ） 几何模型

（ａ） Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｍｏｄｅｌ

（ｂ） 所采用的三角形网格（包含 ２ ２０２ 个单元和 １ ２１２ 个节点）
（ｂ） Ｔｈｅ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｍｅｓｈ（ｗｉｔｈ ２ ２０２ ｅｌｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ １ ２１２ ｎｏｄｅｓ）

图 ４　 算例 １ 自由端受向下均布荷载 Ｐ 的悬臂梁

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｌｏａｄ ｏｆ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ Ｐ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ

图 ５　 比较采用不同后处理方法的 ＤＤＡ 得到的沿图 ４（ａ）中梁上表面 ＡＢ 上分布的应力

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ａｌｏｎｇ ｔｏｐ ｓｕｒｆａｃｅ ＡＢ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｓｈｏｗｎ
ｉｎ ｆｉｇ． ４（ａ） ｓｏｌｖｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ＤＤＡ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｏｓｔ⁃ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ

３．２　 算例 ２
考虑如图 ６（ａ）所示的中间带有圆孔的薄板， 薄板边长为 ２Ｌ ＝ ２０ ｍ， 圆孔的直径为 ｄ ＝ ２

ｍ ．取平面直角坐标系的原点在中间圆孔的圆心处， 且 ｘ 轴水平向右．薄板满足线弹性各向同

性，弹性模量 Ｅ ＝ ３ ＧＰａ， Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３．薄板左右两侧 { （ｘ，ｙ）： ｘ ＝ ± Ｌ } 受到集度为 ｑ ＝ １
ＭＰａ 的均布拉伸应力作用．该问题有如下解析解［２０］：

　 　 σ ｘ ＝ １ － ａ２

ｒ２
３
２

ｃｏｓ（２θ） ＋ ｃｏｓ（４θ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ３ａ４

２ｒ４
ｃｏｓ（４θ）， （２３ａ）

　 　 σ ｙ ＝ －
ａ２

ｒ２
１
２

ｃｏｓ（２θ） － ｃｏｓ（４θ）æ

è
ç

ö

ø
÷ － ３ａ４

２ｒ４
ｃｏｓ（４θ）， （２３ｂ）

０５７ 孙　 　 越　 　 　 冯　 象　 初　 　 　 肖　 　 俊　 　 　 王　 　 颖



　 　 τ ｘｙ ＝ －
ａ２

ｒ２
３
２

ｓｉｎ（２θ） ＋ ｓｉｎ（４θ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ３ａ４

２ｒ４
ｓｉｎ（４θ）， （２３ｃ）

其中， ａ ＝ ｄ ／ ２ 为中间圆孔的半径，（ ｒ，θ） 为极坐标系坐标， 圆孔圆心为极点， ｘ 轴正向的极角

为 θ ＝ ０， 每个应力分量的单位为 ＭＰａ ．

（ａ） 几何模型和坐标系设置 （ｂ） 对 １ ／ ４ 模型所采用的无结构三角形网格

（ａ） Ｔｈｅ ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ （ｂ） Ｔｈｅ ｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｔｒｉａｎｇｕｌａｒ ｍｅｓｈ ｆｏｒ ｔｈｅ １ ／ ４ ｍｏｄｅｌ
图 ６　 算例 ２ 两侧受拉伸应力作用的中间带圆孔薄板

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｃｅｎｔｅｒ ｈｏｌｅ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｔｅｎｓｉｏｎ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｔｗｏ ｓｉｄｅｓ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ２

图 ７　 基于不同后处理方法得到的算例 ２ 中沿弧线 ＡＣ 分布的应力分量变化曲线与解析解的比较

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ａｌｏｎｇ ａｒｃ ＡＣ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｐｏｓｔ⁃ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅｓ ａｎｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ２

下面采用基于 ＢＢＭ 的 ＤＤＡ 求解这一问题， 并采用二次 ＭＬＳ 插值基函数对结果进行应力

恢复．从图 ６（ａ）可知该模型关于原点对称， 因此仅需考虑第一象限内的 １ ／ ４ 模型 { （ｘ，ｙ）： ０
≤ ｘ≤ Ｌ， ０≤ ｙ≤ Ｌ } ．将 １ ／ ４ 薄板模型看做一个块体， 采用图 ６（ｂ）所示无结构三角形网格对

其进行几何离散， 包含 ６ ９５６ 个单元和 ３ ６１３ 个节点．此时需在对称线 ＡＢ 和ＣＤ 上引入以下位

移边界条件：

１５７非连续变形分析的 ＭＬＳ 后处理方法



　 　 ｕｘ（ｘ，ｙ） ＝ ０， 　 　 （ｘ，ｙ） ∈ ＡＢ ＝ { （ｘ，ｙ）： ｘ ＝ ０， ｄ
２

≤ Ｌ } ， （２４ａ）

　 　 ｕｙ（ｘ，ｙ） ＝ ０，　 　 （ｘ，ｙ） ∈ ＣＤ ＝ { （ｘ，ｙ）： ｄ
２

≤ Ｌ， ｙ ＝ ０ } ， （２４ｂ）

其中， ｕｘ 和 ｕｙ 分别是沿 ｘ 轴和 ｙ 轴的位移分量．在基于 ＢＢＭ 的 ＤＤＡ 中，以上边界条件采用罚

函数法施加， 罚函数取为 １ ０００ 倍薄板剪切模量．
图 ７ 绘制了计算得到的 ３ 个应力分量 σ ｘ， σ ｙ 和 τ ｘｙ 沿 １ ／ ４ 圆孔圆周ＡＣ ＝ { （ ｒ，θ）： ｒ ＝ １，

０ ≤ θ ≤９０° } 的变化曲线， 并与式（２３）给出的解析解进行比较， ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ 表示解析解， ａｖｅｒ⁃
ａｇｅ 表示基于平均值后处理的结果， ＭＬＳ⁃ｂａｓｅｄ 表示基于 ＭＬＳ 插值方法后处理的结果．从图中

可以看到， 基于 ＭＬＳ 后处理的 ＤＤＡ 所得到的应力曲线比采用平均值后处理方法的结果更符

合解析解曲线， 因此更加精确．
在表 １ 中， 对比了采用不同后处理方法的子块体 ＤＤＡ 得到的沿圆孔 １ ／ ４ 圆周 ＡＣ 每个应

力分量与解析解的相对误差， δ（σ ｘ），δ（σ ｙ），δ（τ ｘｙ） 分别由将 σ ｘ，σ ｙ，τ ｘｙ 代入式（２５）得到．误
差按照下式计算：

　 　 δ（σ） ＝ (∑
Ｎ

ｉ ＝ １
｜ σ∗

ｉ － σ－ ｉ ｜ ２ )
１ ／ ２

(∑
Ｎ

ｉ ＝ １
σ－ ２

ｉ )
１ ／ ２

． （２５）

从表 １ 可以看出，ＭＬＳ 后处理后的每个应力分量的精确度都比采用平均值后处理的结果

要好．
表 １　 不同后处理方法解得的沿弧线 ＡＣ 分布的应力分量的相对误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ａｌｏｎｇ ａｒｃ ＡＣ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｆｒｏｍ ｄｉｆｆｅｎｒｅｎｔ ｐｏｓｔ⁃ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅｓ

ｐｏｓｔ⁃ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ δ（σ ｘ） ／ ％ δ（σ ｙ） ／ ％ δ（τ ｘｙ） ／ ％

ａｖｅｒａｇｅ⁃ｂａｓｅｄ ｐｏｓｔ⁃ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ２．８４ ６．９０ ３．７９

ＭＬＳ⁃ｂａｓｅｄ ｐｏｓｔ⁃ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ ２．４０ ５．６６ ２．２５

４　 结　 　 论

本文将 ＭＬＳ 插值近似引入子块体 ＤＤＡ 后处理．推导了 ＭＬＳ 形函数及其导数， 并给出了

利用子块体 ＤＤＡ 得到的节点位移计算块体应力分布的公式．与已有 ＤＤＡ 应力恢复算法相比，
基于 ＭＬＳ 插值的后处理方法能够给出块体内任意点的应力， 通过提高插值多项式基函数的

最高次数可以得到高阶变化的块体应力分布．数值算例验证了本文方法的精确性和有效性．与
平均值方法相比， 基于 ＭＬＳ 插值的后处理方法能够更加真实地反映子块体 ＤＤＡ 得到的应力

分布结果．本文所提出的方法适用于二维和三维 ＤＤＡ ．
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