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摘要：　 层状弹性材料的裂纹方向垂直于界面时，沿围绕裂尖的任意一条封闭路径Γ的 Ｊ积分（ＪГ）
由两部分组成，ＪГ ＝ Ｊｔｉｐ ＋ Ｊｉｎｔ，这里 Ｊｔｉｐ 表示裂尖产生的 Ｊ积分，Ｊｉｎｔ 表示Γ所包围的界面产生的 Ｊ积
分．裂尖产生的 Ｊ积分不随 Γ变化，物理含义是裂纹扩展能量释放率；界面产生的 Ｊ积分随 Γ变化，
物理含义与裂纹扩展能量释放率无关．界面 Ｊ积分的产生使 ＪГ 失去了路径无关特性，也失去了实际

物理意义．为了有助于理解非均匀材料 Ｊ 积分的含义和局限性，分析了层状弹性材料界面 Ｊ 积分的

产生原因和特点．由不同均匀弹性材料组成的层状材料中，应变能密度的跳跃是界面 Ｊ 积分产生的

原因，而弹性模量和残余应力在界面处的跳跃可使应变能密度在界面处产生跳跃．层状弹性材料的

界面 Ｊ 积分之间具有相互抵消的作用．

关　 键　 词：　 Ｊ 积分；　 界面；　 层状弹性材料；　 材料非均匀性
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符　 号　 说　 明

ｈ 层状弹性材料厚度

ｈＡ，ｈＢ 材料 Ａ、Ｂ 的每层厚度

σｙｂ 弯曲载荷产生的 ｙ 向应力

σｙｂｍａｘ
弯曲载荷在层状弹性材料表面产生的 ｙ 向应力

σｙＴＡ，σｙＴＢ Ａ、Ｂ 层的 ｙ 向残余应力

σｚＴＡ，σｚＴＢ Ａ、Ｂ 层的 ｚ 向残余应力

Ｅ′Ａ，Ｅ′Ｂ Ａ、Ｂ 层在平面应变条件下的弹性模量

Ｊｔｉｐ 裂尖 Ｊ 积分，围绕裂尖的积分路径所包围区域内不允许

存在材料非均匀性

Ｊｉｎｔ 界面 Ｊ 积分

Ｎ 层状弹性材料中 Ｂ 层的数量

Ｗ（ｘ， ｙ） 在材料坐标系中的点 （ｘ，ｙ） 的应变能密度

［［Ｗ（ξｊ， ｙ）］］ 界面右侧与左侧弹性应变能密度之差

引　 　 言

对于弹性材料中的裂纹，Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 断裂准则可表示为： － ｄＵ ／ ｄＡ ＝ ＧＣ ．这里，Ｕ表示弹性应变
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能；Ａ 表示裂纹面积； － ｄＵ ／ ｄＡ 表示裂纹扩展能量释放率，即裂纹扩展单位面积所引起的弹性

应变能变化量；ＧＣ 是材料常数，表示弹性材料产生单位面积裂纹所需要消耗的能量［１］ ．Ｇｒｉｆｆｉｔｈ
断裂准则的物理意义清晰，但直接计算裂纹扩展能量释放率不方便．对于均匀弹性材料，Ｒｉｃｅ
的 Ｊ 积分恰好等于裂纹扩展能量释放率，而 Ｊ 积分的路径无关特性使裂纹扩展能量释放率可

沿远离裂尖的路径准确地计算［２］，所以 Ｊ 积分成为断裂分析中定量表征裂纹驱动力的主要参

数之一．然而，非均匀弹性材料中的 Ｊ 积分却令人困惑，如果积分路径所包围的区域内沿裂纹

方向存在材料参数变化， Ｊ 积分就会失去与裂纹扩展能量释放率的等量关系，也失去路径无关

特性［３］ ．
在非均匀材料中，裂尖 Ｊ积分（Ｊｔｉｐ） 与远场 Ｊ积分（Ｊｆａｒ） 的关系是 Ｊｔｉｐ ＝ Ｊｆａｒ ＋ Ｃ ｉｈｈ

［４⁃８］ ．这里，
Ｊｔｉｐ 是在裂尖附近沿围绕裂尖的路径 Γ ｔｉｐ 计算的 Ｊ 积分，Γ ｔｉｐ 所围区域内必须无材料非均匀性；
Ｊｆａｒ是在远离裂尖区域沿围绕裂尖的路径Γ ｆａｒ 计算的 Ｊ积分，Γ ｆａｒ 包围了全部材料非均匀性；Ｃ ｉｈｈ

表示路径Γ ｔｉｐ 与Γ ｆａｒ 之间区域内的材料非均匀性的作用总和．如果非均匀弹性材料由不同的均

匀材料组成，即材料参数只在界面处发生变化，那么 － Ｃ ｉｈｈ 等于路径 Γ ｔｉｐ 与 Γ ｆａｒ 之间区域内的

所有界面的 Ｊ积分之和（Ｊｉｎｔ） ［９］，所以 Ｊｔｉｐ ＝ Ｊｆａｒ － Ｊｉｎｔ ．若Γ是逆时针围绕裂尖的任意一条封闭路

径，那么沿 Γ 的 Ｊ 积分（ＪΓ） 可看作裂尖 Ｊ 积分（Ｊｔｉｐ） 与界面 Ｊ 积分（Ｊｉｎｔ） 之和，其中 Ｊｔｉｐ 保持路

径无关特性，其值等于裂纹扩展能量释放率；Ｊｉｎｔ 随路径变化，其值与裂纹扩展能量释放率无

关．所以，ＪΓ － Ｊｉｎｔ 保持路径无关特性，其值等于裂纹扩展能量释放率．
非均匀弹性材料断裂分析所需要的裂纹驱动力参数是裂纹扩展能量释放率．根据上述裂

纹扩展能量释放率与 Ｊ 积分的关系，可用两种方法计算裂纹扩展能量释放率．第一种方法是直

接计算 Ｊｔｉｐ： 取围绕裂尖的路径 Γ ｔｉｐ 靠近裂尖，Γ ｔｉｐ 不接触任何界面，即确保 Γ ｔｉｐ 包围的区域是

均匀材料［１０］ ．第二种方法是计算 ＪΓ － Ｊｉｎｔ：沿围绕裂尖的任意封闭路径 Γ 计算 ＪΓ，再计算 Γ 包

围区域内的界面 Ｊ 积分 Ｊｉｎｔ，ＪΓ － Ｊｉｎｔ 就等于裂纹扩展能量释放率．如果仅考虑非均匀弹性材料

断裂分析，计算出 Ｊｔｉｐ 或 ＪΓ － Ｊｉｎｔ 就可以满足需要，不必了解 ＪΓ 和 Ｊｉｎｔ 的性质．但研究界面 Ｊ 积

分有助于更好地理解 Ｊ 积分的物理意义和局限性，对非均匀材料设计也可能有意义［１１］ ．
Ｊ 积分与界面的相对方向对 Ｊ 积分有重要影响．沿界面方向计算的界面 Ｊ 积分为 ０，所以当

裂纹方向平行于界面或沿着界面时，裂纹 Ｊ积分与路径无关［１２⁃１３］ ．沿垂直于界面方向计算的界

面 Ｊ积分不为０，而且与路径相关．所以，当裂纹方向垂直于或倾斜于界面时，由于界面 Ｊ积分的

干扰，裂纹 Ｊ积分与路径相关．为了有助于理解非均匀材料 Ｊ积分的性质，本文分析层状弹性材

料沿垂直于界面方向计算的界面 Ｊ 积分特征．

１　 Ｊ 积分的定义

１．１　 裂纹 Ｊ 积分的定义

Ｒｉｃｅ 的 Ｊ 积分定义为［２］

　 　 Ｊ ＝ ∫
Γ

Ｗｄｙ － ｔｉ
∂ｕｉ
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ｄｓ

æ

è
ç
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ø
÷ ， （１）

这里， ｘ 轴沿裂纹方向，ｙ 轴垂直于裂纹方向；Γ 表示任意一条从裂纹下表面出发、逆时针围绕

裂尖、终止于裂纹上表面的路径；ｔｉ（ ｔｉ ＝ ｔｘ，ｔｙ） 是路径Γ上的法向力向量 ｔ沿 ｘ和 ｙ的分量，力向

量 ｔ 与应力 σ的关系是 ｔ ＝ σ·ｎ，应力 σ的分量是 σ ｘ，σ ｙ 和 τ ｘｙ；ｕ是位移向量，ｄｓ表示沿路径 Γ
的长度增量；Ｗ 表示应变能密度．

裂纹扩展会导致整个弹性体的应变能减小，Ｒｉｃｅ 的 Ｊ 积分的物理含义是裂纹扩展能量释
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放率，即裂纹扩展单位面积所释放的弹性应变能．弹性材料在裂纹扩展过程中的能量耗散机制

只有裂纹扩展，所以整个弹性体的能量耗散等于裂纹的能量耗散．在均匀弹性材料中，由于 Ｊ
积分具有路径无关特性，所以可选远离裂尖的路径计算 Ｊ 积分，甚至可沿弹性体的边界计算 Ｊ
积分［１４］ ．
１．２　 广义 Ｊ 积分的定义

Ｒｉｃｅ 的 Ｊ 积分是沿围绕裂尖的封闭路径定义的．广义 Ｊ 积分就是式（１）中的路径 Γ 是任意

一条逆时针方向的封闭路径，不限定必须围绕裂尖．如果此封闭路径所包围区域内既无裂尖、
也无材料非均匀性，那么 Ｊ 积分为 ０．如果 Γ 所围区域内存在缺陷（夹杂、孔洞、界面等），那么 Ｊ
积分就是缺陷移动能量释放率，即缺陷沿 ｘ 方向移动单位距离所导致的弹性应变能变化量［１５］ ．

２　 层状弹性材料 Ｊ 积分的物理含义

２．１　 层状弹性材料裂尖 Ｊ 积分的物理含义

只要围绕裂尖的积分路径局限在裂尖所在的那一层材料之内，如图 １（ａ）所示，那么 Ｊ 积

分就与路径无关，定义为裂尖 Ｊ 积分（Ｊｔｉｐ） ．假如裂尖在材料坐标系中沿 ｘ 方向前进，材料的弹

性应变能就会相应减小［１６］ ．层状弹性材料 Ｊｔｉｐ 的物理含义就是裂纹扩展能量释放率，即，裂尖

在材料坐标系中沿 ｘ 方向前进单位长度所导致的单位厚度（ ｚ 向）层状弹性材料的弹性应变能

减小量．Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 断裂准则 （ － ｄＵ ／ ｄＡ ＝ ＧＣ） 就变成 Ｊｔｉｐ ＝ ＪＩｃ，ＪＩｃ 是裂尖所在材料层的 Ｊ 积分临界

值，ＪＩｃ 等于裂纹扩展内聚力模型中的内聚能［１７］ ．

（ａ） 裂尖 Ｊ 积分的路径 （ｂ） 界面 Ｊ 积分的路径 （ｃ） 计算 ＪΓ － Ｊｉｎｔ 的路径

（ａ） Ｔｈｅ ｐａｔｈ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｔｈｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｐａｔｈ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｔｈｅ （ｃ） Ｔｈｅ ｐａｔｈ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ
ｃｒａｃｋ ｔｉｐ Ｊ ⁃ｉｎｔｅｇｒａｌ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ Ｊ ⁃ｉｎｔｅｇｒａｌ ＪΓ － Ｊｉｎｔ

图 １　 用于计算层状弹性材料 Ｊ 积分的路径

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｎｔｏｕｒｓ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｊ⁃ ｉｎｔｅｇｒａｌｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｌａｍｉｎａｔｅ

２．２　 层状弹性材料界面 Ｊ 积分的物理含义

当一条封闭路径围绕一段界面时，按式（１）计算的 Ｊ 积分就是界面 Ｊ 积分．如果界面两侧

材料是不同的均匀材料，那么界面可看作一种缺陷，界面 Ｊ 积分可看作驱动界面沿 ｘ 方向移动

的力［１８］ ．在路径所包围界面长度不变的条件下，如果积分路径的左路不超出界面左侧那一层、
右路不超出界面右侧那一层，则界面 Ｊ 积分与路径无关．所以，在图 １（ｂ）中，沿路径 Γ１ 和Γ２ 计

算的界面 Ｊ 积分相等．由于界面 Ｊ 积分随着积分路径所包围的界面长度变化，所以每个界面的

Ｊ 积分都是路径相关的．
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如果界面在材料坐标系中沿 ｘ 方向移动，材料的弹性应变能就会变化．界面 Ｊ 积分的物理

含义就是界面移动能量释放率，即，界面在材料坐标系中沿 ｘ 方向移动单位长度所导致的单位

厚度（ ｚ 向） 层状弹性材料的弹性应变能变化量．在裂纹扩展过程中，界面在材料坐标系中没有

移动，所以界面没有耗散能量．界面没有耗散能量，却对 Ｊ 积分有贡献，所以界面 Ｊ 积分代表的

能量释放率是假想的，不具有实际的物理意义．
２．３　 层状弹性材料 ＪΓ 的物理含义

假设 Γ 是在远离裂尖处围绕裂尖的一条封闭路径，Γ 所包围区域内包含部分界面，如图 １
（ｃ）所示．界面 Ｊ 积分与路径相关导致 ＪГ 与路径相关．ＪГ 的物理含义可表述为：裂尖和界面在材

料坐标系中沿 ｘ 向移动单位长度时，单位厚度（ ｚ 向） 层状弹性材料的弹性应变能减小量．裂纹

扩展与界面移动是两个不相关事件，裂纹扩展时界面没有发生移动，界面也就没有导致弹性能

的减少，所以 ＪГ 代表的能量释放率是假想的，不具有实际的物理意义．

３　 层状弹性材料模型中的界面位置描述

３．１　 层状弹性材料模型

层状弹性材料由 Ａ 材料层和 Ｂ 材料层交替排列构成，Ａ 层和 Ｂ 层都是均匀材料［１９⁃２１］ ．左
右两个表层都为 Ａ 层，共有 Ｎ 个 Ｂ 层、 Ｎ ＋ １ 个 Ａ 层，本文取 Ｎ 为偶数．每个 Ａ 层和每个 Ｂ 层

的厚度分别为 ｈＡ 和 ｈＢ，层状弹性材料总厚度为 ｈ，共有 ２Ｎ 个界面．
３．２　 界面位置描述

取 ｘ 方向垂直于界面， ｙ 方向平行于界面，坐标原点位于左边界．界面的 ｘ 坐标值为

　 　
ｘ２ｋ－１ ＝ ｋｈＡ ＋ （ｋ － １）ｈＢ，
ｘ２ｋ ＝ ｋｈＡ ＋ ｋｈＢ，

{ 　 　 ｋ ＝ １， ２， ３， …，Ｎ ． （２）

左、右边界的 ｘ 坐标值分别为 ｘ ＝ ０ 和 ｘ ＝ ｈ，对称面位于 ｘ ＝ ｈ ／ ２．
为了更方便地表示界面位置，用无量纲坐标 ξ 来代替 ｘ，ξ 与 ｘ 的关系是

　 　 ξ ＝ ｘ － ｈ ／ ２
ｈ ／ ２

， （３）

这里

　 　 － １ ≤ ξ ≤ １．
界面位置可表示为 ξ ＝ ξ ｊ 和 ξ ＝ － ξ ｊ， ｊ ＝ １， ２， ３， …， Ｎ ．

　 　 ξ ２ｋ－１ ＝
（ｋ － １ ／ ２）ｈＡ ＋ （ｋ － １）ｈＢ

ｈ ／ ２
， （４ａ）

　 　 ξ ２ｋ ＝
（ｋ － １ ／ ２）ｈＡ ＋ ｋｈＢ

ｈ ／ ２
， （４ｂ）

这里

　 　 ｋ ＝ １， ２， ３， …， Ｎ ／ ２．
ξ １ 对应 ｘＮ＋１， － ξ １ 对应 ｘＮ；ξ ２ 对应 ｘＮ＋２， － ξ ２ 对应 ｘＮ－１；……；ξＮ 对应 ｘ２Ｎ， － ξＮ 对应 ｘ１ ．

４　 层状弹性材料界面 Ｊ 积分特征分析

４．１　 残余应力产生的界面 Ｊ 积分

根据界面 Ｊ 积分的定义，产生界面 Ｊ 积分的主要原因是应变能密度在界面处出现跳跃．残
余应力可导致应变能密度在界面跳跃，下面分析残余应力产生的界面 Ｊ 积分特征．
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假设层状弹性材料没有受到外载荷作用，只受由 Ａ 层与 Ｂ 层热膨胀系数不同或固体相变

不同引起的残余应力的作用，无裂纹．残余应力在每层中是均匀的，Ａ 层沿 ｙ 向和 ｚ 向的残余应

力分别为 σ ｙＴＡ 和 σ ｚＴＡ， Ｂ 层沿 ｙ 向和 ｚ 向的残余应力分别为 σ ｙＴＢ 和 σ ｚＴＢ ．由于 ｘ 方向残余应力

为 ０，界面积分路径的法向力就为 ０，所以式（１）中的第二项为 ０，界面 Ｊ 积分由界面两侧的弹

性应变能密度之差及界面长度决定．界面两侧应变能密度之差可表示为

　 　 ［［Ｗ（ － ξ ２ｋ－１，ｙ）］］ ＝
σ ２

ｙＴＡ ＋ σ ２
ｚＴＡ

２Ｅ′Ａ
－
σ ２

ｙＴＢ ＋ σ ２
ｚＴＢ

２Ｅ′Ｂ
， （５ａ）

　 　 ［［Ｗ（ － ξ ２ｋ，ｙ）］］ ＝
σ ２

ｙＴＢ ＋ σ ２
ｚＴＢ

２Ｅ′Ｂ
－
σ ２

ｙＴＡ ＋ σ ２
ｚＴＡ

２Ｅ′Ａ
， （５ｂ）

这里

　 　 ｋ ＝ １， ２， ３， …， Ｎ ／ ２．
由对称性可知

　 　 ［［Ｗ（ξ ｊ，ｙ）］］ ＝ － ［［Ｗ（ － ξ ｊ，ｙ）］］， （６）
即，界面长度相同时，对称的两个界面的 Ｊ 积分之和为 ０，这里， ｊ ＝ １， ２， ３，…， Ｎ ．

根据式（５ａ）、（５ｂ）、（６）可知

　 　 ［［Ｗ（ － ξ ｊ，ｙ）］］ ＋ ［［Ｗ（ － ξ ｊ ＋１，ｙ）］］ ＝ ［［Ｗ（ξ ｊ，ｙ）］］ ＋ ［［Ｗ（ξ ｊ ＋１，ｙ）］］ ＝ ０， （７）
即，界面长度相同时，相邻两个界面的 Ｊ 积分之和为 ０，这里，ｊ ＝ １， ２， ３，…， Ｎ － １．

由式（６）可知

　 　 ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（［［Ｗ（ － ξ ｊ，ｙ）］］ ＋ ［［Ｗ（ξ ｊ，ｙ）］］） ＝ ０， （８）

即，界面长度相同时，界面的 Ｊ 积分总和为 ０．
从式（５ａ）、（５ｂ）可知：如果 Ａ 层与 Ｂ 层的弹性模量相同，而且 Ａ 层总厚度与 Ｂ 层总厚度

相等，那么 Ａ 层与 Ｂ 层的残余应力绝对值相等，每个界面两侧的应变能密度相等，从而导致每

个界面的 Ｊ 积分都等于 ０．
４．２　 弯曲应力在弹性模量不匹配界面产生的界面 Ｊ 积分

假设 Ａ 层与 Ｂ 层弹性模量不同，没有残余应力，无裂纹．受弯曲载荷作用时，界面处的应变

是连续的，但弹性模量在界面处的跳跃导致 ｙ 方向应力在界面处跳跃．受弯曲载荷作用时，由
于 ｘ 方向应力为 ０，式（１）中的第二项为 ０，所以弯曲应力产生的界面 Ｊ 积分由界面两侧的应变

能密度之差及界面长度决定．界面两侧应变能密度之差可表示为

　 　 ［［Ｗ（ξ ２ｋ－１，ｙ）］］ ＝

　 　 　 　
Ｅ′Ｂ
Ｅ′Ａ

（σ ｙｂｍａｘ
ξ ２ｋ－１） ２

２Ｅ′Ａ
－

（σ ｙｂｍａｘ
ξ ２ｋ－１） ２

２Ｅ′Ａ
＝

Ｅ′Ｂ
Ｅ′Ａ

－ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

（σ ｙｂｍａｘ
ξ ２ｋ－１） ２

２Ｅ′Ａ
， （９ａ）

　 　 ［［Ｗ（ξ ２ｋ，ｙ）］］ ＝
（σ ｙｂｍａｘ

ξ ２ｋ） ２

２Ｅ′Ａ
－
Ｅ′Ｂ
Ｅ′Ａ

（σ ｙｂｍａｘ
ξ ２ｋ） ２

２Ｅ′Ａ
＝ １ －

Ｅ′Ｂ
Ｅ′Ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（σ ｙｂｍａｘ
ξ ２ｋ） ２

２Ｅ′Ａ
， （９ｂ）

这里

　 　 ｋ ＝ １， ２， ３， …， Ｎ ／ ２．
由对称性可知

　 　 ［［Ｗ（ － ξ ｊ，ｙ）］］ ＝ － ［［Ｗ（ξ ｊ，ｙ）］］， （１０）
即，界面长度相同时，对称的两个界面的 Ｊ 积分之和为 ０，这里，ｊ ＝ １， ２， ３，…， Ｎ ．
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根据式（９ａ）、（９ｂ） 可知

　 　 ［［Ｗ（ξ ２ｋ－１，ｙ）］］ ＋ ［［Ｗ（ξ ２ｋ，ｙ）］］ ＝ １ －
Ｅ′Ｂ
Ｅ′Ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

σ ２
ｙｂｍａｘ

２Ｅ′Ａ
（ξ ２

２ｋ － ξ ２
２ｋ－１）， （１１ａ）

　 　 ［［Ｗ（ － ξ ２ｋ－１，ｙ）］］ ＋ ［［Ｗ（ － ξ ２ｋ，ｙ）］］ ＝ － １ －
Ｅ′Ｂ
Ｅ′Ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

σ ２
ｙｂｍａｘ

２Ｅ′Ａ
（ξ ２

２ｋ － ξ ２
２ｋ－１）， （１１ｂ）

即，相邻两个界面的 Ｊ 积分具有部分相互抵消的作用，这里，ｋ ＝ １， ２， ３，…， Ｎ ／ ２．
由式（１０）可知

　 　 ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（［［Ｗ（ － ξ ｊ，ｙ）］］ ＋ ［［Ｗ（ξ ｊ，ｙ）］］） ＝ ０， （１２）

即，界面长度相同时，所有界面的 Ｊ 积分之和为 ０．
弯曲载荷与残余应力产生界面 Ｊ 积分具有不同的特点．弯曲载荷作用时，界面两侧 ｙ 向弯

曲应变连续，弹性模量在界面两侧不同导致弯曲应力在界面跳跃，界面 Ｊ积分必不为 ０；残余应

力作用时，界面两侧不仅应力不同，应变也不同，界面 Ｊ 积分有等于 ０ 的可能性．
４．３　 残余应力和弯曲应力共同产生的界面 Ｊ 积分

假设 Ａ 层与 Ｂ 层弹性模量不同，存在残余应力，承受弯曲载荷，无裂纹．在残余应力和弯曲

应力共同存在时， ｘ 方向应力仍为 ０，式（１）中的第二项为 ０，所以界面 Ｊ 积分由界面两侧的应

变能密度之差及界面长度决定．界面两侧应变能密度之差可表示为

　 　 ［［Ｗ（ － ξ ２ｋ－１，ｙ）］］ ＝

　 　 　 　
（σ ｙｂｍａｘ

ξ ２ｋ－１ ＋ σ ｙＴＡ） ２ ＋ σ ２
ｚＴＡ

２Ｅ′Ａ
－

Ｅ′Ｂ
Ｅ′Ａ

σ ｙｂｍａｘ
ξ ２ｋ－１ ＋ σ ｙＴＢ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ σ ２
ｚＴＢ

２Ｅ′Ｂ
， （１３ａ）

　 　 ［［Ｗ（ξ ２ｋ－１，ｙ）］］ ＝

　 　 　 　 －
（σ ｙＴＡ － σ ｙｂｍａｘ

ξ ２ｋ－１） ２ ＋ σ ２
ｚＴＡ

２Ｅ′Ａ
＋

σ ｙＴＢ －
Ｅ′Ｂ
Ｅ′Ａ

σ ｙｂｍａｘ
ξ ２ｋ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ σ ２
ｚＴＢ

２Ｅ′Ｂ
， （１３ｂ）

　 　 ［［Ｗ（ － ξ ２ｋ，ｙ）］］ ＝

　 　 　 　 －
（σ ｙｂｍａｘ

ξ ２ｋ ＋ σ ｙＴＡ） ２ ＋ σ ２
ｚＴＡ

２Ｅ′Ａ
＋

Ｅ′Ｂ
Ｅ′Ａ

σ ｙｂｍａｘ
ξ ２ｋ ＋ σ ｙＴＢ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ σ ２
ｚＴＢ

２Ｅ′Ｂ
， （１３ｃ）

　 　 ［［Ｗ（ξ ２ｋ，ｙ）］］ ＝

　 　 　 　
（σ ｙＴＡ － σ ｙｂｍａｘ

ξ ２ｋ） ２ ＋ σ ２
ｚＴＡ

２Ｅ′Ａ
－

σ ｙＴＢ －
Ｅ′Ｂ
Ｅ′Ａ

σ ｙｂｍａｘ
ξ ２ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ σ ２
ｚＴＢ

２Ｅ′Ｂ
， （１３ｄ）

这里

　 　 ｋ ＝ １， ２， ３， …， Ｎ ／ ２．
对称的两个界面 Ｊ 积分之和为

　 　 ［［Ｗ（ － ξ ２ｋ－１，ｙ）］］ ＋ ［［Ｗ（ξ ２ｋ－１，ｙ）］］ ＝
２ξ ２ｋ－１σ ｙｂｍａｘ

Ｅ′Ａ
（σ ｙＴＡ － σ ｙＴＢ）， （１４ａ）
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　 　 ［［Ｗ（ － ξ ２ｋ，ｙ）］］ ＋ ［［Ｗ（ξ ２ｋ，ｙ）］］ ＝ －
２ξ ２ｋσ ｙｂｍａｘ

Ｅ′Ａ
（σ ｙＴＡ － σ ｙＴＢ）， （１４ｂ）

这里

　 　 ｋ ＝ １， ２， ３，…， Ｎ ／ ２．
根据式（１４ａ）、（１４ｂ），单位长度所有界面的 Ｊ 积分总和为

　 　 ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（［［Ｗ（ － ξ ｊ，ｙ）］］ ＋ ［［Ｗ（ξ ｊ，ｙ）］］） ＝

　 　 　 　 － ∑
Ｎ／ ２

ｋ ＝ １
２
σ ｙｂｍａｘ

Ｅ′Ａ
（σ ｙＴＡ － σ ｙＴＢ）（ξ ２ｋ － ξ ２ｋ－１） ． （１５）

由式（４）可得

　 　 ξ ２ｋ － ξ ２ｋ－１ ＝
ｈＢ

ｈ ／ ２
． （１６）

Ｂ 层与 Ａ 层的残余应力关系为

　 　 σ ｙＴＢ ＝ －
（Ｎ ＋ １）ｈＡ

ＮｈＢ
σ ｙＴＡ， （１７）

则

　 　 σ ｙＴＡ － σ ｙＴＢ ＝ １ ＋
（Ｎ ＋ １）ｈＡ

ＮｈＢ

æ

è
ç

ö

ø
÷ σ ｙＴＡ ＝ ｈ

ＮｈＢ
σ ｙＴＡ ． （１８）

将式（１６）、（１８）代入式（１５）得

　 　 ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（［［Ｗ（ － ξ ｊ，ｙ）］］ ＋ ［［Ｗ（ξ ｊ，ｙ）］］） ＝ － ２

σ ｙｂｍａｘ
σ ｙＴＡ

Ｅ′Ａ
． （１９）

由式（１９）可知，在所有界面长度相同的条件下，界面 Ｊ 积分总和具有下列性质：在弯曲应

力和残余应力都存在的情况下，界面 Ｊ 积分总和取决于表面 ｙ 向弯曲应力、表层 ｙ 向残余应力

和表层弹性模量；当弯曲应力不存在或残余应力不存在时，界面 Ｊ 积分总和为 ０．
４．４　 边界 Ｊ 积分

边界可看作一种界面，即，材料与空气之间的界面［７］ ．左边界看作一个界面时，界面左侧对

Ｊ 积分没有贡献；右边界看作一个界面时，界面右侧对 Ｊ 积分没有贡献．所以，

　 　 ［［Ｗ（ － １，ｙ）］］ ＝
（σ ｙｂｍａｘ

＋ σ ｙＴＡ） ２ ＋ σ ２
ｚＴＡ

２Ｅ′Ａ
， （２０ａ）

　 　 ［［Ｗ（１，ｙ）］］ ＝ －
（ － σ ｙｂｍａｘ

＋ σ ｙＴＡ） ２ ＋ σ ２
ｚＴＡ

２Ｅ′Ａ
． （２０ｂ）

由式（２０ａ）、（２０ｂ）可知

　 　 ［［Ｗ（ － １，ｙ）］］ ＋ ［［Ｗ（１，ｙ）］］ ＝
２σ ｙｂｍａｘ

σ ｙＴＡ

Ｅ′Ａ
． （２１）

由式（１９）、（２１）知
　 　 ［［Ｗ（ － １，ｙ）］］ ＋ ［［Ｗ（１，ｙ）］］ ＋

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
（［［Ｗ（ － ξ ｊ，ｙ）］］ ＋ ［［Ｗ（ξ ｊ，ｙ）］］） ＝ ０． （２２）

所以，如果边界按界面对待，那么所有界面 Ｊ 积分之和为 ０．
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４．５　 界面 Ｊ 积分的适用性问题

４．５．１　 裂尖应力场在界面产生的界面 Ｊ 积分

解析方法可以帮助我们理解 Ｊ 积分的基本原理与概念，但能用解析方法分析的 Ｊ 积分问

题非常有限．复杂问题应采用数值近似方法来分析［２２］ ．当裂尖靠近界面时，裂尖应力场在界面

两侧产生的应变能密度不同，产生界面 Ｊ 积分．这种情况下的界面 Ｊ 积分用解析方法分析比较

困难，采用有限元数值分析方法比较合适．当裂尖无限接近界面时，裂尖断裂过程区尺寸与裂

尖到界面距离之比不可忽略，裂尖不能简化为一个点，界面 Ｊ 积分不再有效．所以，本文所讨论

的界面 Ｊ 积分不适合分析裂尖无限接近界面和裂尖位于界面的情况．
４．５．２　 层厚对层状材料界面 Ｊ 积分适用性的影响

对于非均匀材料，在不同尺度范围研究材料性质需要采用不同的研究方法和理论［２３］ ．层
状材料是一种典型的非均匀材料，界面和层厚对断裂韧性有重要影响［２４⁃２５］ ．随着层厚的降低，
层状材料单位体积中的界面面积增大．当层厚降到纳米尺度，界面对材料力学性质的影响就成

为层状材料设计和寿命预测中的关键问题［２６］ ．对于层厚为纳米尺度的层状材料， Ｊ积分已被用

于分析裂纹扩展驱动力［２７⁃２８］ ．但随着层厚的减小，以连续介质力学为基础的 Ｊ 积分会越来越不

可靠．本文假设层状材料的每层都可以按均质材料对待，并假设界面可以简化为零厚度的理想

界面．当层厚降到使界面不能按零厚度的理想界面对待时， Ｊ 积分就不再适合分析界面了．

５　 结　 　 论

本文分析了层状弹性材料界面 Ｊ 积分的产生原因和特点，研究结果有助于理解材料非均

匀性与 Ｊ 积分的关系．层状弹性材料由 Ａ 材料层和 Ｂ 材料层交替排列组成， Ｊ 积分的方向垂直

于界面．所得结论如下：
１） 残余应力产生的界面 Ｊ 积分特点

层状弹性材料存在平行于界面方向的残余应力，残余应力和残余应变在界面处的跳跃导

致应变能密度在界面处跳跃，产生界面 Ｊ 积分．每个界面的 Ｊ 积分与界面两侧残余应力的平方

之差成正比；相邻界面的 Ｊ 积分之和为 ０；对称的两个界面的 Ｊ 积分之和为 ０；所有界面的 Ｊ 积

分总和为 ０．
２） 弯曲应力在弹性模量不匹配界面产生的 Ｊ 积分特点

受弯曲载荷作用时，弯曲应变在界面处连续，但弹性模量不匹配使平行于界面方向的应力

在界面处跳跃，导致界面两侧应变能密度不同，产生界面 Ｊ 积分．每个界面的 Ｊ 积分与界面两

侧弹性模量之差成正比；相邻界面的 Ｊ 积分一正一负，具有部分相互抵消的作用；对称的两个

界面的 Ｊ 积分之和为 ０；所有界面的 Ｊ 积分总和为 ０．
３） 弯曲应力与残余应力共同产生的界面 Ｊ 积分特点

残余应力使界面处的初始应力和初始应变存在跳跃，弹性模量不匹配使弯曲应力在界面

处跳跃，产生界面 Ｊ 积分．在弯曲应力和残余应力都存在的情况下，界面 Ｊ 积分总和取决于表

面 ｙ 向弯曲应力、表层 ｙ 向残余应力和表层弹性模量；当弯曲应力不存在或残余应力不存在

时，界面 Ｊ 积分总和为 ０．
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５６１１层状弹性材料界面 Ｊ 积分的产生和特征
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