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摘要：　 梯度弹性理论在描述材料微结构起主导作用的力学行为时具有显著优势，将其与损伤理

论相结合，可在材料破坏研究中考虑微结构的影响．基于修正梯度弹性理论，将应变张量、应变梯度

张量和损伤变量作为 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 自由能函数的状态变量，并在自然状态附近对自由能函数作 Ｔａｙｌｏｒ
展开，进而由热力学基本定律，推导出修正梯度弹性损伤理论本构方程的一般形式．编制有限元程

序，模拟土样损伤局部化带的发展演化过程．结果表明，修正梯度弹性损伤理论消除了网格依赖性；
损伤局部化带不是与损伤同时发生，而是在损伤发展到一定程度后再逐渐显现出来．
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引　 　 言

近 ３０ 年来，梯度弹性理论已经取得了长足发展，它在描述材料微结构起主导作用的力学

行为（例如尺寸效应、剪切边界层等问题）时具有显著优势［１⁃２］ ．材料破坏也属于材料微结构起

主导作用的力学行为，显然，梯度弹性理论无法描述此类力学行为．将损伤理论与梯度弹性理

论相结合，就可在材料破坏研究中考虑材料微结构的影响．
早期的梯度弹性理论可以追溯到 ２０ 世纪初 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 兄弟［３］ 为了考虑微结构的影响而建

立的 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 理论．该理论在本构方程中引入了偶应力及与之共轭的微旋转变量，以此表述材

料的微结构特征．但是，该理论的应变梯度项仅包含旋转梯度、不包含拉伸梯度，是不完备的．
２０ 世纪 ６０ 年代，Ｔｏｕｐｉｎ［４⁃５］、Ｍｉｎｄｌｉｎ 等［６］ 最初将研究的重点放在扩展 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 理论和偶应力

（ｃｏｕｐｌｅ ｓｔｒｅｓｓ）理论上．１９６４ 年，Ｍｉｎｄｌｉｎ［７⁃９］在宏观和微观两种尺度下给出了动能密度和变形能

密度的表达式，从而发展了一种较为完备的梯度理论，但即使是各向同性材料，该理论的本构

系数也有 １８ 个，在实际运用中具有很大的局限性．另外还有两种影响较大的梯度弹性理论．其
一是 Ｅｒｉｎｇｅｎ 在 １９８３ 年采用应力梯度项替代积分型非局部理论中的积分项， 得到了应力梯度

弹性理论的偏微分方程［１０⁃１１］， 本构方程中也因此包含了一个与权函数有关的长度参数； 其二

是 Ａｉｆａｎｔｉｓ 和其团队在经典理论本构关系中引入了应变的 Ｌａｐｌａｃｅ（拉普拉斯）算子， 推导了有限

变形［１２］和无限小变形［１３⁃１５］条件下的梯度弹性理论， 其本构关系中除了 Ｌａｍé（拉梅）常数还包含

了内部长度参数．Ａｉｆａｎｔｉｓ 理论被认为是 Ｍｉｎｄｌｉｎ 理论的特殊形式， 促进了梯度弹性理论的解析解

和数值解求解策略的发展［１５］ ．也有学者将应变梯度理论应用于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的分析中［１６］ ．
２０１４ 年，Ｓｏｎｇ 等［２］ 通过应变和应变梯度之比定义了一个内部特征长度向量，然后基于应
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变能密度展开法，认为梯度弹性体的应变能密度函数同时取决于应变和应变梯度，得到了一种

完备的梯度弹性理论———修正梯度弹性理论（ＭＧＥ）．该理论不仅包含旋转梯度还包含拉伸梯

度，并得到了剪切边界层的合理解答［２］ ．
上述各种梯度弹性理论包含了应变或应力的梯度项．如此处理的基本思想是：经典理论应

变代表的是代表性体积（ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｖｏｌｕｍｅ， ＲＥＶ）上的应变统计平均值．当应变梯

度很小时，ＲＥＶ 上的统计平均值可以较为恰当地描述介质的力学行为；当材料出现局部化变

形（应变梯度较大）时，应变在 ＲＥＶ 上呈高次非线性变化，其统计平均值就难以如实地反映出

材料的强度和变形行为．另外，由于材料不均匀性总是存在，应变一旦产生，应变梯度也将随之

产生．ＲＥＶ 上的自由能状态也必然会随应变梯度的改变而改变．在描述材料微结构起主导作用

的力学行为时，各种梯度弹性理论保持了控制方程的椭圆性，可以克服病态的网格依赖性．但
是上述理论依旧是在弹性范畴内提出的，无法描述材料破坏的发生、发展过程．

研究材料破坏时，人们常常采用损伤理论．但经典损伤理论难以考虑材料微结构的影响．
为此，人们尝试从损伤角度来建立各种梯度理论，目前主要有两类．其一是以 Ｐｉｊａｕｄｉｅｒ⁃Ｃａｂｏｔ 和
Ｂａžａｎｔ 等提出的多种非局部损伤理论［１７⁃１９］ ．他们将本构关系中的某个场变量在一定空间中利

用权函数进行平均化处理，而对其余变量仍然用原来的模型表达，从而建立了一系列损伤模

型．另一类以 Ｆｒéｍｏｎｄ 和 Ｎｅｄｊａｒ［２０］的工作为代表，他们在自由能函数中考虑了损伤梯度（标量

损伤的空间梯度）的影响，从能量耗散梯度依赖的角度得到损伤本构律和损伤演化律．但是，由
于 Ｆｒéｍｏｎｄ 和 Ｎｅｄｊａｒ 不加说明地假定了自由能函数和耗散势函数的具体形式，影响了理论的

完备性；更为重要的是，他们在模型中没有引入内部长度参数，也没有从理论上描述损伤局部

化的启动机制．国内，赵吉东、周维垣等［２１］ 针对岩石类材料，借助应变梯度理论引入内部长度

参数，认为自由能函数同时依赖于应变和应变梯度，引入高阶应力，建立了损伤力学框架下的

应变梯度⁃损伤本构模型．
本文基于修正梯度弹性理论［２］，以应变张量 εｉｊ、应变梯度张量 ηｉｊｋ 和损伤变量 Ｄ 作为

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 自由能 Ψ 的状态变量，根据不可逆热力学，推导出修正梯度弹性损伤理论本构方程．
编制相应程序数值模拟土样破坏过程，分析材料破坏时的网格敏感性．

１　 修正梯度弹性损伤理论

１．１　 修正梯度弹性损伤理论

经典损伤理论 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 自由能函数的状态变量通常为应变张量 εｉｊ 和损伤变量 Ｄ［２２］ ．为
了考虑应变梯度对损伤局部化的影响，本文将应变张量 εｉｊ、应变梯度张量 ηｉｊｋ 和损伤变量 Ｄ 同

时作为 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 自由能函数 Ψ 的状态变量：
　 　 Ψ ＝ Ψ（εｉｊ，ηｉｊｋ，Ｄ）， （１）

　 　 Ψ ＝ ∂Ψ
∂εｉｊ

εｉｊ ＋
∂Ψ
∂ηｉｊｋ

ηｉｊｋ ＋ ∂Ψ
∂Ｄ

Ｄ， （２）

其中

　 　 ηｉｊｋ ＝
∂εｉｊ

∂ｘｋ
　 　 （ｋ ＝ ｘ， ｙ， ｚ） ． （３）

对于一个等温的无穷小变形过程，Ｃｌａｕｓｉｕｓ⁃Ｄｕｈｅｍ 耗散不等式为

　 　 σｉｊ·εｉｊ ＋ τｉｊｋ·ηｉｊｋ － Ψ ≥ ０， （４）
式中， σｉｊ 为 Ｃａｕｃｈｙ 应力张量， τｉｊｋ 为高阶应力张量．
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将式（２）代入式（４）有

　 　 σｉｊ －
∂Ψ
∂εｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ εｉｊ － τｉｊｋ － ∂Ψ

∂ηｉｊｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ηｉｊｋ ＋ ∂Ψ

∂Ｄ
Ｄé

ë
êê

ù

û
úú ≥ ０ （５）

对于任意 εｉｊ，ηｉｊｋ 均成立，这就要求

　 　 σｉｊ ＝
∂Ψ
∂εｉｊ

， τｉｊｋ ＝
∂ψ
∂ηｉｊｋ

， （６）

　 　 － ∂Ψ
∂Ｄ

Ｄ ≥ ０． （７）

引入修正梯度弹性理论中的内部特征长度［２］：

　 　 ｌｅｋ ＝
∂εｉｊ

∂ηｉｊｋ
， （８）

其中， ｌｅｋ 是一个细观材料参数，具有长度的量纲，与材料的微结构有关，用以表征材料的微结构

特征．
将 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 自由能函数 Ψ 在无初应力的自然状态（εｉｊ ＝ ０，σｉｊ ＝ ０，ηｉｊｋ ＝ ０，Ｄ ＝ ０） 下作

Ｔａｙｌｏｒ 展开．在展开式中，保留到应变张量 εｉｊ 和应变梯度张量 ηｉｊｋ 的共同二次项，保留到损伤变

量 Ｄ 的第 Ｎ 次项．Ψ 可进一步表达为

　 　 Ψ ＝ Ψ０ ＋ ∑
Ｎ

ｒ ＝ １
Ａ（ ｒ）Ｄｒ ＋ ∑

Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｂ（ ｒ）

ｉｊ Ｄｒεｉｊ ＋ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｅ（ ｒ）

ｉｊｍｎｑＤｒεｉｊηｍｎｑ ＋

　 　 　 　 １
２ ∑

Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｃ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒεｉｊεｍｎ ＋ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｈ（ ｒ）

ｉｊｋ Ｄｒηｉｊｋ ＋ １
２ ∑

Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｋ（ ｒ）

ｉｊｋｍｎｑＤｒηｉｊｋηｍｎｑ， （９）

其中， Ψ０ 表示初始损伤状态的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 自由能， Ａ（ ｒ） 为标量系数，Ｂ（ ｒ）
ｉｊ ，Ｅ（ ｒ）

ｉｊｍｎｑ，Ｃ（ ｒ）
ｉｊｍｎ，Ｈ（ ｒ）

ｉｊｋ ，Ｋ（ ｒ）
ｉｊｋｍｎｑ

为张量系数：

　 　 Ｂ（ ｒ）
ｉｊ ＝ ∂ψ

∂εｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ ｒ）

０
， （１０）

　 　 Ｅ（ ｒ）
ｉｊｍｎｑ ＝

∂２ψ
∂εｉｊ∂ηｍｎｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ ｒ）

０
＝ ∂２ψ

∂εｉｊ∂εｍｎ

∂εｍｎ

∂ηｍｎｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ ｒ）

０

＝ ｌｅｑ
∂２ψ

∂εｉｊ∂εｍｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ ｒ）

０
＝ ｌｅｑＣ（ ｒ）

ｉｊｍｎ， （１１）

　 　 Ｃ（ ｒ）
ｉｊｍｎ ＝ ∂２ψ

∂εｉｊ∂εｍｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ ｒ）

０
， （１２）

　 　 Ｈ（ ｒ）
ｉｊｋ ＝ ∂ψ

∂ηｉｊｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ ｒ）

０
＝ ∂ψ

∂εｉｊ

∂εｉｊ

∂ηｉｊｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ ｒ）

０

＝ ｌｅｋ
∂ψ
∂εｉｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ ｒ）

０
＝ ｌｅｋＢ（ ｒ）

ｉｊ ， （１３）

　 　 Ｋ（ ｒ）
ｉｊｋｍｎｑ ＝

∂２ψ
∂ηｉｊｋ∂ηｍｎｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ ｒ）

０
＝ ∂２ψ

∂εｉｊ∂εｍｎ

∂εｉｊ

∂ηｉｊｋ

∂εｍｎ

∂ηｍｎｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ ｒ）

０

＝

　 　 　 　 ｌｅｋ ｌｅｑ
∂２ψ

∂εｉｊ∂εｍｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（ ｒ）

０
＝ ｌｅｋ ｌｅｑＣ（ ｒ）

ｉｊｍｎ ． （１４）

将式（１０） ～ （１４）代入式（９），有

　 　 Ψ ＝ Ψ０ ＋ ∑
Ｎ

ｒ ＝ １
Ａ（ ｒ）Ｄｒ ＋ ∑

Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｂ（ ｒ）

ｉｊ Ｄｒεｉｊ ＋ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
ｌｅｑＣ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒεｉｊηｍｎｑ ＋

　 　 　 　 １
２ ∑

Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｃ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒεｉｊεｍｎ ＋ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
ｌｅｋＢ（ ｒ）

ｉｊ Ｄｒηｉｊｋ ＋ １
２ ∑

Ｎ

ｒ ＝ ０
ｌｅｋ ｌｅｑＣ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒηｉｊｋηｍｎｑ ． （１５）

将式（６）代入式（１５）， σｉｊ，τｉｊｋ 可表示为

１００１考虑损伤的修正梯度弹性理论



　 　 σｉｊ ＝ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｂ（ ｒ）

ｉｊ Ｄｒ ＋ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
ｌｅｑＣ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒηｍｎｑ ＋ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｃ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒεｍｎ， （１６）

　 　 τｉｊｋ ＝ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
ｌｅｋＣ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒεｍｎ ＋ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
ｌｅｋＢ（ ｒ）

ｉｊ Ｄｒ ＋ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
ｌｅｋ ｌｅｑＣ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒηｍｎｑ ． （１７）

在任意损伤状态下，材料卸载至初始状态时 σｉｊ ＝ ０，εｉｊ ＝ ０，ηｉｊｋ ＝ ０，则由式（１６）、（１７）可知

　 　 ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｂ（ ｒ）

ｉｊ Ｄｒ ＝ ０． （１８）

因此，式（１６）、（１７）可改写为

　 　 σｉｊ ＝ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
ｌｅｑＣ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒηｍｎｑ ＋ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｃ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒεｍｎ ＝ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｃ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒ（ ｌｅｑηｍｎｑ ＋ εｍｎ）， （１９）

　 　 τｉｊｋ ＝ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
ｌｅｋＣ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒεｍｎ ＋ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
ｌｅｋ ｌｅｑＣ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒηｍｎｑ ＝ ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｃ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒ（εｍｎ ＋ ｌｅｑηｍｎｑ） ｌｅｋ ． （２０）

记

　 　 ∑
Ｎ

ｒ ＝ ０
Ｃ（ ｒ）

ｉｊｍｎＤｒ ＝ Ｄｄ
ｉｊｍｎ （２１）

为四阶弹性损伤张量．式（１９）、（２０）分别可以写为

　 　 σｉｊ ＝ Ｄｄ
ｉｊｍｎ（εｍｎ ＋ ｌｅｑηｍｎｑ）， （２２）

　 　 τｉｊｋ ＝ Ｄｄ
ｉｊｍｎ（εｉｊ ＋ ｌｅｑηｍｎｑ） ｌｅｋ ． （２３）

式（２２）、（２３）即为修正梯度弹性损伤理论本构方程．
１） 当损伤变量 Ｄ ＝ ０、内部特征长度 ｌｅｑ ＝ ０ 时，式（２２）退化为线弹性应力⁃应变本构方程：
　 　 σｉｊ ＝ Ｃ（０）

ｉｊｍｎεｍｎ， （２４）
其中， Ｃ（０）

ｉｊｍｎ 为弹性张量．
２） 当取 Ｎ ＝ １，Ｄ≠０，Ｃ（１）

ｉｊｍｎ ＝ － Ｃ（０）
ｉｊｍｎ，且忽略内部特征长度的影响，即 ｌｅｑ ＝ ０， 式（２２）退化为

基于应变等效假设给出的线弹性损伤理论本构方程：
　 　 σｉｊ ＝ （１ － Ｄ）Ｃ ｉｊｍｎεｍｎ ． （２５）
３） 当损伤变量 Ｄ ＝ ０ 时，式（２２）、（２３）退化为修正梯度弹性本构方程［２］：
　 　 σｉｊ ＝ Ｃ（０）

ｉｊｍｎ（εｍｎ ＋ ｌｅｑηｍｎｑ）， （２６）
　 　 τｉｊｋ ＝ Ｃ（０）

ｉｊｍｎ（εｍｎ ＋ ｌｅｑηｍｎｑ） ｌｅｋ ． （２７）
１．２　 岩土介质的损伤演化律

对于岩土介质的损伤演化律，本文选用沈珠江院士提出的非线性损伤演化律［２３］，其损伤

演化方程为

　 　 Ｄ ＝ １ － ｅｘｐ（ － ａεｖ － ｂεｍ
ｓ ） ． （２８）

该损伤演化律认为，损伤变量与有效应变有关：
　 　 εｖ ＝ ε１ ＋ ε２ ＋ ε３， （２９）

　 　 εｓ ＝
２
２

（ε１ － ε２） ２ ＋ （ε２ － ε３） ２ ＋ （ε３ － ε１） ２ ， （３０）

ａ，ｂ，ｍ 为均为损伤参数，可以通过侧限压缩试验和无侧限压缩试验测定［２３］ ．依照文献［２３］的
取值，本文取 ａ ＝ １９．７，ｂ ＝ ７６３，ｍ ＝ ２．
１．３　 修正梯度弹性损伤理论的有限元实现

构造四节点矩形单元，每个节点有 ８ 个自由度： ｕｉ，ｕｉ，ｘ，ｕｉ，ｙ，ｕｉ，ｘｙ，ｖｉ，ｖｉ，ｘ，ｖｉ，ｙ，ｖｉ，ｘｙ，单元总自

２００１ 赵　 冰　 　 刘　 韬　 　 贺 剑 辉　 　 朱 浩 睿　 　 李　 威



由度数为 ３２．单元节点未知向量用 ａｅ 表示：

　 　 ａｅ ＝ { ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４ }
Ｔ
， （３１）

　 　 ｕｉ ＝ ｕｉ，ｕｉ，ｘ，ｕｉ，ｙ，ｕｉ，ｘｙ，ｖｉ，ｖｉ，ｘ，ｖｉ，ｙ，ｖｉ，ｘｙ{ } ，　 　 ｉ ＝ １，４． （３２）
单元内任意一点的位移为

　 　 ｕ ＝ Ｎａｅ， （３３）
其中， Ｎ 为双一维 Ｈｅｒｍｉｔｅ 形函数，使得位移场 ｕ 满足 Ｃ１ 连续性．

由式（２２）和（２３）可知，修正梯度弹性理论本构方程中，不仅包含经典弹性理论中的应变

和应力，还包含了应变和应力的梯度项；定义广义应变向量 Ｅ 和广义应力向量 Ｒ 如下：
　 　 Ｅ ＝ { ε ｘｘ ε ｙｙ ε ｘｙ η ｘｘｘ η ｙｙｘ η ｘｙｘ η ｘｘｙ η ｙｙｙ η ｘｙｙ } Ｔ， （３４）
　 　 Ｒ ＝ {σ ｘｘ σ ｙｙ σ ｘｙ τ ｘｘｘ τ ｙｙｘ τ ｘｙｘ τ ｘｘｙ τ ｙｙｙ τ ｘｙｙ } Ｔ， （３５）

式中，前三项分别为经典弹性理论的应变项和应力项；后六项分别为应变梯度项和高阶应力项．
广义应变向量 Ｅ 与单元节点未知向量 ａｅ 的关系可表示为

　 　 Ｅ ＝ Ｌｕ ＝ ＬＮａｅ ＝ Ｂａｅ， （３６）
其中

　 　 Ｌ ＝

∂
∂ｘ

０ ∂
∂ｙ

∂２

∂ｘ２ ０ ∂２

∂ｘ∂ｙ
∂２

∂ｙ∂ｘ
０ ∂２

∂ｙ２

０ ∂
∂ｙ

∂
∂ｘ

０ ∂２

∂ｘ∂ｙ
∂２

∂ｘ２ ０ ∂２

∂ｙ２

∂２

∂ｙ∂ｘ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（３７）

为微分算子．
将广义应变向量代入式（２２）、（２３）的物理方程，可得广义应力向量：
　 　 Ｒ ＝ Ｄｄ

ｇｒａｄＥ， （３８）
其中 Ｄｄ

ｇｒａｄ 为梯度弹性损伤矩阵，同时为了保持量纲的一致性， Ｄｄ
ｇｒａｄ 表示为

　 　 Ｄｄ
ｇｒａｄ ＝

Ｄｄ ｌｘＤｄ ｌｙＤｄ

ｌｘＤｄ ｌｘＤｄ ｌｘ ｌｙＤｄ

ｌｙＤｄ ｌｘ ｌｙＤｄ ｌｙ ｌｙＤｄ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （３９）

单元刚度矩阵可表示为

　 　 Ｋｅ ＝ ∫
Ｖ
ＢＴＤｄ

ｇｒａｄＢｄＶ ＝ ｔ ∫１
－１
∫１

－１
ＢＴＤｄ

ｇｒａｄＢｄｘｄｙ， （４０）

其中， ｔ 为单元厚度．
单元荷载向量为

　 　 Ｐｅ ＝ ∫
Ｖｅ
ＮＴｆｄＶ ＋ ∫

Ｓｅ
ＮＴ ｔ－ｄＳ ＋ ∫

Ｓｅ
ÑＮＴｒ－ＴｄＳ， （４１）

其中， ｆ 为体积力向量，ｔ－ 为边界上的面积力向量，ｒ－ 为边界上的应力梯度向量．
Ｋｅ，Ｐｅ 的具体推导参见文献［２］．于是修正梯度弹性损伤理论的有限单元格式可写为

　 　 Ｋｄａ ＝ Ｐ， （４２）
其中

　 　 Ｋｄ ＝ ∑
ｎｅ

ＧＴＫｅＧ， Ｐ ＝ ∑
ｎｅ

ＧＴＰｅ （４３）
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分别是损伤总体刚度矩阵和总体荷载向量， Ｇ 为组装矩阵．
离散化后的非线性有限元格式可以写为

　 　 Ｋｄ（ａ） ＝ Ｐ ． （４４）
采用分级加载后的直接迭代法求解上述非线性方程组．依据本节的内容，编制了 Ｆｏｒｔｒａｎ

语言有限元程序．

２　 损伤局部化模拟结果

假设一均质各向同性的平面应变土样模型，

图 １　 单轴压缩试验数值模型几何示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ

ｔｈｅ ｕｎｉａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｔｅｓｔ

高度 ｈ ＝ ０．１２８ ｍ，宽度 ｂ ＝ ０．０６４ ｍ ．弹性模量 Ｅ１ ＝
９．８ × １０６ Ｐａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比 μ １ ＝ ０．３５．在试件正

中间设置一个弱单元，其弹性模量 Ｅ２ ＝ １．０ × １０６

Ｐａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 μ ２ ＝ ０．３０， 如图 １ 所示．采用自编有

限元程序模拟试样在单向压缩试验中损伤局部化

带的发展演化过程．
２．１　 消除网格依赖性

在 １６×３２，３２×６４，６４×１２８ 这 ３ 种有限元网格

划分下，取土样内部特征长度 ｌｘ ＝ ０ ｍ， ｌｙ ＝ ０ ｍ
（即线弹性损伤理论），当轴向压应力 σ ｙ ＝ １３０
ｋＰａ 时，得到的损伤云图如图 ２ 所示．取土样内部

特征长度 ｌｘ ＝ ０ ｍ， ｌｙ ＝ ２．５ × １０ －３ ｍ（即考虑损伤

的修正梯度弹性理论），当轴向压应力 σ ｙ ＝ １３０
ｋＰａ 时，得到的损伤云图如图 ３ 所示．

图 ２　 不同有限元网格下的“Ｘ”型损伤局部化带图（经典损伤理论）

Ｆｉｇ． ２　 Ｘ⁃ｓｈａｐｅ ｂａｎｄｓ ｏｆ ｄａｍａｇｅ ｌｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ

（ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｄａｍａｇｅ ｔｈｅｏｒｙ）

从图 ２ 可以看出，经典损伤理论在 ３ 种网格密度下的轮廓随着网格的加密而变窄，有着明
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显的网格依赖性．如同文献［２４⁃２５］所提到的，这种网格病态的依赖性将导致零耗能现象，使结

果收敛到没有物理意义的解．从图 ３ 可以看出，考虑损伤的修正梯度弹性理论在 ３ 种网格密度

下的轮廓线基本重合，即 ３ 个损伤局部化带的宽度一样，可以认为该计算结果与有限元网格的

疏密无关；有限元网格越密，损伤局部化带轮廓线越平滑，得到的云图精确度越高．本文提出的

修正梯度弹性损伤理论克服了经典损伤理论在损伤局部化分析时的网格依赖性．

图 ３　 不同有限元网格下的“Ｘ”型损伤局部化带图（考虑损伤的修正梯度弹性理论）

Ｆｉｇ． ３　 Ｘ⁃ｓｈａｐｅ ｂａｎｄｓ ｏｆ ｄａｍａｇｅ ｌｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈ ｄｅｎｓｉｔｉｅｓ

（ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｔｈｅｏｒｙ ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｄａｍａｇｅ）

２．２　 损伤局部化过程

取 ３２×６４ 的有限元网格，采用逐级加载对试样破坏过程进行分析．当材料内部特征长度 ｌｘ
＝ ０ ｍ， ｌｙ ＝ ２．５ × １０ －３ ｍ 时试件破坏过程的损伤云图如图 ４，其中 ε ｙ 为试样的轴向应变．

从图 ４ 可以看出，本文方法清晰地展现了损伤局部化的发生、发展过程．损伤局部化带并

不是与损伤同时发生，而是在损伤发展到一定程度后再逐渐显现出来．损伤局部化带的发展程

度控制着试件最后的破坏状态．
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图 ４　 损伤局部化带的发展过程

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄａｍａｇｅ ｌｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎ ｂａｎｄ

３　 结　 　 论

在修正梯度弹性理论的基础上，在本构模型中引入损伤，建立修正梯度弹性损伤理论并编

制有限元程序开展损伤局部化数值试验，得到以下结论：
１） 修正梯度弹性损伤理论消除了数值模拟材料破坏过程的网格敏感性．
２） 修正梯度弹性损伤理论能模拟岩土材料损伤局部化的发生、发展直到破坏的整个过

程；损伤局部化带并不是与损伤同时发生，而是在损伤发展到一定程度之后再逐渐显现出来．
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