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摘要：　 利用动力系统的理论研究一类具有时滞的周期 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 反应扩散传染病模型的动力学．首
先证明了周期解半流对应 ω 算子的全局吸引子的存在性．然后利用次代算子方法引入了模型的基

本再生数．最后，利用持久性理论结合比较原理，得到了疾病持久或灭绝的阈值条件：若基本再生数

小于 １，无病周期解是全局渐近稳定的，疾病将逐渐消失；若基本再生数大于 １，系统一致持久，疾
病将继续流行并最终形成地方病．
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引　 　 言

在漫长的历史进程中，传染病一直威胁着人类的生存和健康．传染病的防治也一直是关系

到国计民生的重大问题，而对疾病流行规律的定量研究是防治工作的重要依据．传染病动力学

正是对传染病流行规律进行理论性定量研究的一种重要方法，在近几十年备受关注［１］ ．它能有

效结合种群生长的特性、疾病发生和在种群内传播的规律以及与之有关各种因素，建立反映传

染病动力学特性的数学模型．通过对模型动力学性态的定性、定量分析，来揭示疾病的发生过

程和流行规律，预测其发展变化趋势，分析疾病流行的原因，寻求预防和控制的最优策略，为疾

病的防治决策提供理论基础和数量依据［２］ ．
基本再生数是传染病动力学中很重要的一个概念，表示病发初期，当所有个体为易感者

时，引入一个染病者，其在一个平均传染周期内所能传染人数的期望值，是判断疾病将继续流

行或逐渐灭绝的一个“阈值”．具体而言，若基本再生数 Ｒ０ ＜ １，疾病将会灭绝； 若 Ｒ０ ＞ １， 疾

病将继续流行而形成地方病．自基本再生数被提出以后，已经被广泛用于各种传染病模型的研

究［３⁃７］ ．在已有工作的基础之上［８⁃１４］，Ｚｈａｎｇ 等［１５］综合考虑了空间扩散、季节变化以及疾病的潜

伏期等因素对疾病传播的影响，首次在带有时滞的周期非局部反应扩散传染病模型中引入了
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基本再生数，证明了基本再生数与线性周期抛物非局部特征值问题主特征值之间的关系，很大

程度上发展了已有成果．文献［１５］所考虑的带时滞周期非局部反应扩散模型如下：

　 　

∂ｕ１（ ｔ，ｘ）
∂ｔ

＝ Ñ·［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñｕ１（ ｔ，ｘ）］ ＋ Λ（ ｔ，ｘ） － ｄ（ ｔ，ｘ）ｕ１（ ｔ，ｘ） －

　 　 ｈ（ ｔ，ｘ）ｕ１（ ｔ，ｘ）ｕ２（ ｔ，ｘ），　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，
∂ｕ２（ ｔ，ｘ）

∂ｔ
＝ Ñ·［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕ２（ ｔ，ｘ）］ － β（ ｔ，ｘ）ｕ２（ ｔ，ｘ） ＋

　 　 ∫
Ω
Γ（ ｔ，ｔ － τ，ｘ，ｙ）ｈ（ ｔ － τ，ｙ）ｕ１（ ｔ － τ，ｙ）ｕ２（ ｔ － τ，ｙ）ｄｙ，

　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，
［Ｄｉ（ ｔ，ｘ）Ñｕｉ（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ ∂Ω， ｉ ＝ １，２，
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（１）

其中， Ω ⊂ ＲＮ（Ｎ ≥ １） 且具有光滑边界 ∂Ω，ν 是 ∂Ω 的单位外法向量．ｕ１（ ｔ，ｘ） 和 ｕ２（ ｔ，ｘ） 分别

表示易感者和已经感染者在 ｔ时刻、 ｘ 位置处的密度．Ｄ１（ ｔ，ｘ） 和 Ｄ２（ ｔ，ｘ） 分别表示易感者和已

经感染者在 ｔ 时刻、ｘ 处的扩散率．Ñ·［Ｄｉ（ ｔ，ｘ）Ñｕｉ（ ｔ，ｘ）］ 表示 Ｄｉ（ ｔ，ｘ）Ñｕｉ（ ｔ，ｘ） 的梯度，ｉ ＝ １，
２ ．Λ（ ｔ，ｘ） 和 ｄ（ ｔ，ｘ） 分别表示易感群体的总补充率和自然死亡率，ｈ（ ｔ，ｘ） 代表感染率，β（ ｔ，ｘ）
表示感染者的因病死亡率．Γ（ ｔ，ｓ，ｘ，ｙ）（ ｔ ＞ ｓ ≥ ０ ，ｘ，ｙ ∈ Ω） 是一个偏微分算子的基本解［１５］ ．

早期传染病模型中大多假设种群总数量为常数，而在现实中种群数量是随着时间和环境

不断变化的，因此在长期流行的传染病模型中必须考虑种群动力学因素，即出生、死亡、内部竞

争等．常见的增长模式包括以下几种情形： 指数增长、固定输入（在常微分方程模型中便是常

数输入）、ｌｏｇｉｓｔｉｃ 增长等．其中，指数增长只适用于种群繁衍初期（或低密度生长阶段）；固定输

入主要用来模拟一些特殊情形如富营养化湖泊中微生物的生长以及恒化器中细菌的连续培养

等．对于人口增长以及有限栖息域上大多生物种群的生长，ｌｏｇｉｓｔｉｃ 模式更为合理．在模型（１）
中，基于数学上的方便，对寄主种群采用了固定输入的增长模式（易感群体的总补充率 Λ（ ｔ，ｘ）
与 ｕ１ 无关）．本文对寄主种群引入 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 增长模式，推广模型（１），进一步讨论不同增长模式对

疾病传播动力学的影响．具体地，考虑如下带时滞的周期非局部反应扩散模型：

　 　

∂ｕ１（ ｔ，ｘ）
∂ｔ

＝ Ñ·［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñｕ１（ ｔ，ｘ）］ ＋ ａ（ ｔ，ｘ）ｕ１（ ｔ，ｘ） － ｂ（ ｔ，ｘ）ｕ２
１（ ｔ，ｘ） －

　 　 ｈ（ ｔ，ｘ）ｕ１（ ｔ，ｘ）ｕ２（ ｔ，ｘ），　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，
∂ｕ２（ ｔ，ｘ）

∂ｔ
＝ Ñ·［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕ２（ ｔ，ｘ）］ － β（ ｔ，ｘ）ｕ２（ ｔ，ｘ） ＋

　 　 ∫
Ω
Γ（ ｔ，ｔ － τ，ｘ，ｙ）ｈ（ ｔ － τ，ｙ）ｕ１（ ｔ － τ，ｙ）ｕ２（ ｔ － τ，ｙ）ｄｙ，

　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，
［Ｄｉ（ ｔ，ｘ）Ñｕｉ（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ ∂Ω， ｉ ＝ １，２，
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（２）

其中， ａ（ ｔ，ｘ） － ｂ（ ｔ，ｘ）ｕ１（ ｔ，ｘ） 表示易感群体的增长率，反映了群体数量达到一定规模时由环

境承载能力有限而造成的再增长阻滞效应．同时，其他函数诸如 ｈ（ ｔ，ｘ） 等与它们出现在模型

（１）中所表示的意义完全相同．对模型（２）中的系数做出如下基本假设：

（Ｈ）　 ａ（ ｔ，ｘ）， ｂ（ ｔ，ｘ），ｈ（ ｔ，ｘ） 和 β（ ｔ，ｘ） 是 Ｒ × Ω
－
上的非负非平凡 Ｈöｌｄｅｒ 连续函数，是

关于变量 ｔ的 ω⁃周期函数，ω ＞ ０ 为常数．扩散系数 Ｄｉ（ ｔ，ｘ），ｉ ＝ １，２，在 Ｒ × Ω
－
上 Ｈöｌｄｅｒ 连续，
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亦是关于 ｔ的 ω⁃周期函数．存在常数 β，Ｄｉ ＞ ０，使得 β（ ｔ，ｘ） ＞ β，Ｄｉ（ ｔ，ｘ） ≥ Ｄｉ对所有的（ ｔ，ｘ）

∈ ［０，ω］ × Ω
－
成立，ｉ ＝ １，２．

本文旨在借助文献［１５］中引入基本再生数的方法，运用动力系统理论研究模型（２）在有

界域上的全局动力学，是对有界域上 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 增长的周期非局部反应扩散模型动力学的首次研

究．相对于模型（１） 而言，ｌｏｇｉｓｔｉｃ 增长的引入会使得系统的动力学行为更为复杂．首先，系统会

多出一个平凡周期解，这对系统一致持久性的证明带来了相应的困难．本文将采用渐近周期半

流的相关理论结合一定技巧来克服这一困难．相较于文献［１５］中所用的基于抛物比较原理的

比较方法（要求相应的系数函数严格为正），该方法只需系数函数具有非负性．其次，模型（１）
中，由于增长方式为固定输入，易感者数量保持正常数下界是显然的．而在 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 增长的模型

（２）中，需要相应线性特征值问题的主特征值为负来保证之．
剩余部分组织如下：首先证明系统的适定性以及 ω 解算子的全局吸引子的存在性，然后

利用次代算子方法引入基本再生数，最后基于基本再生数探究疾病持久与灭绝的充分条件．

１　 全局吸引子的存在性

１．１　 适定性

令 Ｘ Ｃ（Ω
－
，Ｒ２），范数为‖·‖Ｘ，则Ｘ为一个Ｂａｎａｃｈ空间．对于任意 τ ≥０，定义 Ｃτ Ｃ（［ － τ，

０］，Ｘ），范数为‖·‖ ｍａｘθ∈［ －τ，０］‖ϕ（θ）‖Ｘ，∀ϕ∈ Ｃτ ．显然，Ｃτ 亦是一个Ｂａｎａｃｈ空间，则（Ｘ，

Ｘ ＋） 和（Ｃτ，Ｃτ
＋） 都是强序空间，其中，Ｘ ＋ Ｃ（Ω

－
，Ｒ２

＋），Ｃτ
＋ Ｃ（［ － τ，０］，Ｘ ＋ ） ．对于任一函数

ｕ：［ － τ，σ） Ｘ，σ ＞ ０，定义 ｕｔ ∈ Ｃτ：ｕｔ（θ） ＝ ｕ（ ｔ ＋ θ），∀θ ∈［ － τ，０］ ．定义 Ｙ Ｃ（Ω
－
，Ｒ） 表

示以最大模 ‖·‖Ｙ 为其范数的 Ｂａｎａｃｈ 空间，Ｙ ＋ Ｃ（Ω
－
，Ｒ ＋），则（Ｙ，Ｙ ＋） 亦是一个强序空间．

令 Ｖｉ（ ｔ，ｓ），ｉ ＝ １，２ 分别表示由反应扩散方程

　 　
∂ｕ１（ ｔ，ｘ）

∂ｔ
＝ Ñ·［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñｕ１（ ｔ，ｘ）］，　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，

［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñｕ１（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ ∂Ω

ì

î
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ïï

和

　 　
∂ｕ２（ ｔ，ｘ）

∂ｔ
＝ Ñ·［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕ２（ ｔ，ｘ）］ － β（ ｔ，ｘ）ｕ２（ ｔ，ｘ），　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，

［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕ２（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ ∂Ω

ì

î

í

ïï

ïï

（３）

所生成的发展算子．由 Ｄｉ（ ｔ，·），ｉ ＝ １，２和 β（ ｔ，·） 关于时间 ｔ的周期性可知，对于所有满足 ｔ≥
ｓ 的（ ｔ，ｓ） ∈ Ｒ２，都有 Ｖｉ（ ｔ ＋ ω，ｓ ＋ ω） ＝ Ｖｉ（ ｔ，ｓ），并且 Ｖｉ（ ｔ，ｓ）： Ｙ → Ｙ 是紧的、强正的，ｉ ＝ １，２．

对于任意（ ｔ，ｓ） ∈ Ｒ２，ｔ ≥ ｓ，令 Ｖ（ ｔ，ｓ）
Ｖ１（ ｔ，ｓ） ０

０ Ｖ２（ ｔ，ｓ）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，则 Ｖ（ ｔ，ｓ）：Ｘ → Ｘ，（ ｔ，ｓ） ∈ Ｒ２，ｔ

≥ ｓ 是一个发展算子．
对于 ϕ （ϕ１，ϕ２） ∈ Ｃτ

＋，ｔ ≥ ０， 定义

　 　 Ｆ１（ ｔ，ϕ） ａ（ ｔ，·）ϕ１（０，·） － ｂ（ ｔ，·）ϕ２
１（０，·） － ｈ（ ｔ，·）ϕ１（０，·）ϕ２（０，·），

　 　 Ｆ２（ ｔ，ϕ） ∫
Ω
Γ（ ｔ，ｔ － τ，ｘ，ｙ）ｈ（ ｔ － τ，ｙ）ϕ１（ － τ，ｙ）ϕ２（ － τ，ｙ）ｄｙ ．

从而系统（２）可表示为
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∂ｔｕ（ ｔ，ｘ） ＝ Ａ（ ｔ）ｕ（ ｔ，ｘ） ＋ Ｆ（ ｔ，ｕｔ），　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，
ｕ（θ，ｘ） ＝ ϕ（θ，ｘ），　 　 θ ∈ ［ － τ，０］， ｘ ∈ Ω，{ （４）

其中

　 　 ｕ（ ｔ，ｘ） （ｕ１（ ｔ，ｘ），ｕ２（ ｔ，ｘ））， Ｆ（ ｔ，ϕ） （Ｆ１（ ｔ，ϕ），Ｆ２（ ｔ，ϕ）），

　 　 Ａ（ ｔ）
Ａ１（ ｔ） ０

０ Ａ２（ ｔ）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

Ａｉ（ ｔ），ｉ ＝ １，２ 的定义分别如下：
　 　 Ａ１（ ｔ）φ ＝ Ñ·［Ｄ１（ ｔ，·）Ñφ］，　 　 ∀φ ∈ Ｄ（Ａ１（ ｔ）），
　 　 Ａ２（ ｔ）φ ＝ Ñ·［Ｄ２（ ｔ，·）Ñφ］ － β（ ｔ，ｘ）φ，　 　 ∀φ ∈ Ｄ（Ａ２（ ｔ）），

式中

　 　 Ｄ（Ａｉ（ ｔ）） ＝ { φ ∈ Ｃ２（Ω
－
） ｜ ［Ｄｉ（ ｔ，ｘ）Ñφ］·ν ＝ ０，ｘ ∈ ∂Ω } ，　 　 ｉ ＝ １，２．

将系统（４）表示为积分形式：

　 　 ｕ（ ｔ，ϕ） ＝ Ｖ（ ｔ，０）ϕ ＋ ∫ｔ
０
Ｖ（ ｔ，ｓ）Ｆ（ ｓ，ｕｓ）ｄｓ，　 　 ｔ ≥ ０， ϕ∈ Ｃ ＋

τ ， （５）

则式（５）的解是式（４）的适度解．显然， Ｆ 在（０，∞ ） × Ω 上是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续的．紧接着验证

　 　 ｌｉｍ
θ→０ ＋

ｄｉｓｔ（ϕ（０，·） ＋ θＦ（ ｔ，ϕ），Ｘ ＋） ＝ ０，　 　 ∀（ ｔ，ϕ） ∈ ［０， ＋ ∞） × Ｃ ＋
τ ． （６）

由于

　 　 ϕ（０，ｘ） ＋ θＦ（ ｔ，ϕ）（ｘ） ＝

　 　 　 　
ϕ１（０，ｘ） ＋ θ［ａ（ｔ，·）ϕ１（０，·） － ｂ（ｔ，·）ϕ２

１（０，·） － ｈ（ｔ，ｘ）ϕ１（０，ｘ）ϕ２（０，ｘ）］

ϕ２（０，ｘ） ＋ θ∫
Ω
Γ（ｔ，ｔ － τ，·，ｙ）ｈ（ｔ － τ，ｙ）ϕ１（ － τ，ｙ）ϕ２（ － τ，ｙ）ｄｙ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
≥

　 　 　 　
ϕ１（０，ｘ）［１ － θｂϕ１（０，ｘ） － θｈϕ２（０，ｘ）］

ϕ２（０，ｘ）
æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ，

所以只要选取充分小的 θ ＞ ０ 就能使式（６）成立，这里

　 　 ｂ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，ω］，ｘ∈Ω

－
ｂ（ ｔ，ｘ）， ｈ ＝ ｍａｘ

ｔ∈［０，ω］，ｘ∈Ω
－
ｈ（ ｔ，ｘ） ．

根据文献［１６］中定理 １．１ 和注 １．１，对于任意 ϕ∈ Ｃ ＋
τ ，系统（２） 有一个满足 ｕ０ ＝ ϕ的非负连续

适度解 ｕ（ ｔ，·；ϕ） ∈ Ｘ ＋，ｔ ∈ ［０，σϕ） ．此外，由 Ｖ（ ｔ，ｓ），ｓ，ｔ ∈ Ｒ，ｓ ＜ ｔ 的解析性可知，当 ｔ ＞ τ
时，ｕ（ ｔ，ｘ；ϕ） 是一个古典解．

回顾周期半流的定义［１７］ ．称一个算子族 {Φｔ } ｔ≥０ 是距离空间（Ｇ，ρ） 上的 Ｔ⁃ 周期半流，如
果 {Φｔ } ｔ≥０ 满足：􀃠 Φ０（ｖ） ＝ ｖ，∀ｖ ∈ Ｇ； 􀃡 Φｔ（ΦＴ（ｖ）） ＝ Φｔ ＋Ｔ（ｖ），∀ｔ ≥０，ｖ ∈ Ｇ； 􀃢 Φｔ（ｖ）
在［０，∞ ） × Ｇ 上关于（ ｔ，ｖ） 连续．

在 Ｃ ＋
τ 上定义算子 {Ψｔ } ｔ≥０： Ψｔ（ϕ）（ｘ） ＝ ｕｔ（ ｓ，ｘ；ϕ） ＝ ｕ（ ｔ ＋ ｓ，ｘ；ϕ）， ϕ∈ Ｃ ＋

τ ， ｔ ≥０， ｓ ∈

［ － τ，０］， ｘ ∈ Ω
－
．容易验证， {Ψｔ } ｔ≥０ 是 Ｃ ＋

τ 上的一个 ω⁃ 周期半流．
１．２　 全局吸引子的存在性

定理 １　 Ψω： Ｃ ＋
τ → Ｃ ＋

τ 有一个全局吸引子．
证明　 由系统（２）知
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∂ｕ１（ ｔ，ｘ）
∂ｔ

≤ Ñ·［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñｕ１（ ｔ，ｘ）］ ＋ ａ（ ｔ，ｘ）ｕ１（ ｔ，ｘ） －

　 　 ｂ（ ｔ，ｘ）ｕ２
１（ ｔ，ｘ），　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，

［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñｕ１（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ ∂Ω ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

根据引理 １（见 ２．１ 小节）和标准抛物方程的比较原理，存在常数Ｍ１ ＞ ０使得对任一ϕ∈ Ｃ ＋
τ ，当

ｔ ≥ ｌ１ω 时，有 ｕ１（ ｔ，ｘ；ϕ） ≤ Ｍ１，ｌ１ ＝ ｌ１（ϕ） 是一个正常数．
令 ａ ｍａｘｔ∈［０，ω］，ｘ∈Ω

－ ａ（ ｔ，ｘ），β ｍｉｎｔ∈［０，ω］，ｘ∈Ω
－ β（ ｔ，ｘ） ．对任一 ϕ∈ Ｃ ＋

τ ，令 ｕｉ（ ｔ，ｘ） ｕｉ（ ｔ，

ｘ；ϕ），ｔ ≥ ０，ｘ ∈ Ω，ｕ－ ｉ（ ｔ） ∫
Ω
ｕｉ（ ｔ，ｘ）ｄｘ，ｉ ＝ １，２．对系统（２） 的第一个方程关于 ｘ 在 Ω 上积分，

依 Ｇｒｅｅｎ 公式和边界条件知 ∫
Ω
［Ｄｉ（ ｔ，ｘ）Ñｕｉ（ ｔ，ｘ）］ｄｘ ＝ ０，ｉ ＝ １，２， 从而

　 　
ｄｕ－ １（ ｔ）

ｄｔ
≤ ａｕ－ １（ ｔ） － ∫

Ω
ｈ（ ｔ，ｘ）ｕ１（ ｔ，ｘ）ｕ２（ ｔ，ｘ）ｄｘ，　 　 ∀ｔ ＞ ０，

即

　 　 ∫
Ω
ｈ（ ｔ，ｘ）ｕ１（ ｔ，ｘ）ｕ２（ ｔ，ｘ）ｄｘ ≤ ａｕ－ １（ ｔ） －

ｄｕ－ １（ ｔ）
ｄｔ

，　 　 ∀ｔ ＞ ０． （７）

再次利用 Ｇｒｅｅｎ 公式，结合 Γ（ ｔ，ｓ，ｘ，ｙ） 的性质，对系统（２） 的第二个方程关于 ｘ在 Ω 上积分得

　 　
ｄｕ－ ２（ ｔ）

ｄｔ
≤－ βｕ－ ２（ ｔ） ＋ ｋ１∫

Ω
ｈ（ ｔ － τ，ｘ）ｕ１（ ｔ － τ，ｘ）ｕ２（ ｔ － τ，ｘ）ｄｘ，　 　 ∀ｔ ＞ ０，

其中 ｋ１ ＞ ０ 是一个常数．借助不等式（７），令 ｋ２ ＝ ａｋ１， 得

　 　
ｄｕ－ １（ ｔ）

ｄｔ
≤－ βｕ－ ２（ ｔ） ＋ ｋ２ｕ

－
１ － ｋ１

ｄｕ－ １（ ｔ）
ｄｔ

，　 　 ∀ｔ ＞ ０，

即

　 　 ｄ
ｄｔ

［ｋ１ｕ
－
１（ ｔ） ＋ ｕ－ ２（ ｔ）］ ≤－ βｕ－ ２（ ｔ） ＋ ｋ２ｕ

－
１，　 　 ∀ｔ ＞ ０．

因此，令 ｋ３ ＝ βｋ１ ＋ ｋ２， 得到

　 　 ｄ
ｄｔ

［ｋ１ｕ
－
１（ ｔ） ＋ ｕ－ ２（ ｔ）］ ≤－ β［ｋ１ｕ

－
１ ＋ ｕ－ ２（ ｔ）］ ＋ ｋ３ｕ

－
１ ≤

　 　 　 　 － β［ｋ１ｕ
－
１ ＋ ｕ－ ２（ ｔ）］ ＋ ｋ３Ｍ１ ｜ Ω ｜ ，　 　 ∀ｔ ≥ ｌ１ω ＋ τ，

则当 ｔ ≥ ｌ′１ω ＋ τ 时，有

　 　 ｋ１ｕ
－
１（ ｔ） ＋ ｕ－ ２（ ｔ） ≤

Ｍ１

β
＋ １， Ｍ１ Ｍ１ ｜ Ω ｜ ｋ３，

ｌ′１ ＞ ｌ１ 是一常数．从而有

　 　 ‖ｕ－ ２（ ｔ）‖Ｌ１（Ω） ≤
Ｍ１

β
＋ １，　 　 ∀ｔ ≥ ｌ′１ω ＋ τ ．

根据 Γ（ ｔ，ｓ，ｘ，ｙ） 和 ｕ１ 的有界性，由式（２）中第二个方程得到

　 　
∂ｕ２（ ｔ，ｘ）

∂ｔ
≤ Ñ·［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕ２（ ｔ，ｘ）］ － β（ ｔ，ｘ）ｕ２（ ｔ，ｘ） ＋ ｃｕ－ ２（ ｔ），

　 　 　 　 　 　 ∀ｔ ≥ ｌ′１ω ＋ τ，
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其中 ｃ是一个常数．由标准抛物方程的最大值原理，存在一个常数 ｌ２ ＝ ｌ２（ϕ） ＞ ｌ１（ϕ） 和一个与

初值 ϕ无关的正常数 Ｍ２，使得 ｕ２（ ｔ，ｘ；ϕ） ≤ Ｍ２ 对所有的 ｔ ≥ ｌ２ω ＋ τ 和 ｘ ∈ Ω
－
成立．所以，对

于任一 ϕ∈ Ｃ ＋
τ ，都有 σϕ ＝ ∞ ．

由以上分析知 Ψｔ： Ｃ ＋
τ → Ｃ ＋

τ 是点耗散的．令 ｎ０ ＝ ｍｉｎ { ｎ ∈ Ｎ：ｎω ≥ ２τ } ，则 Ψｎ０
ω ： Ｃ ＋

τ → Ｃ ＋
τ

是紧的．从而由文献［１７］ 定理 １．１．２ 知 Ψω： Ｃ ＋
τ → Ｃ ＋

τ 有一个全局吸引子．

２　 阈值动力学

２．１　 基本再生数

考虑如下周期抛物方程：

　 　

∂ϕ（ ｔ，ｘ）
∂ｔ

＝ Ñ·［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñϕ（ ｔ，ｘ）］ ＋ ａ（ ｔ，ｘ）ϕ（ ｔ，ｘ） －

　 　 ｂ（ ｔ，ｘ）ϕ２（ ｔ，ｘ），　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，
［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñϕ（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ ∂Ω ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（８）

方程（８）在零解处线性化后的特征值问题为

　 　
ϕｔ － Ñ·［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñϕ（ ｔ，ｘ）］ － ａ（ ｔ，ｘ）ϕ ＝ μϕ，　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，
［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñϕ（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ ∂Ω，
ϕ（０，ｘ） ＝ ϕ（ω，ｘ），　 　 ｘ ∈ Ω ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（９）

令 μ ０ 表示式（９）的唯一主特征值［１８］ ．根据文献［１８］定理 ２８．１，得如下结论：
引理 １　 当 μ ０ ＜ ０ 时，方程（８） 有唯一全局吸引的正 ω⁃ 周期解 ϕ∗（ ｔ，ｘ）， 该解吸引方程

（８）所有具有连续非负非平凡初值的解．当 μ ０ ≥ ０ 时，平凡周期解 ０ 是全局吸引的．
将系统（２）的第一个方程中令 ｕ２ ＝ ０， 得到

　 　

∂ｕ１（ ｔ，ｘ）
∂ｔ

＝ Ñ·［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñｕ１（ ｔ，ｘ）］ ＋ ａ（ ｔ，ｘ）ｕ１（ ｔ，ｘ） －

　 　 ｂ（ ｔ，ｘ）ｕ２
１（ ｔ，ｘ），　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，

［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñｕ１（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ ∂Ω ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１０）

由引理 １ 知，如果 μ ０ ＜ ０，则方程（１０） 有一个正 ω⁃ 周期解 ｕ∗
１ （ ｔ，ｘ），该周期解吸引方程（１０）

的所有具有非负非平凡初值的解．从而，当 μ ０ ＜ ０ 时，系统（２） 有唯一的无病平衡稳态解（ｕ∗
１ ，

０） ．在以后的讨论中，始终假设 μ ０ ＜ ０ 是成立的．
现在定义模型（２）的基本再生数．首先，依照文献［１５］中第 ３ 部分，定义次代算子 Ｌ：

　 　 Ｌ（ϕ）（ ｔ） ∫∞
０
Ｋ（ ｔ，ｓ）ϕ（ ｔ － ｓ）ｄｓ，　 　 ∀ｔ ∈ Ｒ， ϕ ∈ Ｃω（Ｒ，Ｙ）， （１１）

其中

　 　 Ｋ（ ｔ，ｓ）
Ｃ（ ｔ）Ｖ２（ ｔ － τ，ｔ － ｓ），　 　 ｓ ＞ τ，
０，　 　 ｓ ∈ ［０，τ］，{

　 　 （Ｃ（ ｔ）ψ）（ｘ） ∫
Ω
Γ（ ｔ，ｔ － τ，ｘ，ｙ）ｈ（ ｔ － τ，ｙ）ｕ∗

１ （ ｔ － τ，ｙ）ψ（ｙ）ｄｙ，　 　 ∀ψ ∈ Ｙ，

Ｖ２（ ｔ，ｓ），ｔ ＞ ｓ，ｓ，ｔ∈Ｒ是由式（３）所生成的发展算子（在 １．１ 小节中已经定义）， Ｃω（Ｒ，Ｙ） 表示

所有从 Ｒ 到 Ｙ 的 ω⁃ 周期函数组成的 Ｂａｎａｃｈ 空间．紧接着，将算子 Ｌ 的谱半径 Ｒ０ 定义为模型

（２）的基本再生数
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　 　 Ｒ０ ｒ（Ｌ） ． （１２）
２．２　 阈值动力学

将系统 （２）在 （ｕ∗
１ ，０） 处线性化，得到关于染病群体的方程：

　 　

∂ｖ（ ｔ，ｘ）
∂ｔ

＝ Ñ·［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｖ（ ｔ，ｘ）］ － β（ ｔ，ｘ）ｖ（ ｔ，ｘ） ＋

　 　 ∫
Ω
Γ（ ｔ，ｔ － τ，ｘ，ｙ）ｈ（ ｔ － τ，ｙ）ｕ∗

１ （ ｔ － τ，ｙ）ｖ（ ｔ － τ，ｙ）ｄｙ，

　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，
［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｖ（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ ∂Ω ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１３）

类似于系统（５）解的存在性的证明，易知方程（１３）拥有一个适度解 ｖ（ ｔ，ｘ；φ） 满足 ｖ０（·，·；φ）
＝ φ 且 ｖｔ（·，·；φ） ∈ Ｅ ＋，这里 Ｅ Ｃ（［ － τ，０］，Ｙ），Ｅ ＋ Ｃ（［ － τ，０］，Ｙ ＋），∀ｔ≥０．此外，当 ｔ ＞
τ 时，ｖ（ ｔ，ｘ；φ） 是古典解．定义 Ｐ：Ｅ → Ｅ，Ｐ（φ） ＝ ｖω（φ），ｖω（φ）（ ｓ，ｘ） ＝ ｖ（ω ＋ ｓ，ｘ；φ），∀（ ｓ，ｘ）

∈ ［ － τ，０］ × Ω
－
．用 ｒ０ ＝ ｒ（Ｐ） 表示 Ｐ 的谱半径．利用文献［１５］定理 ３．４ 的证明方法，可得到如

下结论：
定理 ２　 Ｒ０ － １ 与 ｒ０ － １ 的符号相同．
引理 ２　 令 μ ＝ （ｌｎ ｒ０） ／ ω，则存在一个正 ω⁃ 周期函数 ｖ∗（ ｔ，ｘ） 使得 ｅμｔｖ∗（ ｔ，ｘ） 是方程

（１３）的一个解．
证明　 令 φ－ 为对应于 ｒ０ ＝ ｒ（Ｐ） 的特征函数，则Ｐ（φ－ ） ＝ ｒ０φ

－ ．用ｗ（ ｔ，ｘ；φ－ ） 表示方程（１３） 初

值为 φ－ 的解，由 φ－ ≫０ 知 ｗ（·，·；φ－ ） ≫ ０．令 ｖ∗（ ｔ，ｘ） ＝ ｅ －μｔｗ（ ｔ，ｘ；φ－ ），ｔ ≥－ τ，则有 ｖ∗（ ｔ，ｘ） ＞
０，∀（ ｔ，ｘ） ∈ ［ － τ，∞ ） × Ω， 并且

　 　
∂ｖ∗
∂ｔ

（ ｔ，ｘ） ＝ ｅ －μｔ∂ｔｗ（ ｔ，ｘ；φ
－ ） － μｅ －μｔｗ（ ｔ，ｘ；φ－ ） ． （１４）

从而 ｖ∗（ ｔ，ｘ） 是 ω⁃周期系统（１４） 的一个解，其中 ｖ∗（ ｓ，ｘ） ＝ ｅ －μｓφ－ （ ｓ，ｘ），（ ｓ，ｘ） ∈ ［ － τ，∞ ） ×
Ω ．由 μ ＝ （ｌｎ ｒ０） ／ ω 知 ｅ －μω ｒ０ ＝ １，则对任意 θ ∈ ［ － τ，０］， 有

　 　 ｖ∗（ω ＋ θ，ｘ） ＝ ｅ －μ（ ω＋θ）Ｐ（φ－ ）（θ，ｘ） ＝ ｅ －μ（ω＋θ） ｒ０φ
－ （θ，ｘ） ＝

　 　 　 　 ｅ －μθｗ（θ，ｘ；φ－ ） ＝ ｖ∗（θ，ｘ） ．
因此， ｖ∗（ ω ＋ θ，ｘ） ＝ ｖ∗（θ，ｘ），∀（θ，ｘ） ∈ ［ － τ，０］ × Ω ．从而由式（１４） 解的唯一性得到，
ｖ∗（ ｔ，ｘ） ＝ ｖ∗（ ｔ ＋ ω，ｘ），∀ｔ≥０，即 ｖ∗（ ｔ，ｘ） 是式（１４） 的一个ω⁃周期解．显然， ｅμｔｖ∗（ ｔ，ｘ） 是方

程（１３）的一个解． □
引理 ３　 ｕ（ ｔ，ｘ；ϕ） 是系统（２） 以 ｕ０ ＝ ϕ ＝ （ϕ１，ϕ２） ∈ Ｃ ＋

τ 为初值的解，如果ｌｉｍｔ→∞ ｕ２（ ｔ，ｘ；
ϕ） ＝ ０，则存在一个常数 ϱ ＞ ０， 使得

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

ｕ１（ ｔ，ｘ；ϕ） ≥ ϱ

对 ｘ ∈ Ω
－
一致成立．

证明　 由于 ｌｉｍｔ→∞ ｕ２（ ｔ，·；ϕ） ＝ ０，则对任意 ρ ＞ ０，存在常数 ｋ′ ＞ ０使得 ｕ２（ ｔ，·；ϕ） ≤ ρ，
∀ｔ ＞ ｋ′ω ．从而有

　 　

∂ｕ１（ ｔ，ｘ）
∂ｔ

≥ Ñ·［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñｕ１（ ｔ，ｘ）］ ＋

　 　 ［ａ（ ｔ，ｘ） － ｈ（ ｔ，ｘ）ρ］ｕ１（ ｔ，ｘ） － ｂ（ ｔ，ｘ）ｕ２
１（ ｔ，ｘ），　 　 ｔ ＞ ｋ′ω， ｘ ∈ Ω，

［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñｕ１（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ｋ′ω， ｘ ∈ ∂Ω ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１５）
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考虑如下带有参数 ρ 的扰动方程：

　 　

∂ｕρ
１（ ｔ，ｘ）
∂ｔ

＝ Ñ·［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñｕρ
１（ ｔ，ｘ）］ ＋

　 　 ［ａ（ ｔ，ｘ） － ｈ（ ｔ，ｘ）ρ］ｕρ
１（ ｔ，ｘ） － ｂ（ ｔ，ｘ）［ｕρ

１（ ｔ，ｘ）］ ２，
　 　 ｔ ＞ ｋ′ω， ｘ ∈ Ω，

［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñｕρ
１（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ｋ′ω， ｘ ∈ ∂Ω ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１６）

根据引理 １，可选取足够小的 ρ使得方程（１６） 的主特征值μ ρ
０ ＜ ０．此时，由引理１可知方程（１６）

有唯一正 ω⁃ 周期解 ｕ∗ρ
１ （ ｔ，ｘ）， 该解吸引方程（１６） 的所有具有非负非平凡初值的解， 即

ｌｉｍｔ→∞ ｕ
ρ
１（ ｔ，ｘ；ϕ） ＝ ｕ∗ρ

１ （ ｔ，ｘ） 对 ｘ ∈ Ω
－
一致成立．由抛物方程的比较原理得

　 　 ｕ１（ ｔ，ｘ；ϕ） ≥ ｕρ
１（ ｔ，ｘ；ϕ） ＞ ０，　 　 ∀ｔ ＞ ｋ′ω， ｘ ∈ Ω

－
，

这里 ｕρ
１（ ｔ，ｘ；ϕ） 是方程（１６） 满足条件 ｕρ

１（ ｓ，ｘ；ϕ） ＝ ϕ１（ ｓ，ｘ） 的解，ｓ ∈ ［ｋ′ω － τ，ｋ′ω］ ．考虑到

ｌｉｍρ→０ ｕ∗ρ
１ （ ｔ，·） ＝ ｕ∗

１ （ ｔ，·）， 则有

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

ｕ１（ ｔ，ｘ；ϕ） ≥ ｌｉｍ ｓｕｐ
ｔ→∞

ｕρ
１（ ｔ，ｘ；ϕ） ≥ ｓｕｐ

ｔ∈［０，ω］

１
２

ｕ∗ρ
１ （ ｔ，ｘ） ≥ ｓｕｐ

ｔ∈［０，ω］

１
４

ｕ∗
１ （ ｔ，ｘ）

对 ｘ ∈ Ω
－
一致成立．显然，存在常数 ϱ ＞ ０，使得 ４ϱ ＜ ｓｕｐｔ∈［０，ω］ ｕ∗

１ （ ｔ，ｘ） 对 ｘ ∈ Ω
－
一致成立．从

而对所有 ｘ ∈ Ω
－
，都有ｌｉｍ ｓｕｐｔ→∞ ｕ１（ ｔ，ｘ；ϕ） ≥ ϱ， 引理得证．

定理 ３　 ｕ（ ｔ，ｘ；ϕ） 为系统（２） 满足初值条件 ｕ０ ＝ ϕ ＝ （ϕ１，ϕ２） ∈ Ｃ ＋
τ 的解，有如下结论：

􀃠 如果 Ｒ０ ＜ １，则 ω⁃ 周期解（ｕ∗
１ （ ｔ，ｘ），０）（无病周期解） 在 Ｃ ＋

τ 上是全局渐近吸引的；
􀃡 如果 Ｒ０ ＞ １，则系统（２） 至少有一个正 ω⁃周期解（ｕ１（ ｔ，ｘ），ｕ２（ ｔ，ｘ）），同时存在一个 δ

＞ ０ 使得对任意满足 ϕｉ（０，·） ≢ ０，ｉ ＝ １，２ 的 ϕ∈ Ｃ ＋
τ ， 有

　 　 ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→∞

ｕｉ（ ｔ，ｘ；ϕ） ≥ δ，　 　 ｉ ＝ １，２

对 ｘ ∈ Ω
－
一致成立．

证明　 􀃠 当 Ｒ０ ＜ １ 时，由定理 ２ 知 ｒ０ ＜ １，从而 μ ＝ （ｌｎ ｒ０） ／ ω ＜ ０．考虑如下带有参数 􀆠
＞ ０ 的扰动方程：

　 　

∂ｕ􀆠
２（ ｔ，ｘ）
∂ｔ

＝ Ñ·［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕ􀆠
２（ ｔ，ｘ）］ － β（ ｔ，ｘ）ｕ􀆠

２（ ｔ，ｘ） ＋

　 　 ∫
Ω
Γ（ ｔ，ｔ － τ，ｘ，ｙ）ｈ（ ｔ － τ，ｙ）（ｕ∗

１ （ ｔ － τ，ｙ） ＋ 􀆠）ｕ􀆠
２（ ｔ － τ，ｙ）ｄｙ，

　 　 ｔ ≥ ０， ｘ ∈ Ω，
［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕ􀆠

２（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ≥ ０， ｘ ∈ ∂Ω，

ｕ􀆠
２（ ｓ，ｘ） ＝ φ（ ｓ，ｘ），　 　 φ ∈ Ｅ， ｓ ∈ ［ － τ，０］， ｘ ∈ Ω ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（１７）

定义方程（１７）的 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射 Ｐ􀆠：Ｅ→ Ｅ，Ｐ􀆠（φ） ＝ （ｕ􀆠
２） ω（φ）， ∀φ ∈ Ｅ， 这里（ｕ􀆠

２） ω（φ）（ ｓ，ｘ）

＝ ｕ􀆠
２（ω ＋ ｓ，ｘ；φ），∀（ ｓ，ｘ） ∈ ［ － τ，０］ × Ω

－
， ｕ􀆠

２（ ｔ，ｘ；φ） 是方程（１７） 满足初值条件 ｕ􀆠
２（ ｓ，ｘ） ＝

φ（ ｓ，ｘ）， ∀（ ｓ，ｘ） ∈ ［ － τ，０］ × Ω 的解．令 ｒ􀆠 ＝ ｒ（Ｐ􀆠） 表示 Ｐ􀆠 的谱半径．由 ｒ０ ＜ １ 知存在一个

足够小的 􀆠１ ＞ ０使得对所有的 􀆠∈［０，􀆠１），都有 ｒ􀆠 ＜ １．固定一个 􀆠∈（０，􀆠１）， 有 μ 􀆠 ＝ （ｌｎ ｒ􀆠） ／ ω
＜ ０．根据引理 ２，存在一个 ω⁃周期函数 ｖ􀆠∗（ ｔ，ｘ） 使得 ｕ􀆠

２（ ｔ，ｘ） ＝ ｅμ􀆠ｔｖ􀆠∗（ ｔ，ｘ） 是方程（１７） 的一个

３３２王　 双　 明　 　 　 张　 明　 军　 　 　 樊　 馨　 蔓



解．特别地，ｖ􀆠∗（ ｔ，ｘ） ＞ ０，∀（ ｔ，ｘ） ∈ （０，∞ ） × Ω
－
．

另一方面，易见 ｕ１（ ｔ，ｘ） 满足

　 　

∂ｕ１（ ｔ，ｘ）
∂ｔ

≤ Ñ·［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñｕ１（ ｔ，ｘ）］ ＋ ａ（ ｔ，ｘ）ｕ１（ ｔ，ｘ） － ｂ（ ｔ，ｘ）ｕ２
１（ ｔ，ｘ），

　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，
［Ｄ１（ ｔ，ｘ）Ñｕ１（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ ∂Ω ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１８）

根据引理 １ 和比较原理，存在常数 ｋ ＞ ０ 使得 ｕ１（ ｔ，ｘ；ϕ） ≤ ｕ∗
１ （ ｔ，ｘ） ＋ 􀆠，∀ｔ ≥ ｋω，ｘ ∈ Ω

－
．因

此，对于任意给定的 ϕ∈ Ｃ ＋
τ ， 都有

　 　

∂ｕ２（ ｔ，ｘ）
∂ｔ

≤ Ñ·［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕ２（ ｔ，ｘ）］ － β（ ｔ，ｘ）ｕ２（ ｔ，ｘ） ＋

　 　 ∫
Ω
Γ（ ｔ，ｔ － τ，ｘ，ｙ）ｈ（ ｔ － τ，ｙ）（ｕ∗

１ （ ｔ － τ，ｙ） ＋ 􀆠）ｕ２（ ｔ － τ，ｙ）ｄｙ，

　 　 ｔ ≥ ｋω ＋ τ， ｘ ∈ Ω，
［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕ２（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ≥ ｋω ＋ τ， ｘ ∈ ∂Ω ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（１９）

由于 ｕ２（ ｔ，ｘ；ϕ） 有界，则存在 α ＞ ０ 使得 ｕ２（ ｔ，ｘ；ϕ） ≤ αｅμ􀆠ｔｖ􀆠∗（ ｔ，ｘ），∀ｔ∈ ［ｋω，ｋω ＋ τ］，ｘ ∈

Ω
－
，则由比较原理得 ｕ２（ ｔ，ｘ；ϕ） ≤ αｅμ􀆠ｔｖ􀆠∗（ ｔ，ｘ），∀ｔ≥ ｋω ＋ τ ．这意味着ｌｉｍｔ→∞ ｕ２（ ｔ，ｘ；ϕ） ＝ ０对

于 ｘ∈Ω
－
一致成立．从而方程（８） 是系统（２） 中第一个方程的渐近方程．由引理 １知 ｕ∗

１ （ ｔ，ｘ） 是

方程（８）的全局吸引的解．
接下来，和文献［１５］定理 ４．３􀃠的证明类似，可利用链传递集理论［１７］ 验证 ｌｉｍｔ→∞ ｕ１（ ｔ，ｘ；

ϕ） ＝ ｕ∗
１ （ ｔ，ｘ） 对 ｘ ∈ Ω

－
一致成立．

􀃡 当 Ｒ０ ＞ １ 时，由定理 ２ 知 ｒ０ ＞ １，因此 μ ＝ （ｌｎ ｒ０） ／ ω ＞ ０．令
　 　 Ｚ０ {ϕ∈ Ｃ ＋

τ ：ϕｉ（０，·） ≢ ０，ｉ ＝ １，２ } ，
　 　 ∂Ｚ０ Ｃ ＋

τ ＼Ｚ０ ＝ {ϕ∈ Ｃ ＋
τ ：ϕ１（０，·） ≡ ０　 ｏｒ　 ϕ２（０，·） ≡ ０ } ，

则显然有 Ψｎ（ω）Ｚ０ ⊂ Ｚ０，∀ｎ ∈ Ｎ ．令 Ｚ１ {ϕ ∈ ∂Ｚ０：Ψｎ（ϕ） ∈ ∂Ｚ０，∀ｎ ∈ Ｎ } ．用 Ｊ（ϕ） 表

示 {Ψｎ（ϕ）：∀ｎ∈ Ｎ } 的 ｏｍｅｇａ 极限集．再令 Ｅ１ { （０，０） } ，Ｅ２ { （ｕ∗
１ （ ｔ，ｘ），０） } ．为了证明

主要结论，先验证如下 ３ 个论断．
论断 １　 ∪ϕ∈Ｚ１

Ｊ（ϕ） ＝ Ｅ１ ∪ Ｅ２ ．
对任意给定的 ϕ∈ Ｚ１，由最大值原理知；要么 ｕ１（ ｔ，ｘ；ϕ） ｕ１（ ｔ；ϕ）（ｘ） ≡０；要么 ｕ２（ ｔ，ｘ；

ϕ） ｕ２（ ｔ；ϕ）（ｘ） ≡ ０，∀（ ｔ，ｘ） ∈ Ｒ ＋ × Ω
－
．若 ｕ１（ ｔ，ｘ；ϕ） ≡ ０，∀（ ｔ，ｘ） ∈ Ｒ ＋ × Ω

－
， 则系统（２）

退化成为

　 　
∂ｕ２（ ｔ，ｘ）

∂ｔ
＝ Ñ·［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕ２（ ｔ，ｘ）］ － β（ ｔ，ｘ）ｕ２（ ｔ，ｘ），　 　 ｔ ≥ ０， ｘ ∈ Ω，

［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕ２（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ ∂Ω，

ì

î

í

ïï

ïï

从而 ｌｉｍｔ→∞ ｕ２（ ｔ，·；ϕ） ＝ ０．而如果 ｕ２（ ｔ，ｘ；ϕ） ≡０，∀（ ｔ，ｘ） ∈Ｒ ＋ × Ω
－
，则由引理１知ｌｉｍｔ→∞ ｕ１（ ｔ，

ｘ；ϕ） ＝ ｕ∗
１ （ ｔ，ｘ） ．因此， ∪ϕ∈Ｚ１

Ｊ（ϕ） ＝ Ｅ１ ∪ Ｅ２， 从而该论断得证．
论断 ２　 Ｅ１ 是 Ｚ０ 的一个弱排斥子．
欲证此结论，只需验证存在一个常数 ζ ＞ ０， 使得
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　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｎ→∞

‖Ψｎ
ω（ϕ） － Ｅ１‖ ≥ ζ

对于所有 ϕ∈Ｚ０ 成立即可．事实上，根据引理 ３，只需取 ζ ＝ ϱ ／ ２便可，常数 ϱ 在引理 ３ 的证明过

程中已经定义，论断 ２ 得证．
考虑如下含有参数 ε ＞ ０ 的扰动时间周期抛物方程：

　 　

∂ｕε（ ｔ，ｘ）
∂ｔ

＝ Ñ·［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕε（ ｔ，ｘ）］ － β（ ｔ，ｘ）ｕε（ ｔ，ｘ） ＋

　 　 ∫
Ω
Γ（ ｔ，ｔ － τ，ｘ，ｙ）ｈ（ ｔ － τ，ｙ）（ｕ∗

１ （ ｔ － τ，ｙ） － ε）ｕε（ ｔ － τ，ｙ）ｄｙ，

　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ Ω，
［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕε（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０， 　 　 ｔ ＞ ０， ｘ ∈ ∂Ω，

ｕε（ ｓ，ｘ） ＝ φ（ ｓ，ｘ），　 　 ｓ ∈ ［ － τ，０］， ｘ ∈ Ω
－
， φ ∈ Ｅ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（２０）

定义方程（２０）的 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射 Ｐε：Ｅ→ Ｅ，Ｐε（φ） ＝ ｕε
ω（φ），此处 ｕε

ω（φ）（ ｓ，ｘ） ＝ ｕε（ω ＋ ｓ，ｘ；φ），

∀（ ｓ，ｘ） ∈ ［ － τ，０］ × Ω
－
，ｕε（ ｔ，ｘ；φ） 是方程（２０） 满足初值条件 ｕε（ ｓ，ｘ） ＝ φ（ ｓ，ｘ），∀（ ｓ，ｘ） ∈

［ － τ，０］ × Ω的解．由 ｒ０ ＞ １ 知存在一个充分小的常数 ε １ ＞ ０ 使得 ｒε ＝ ｒ（Ｐε） ＞ １，∀ε ∈［０，
ε １），这里 ｒ（Ｐε） 是 Ｐε 的谱半径．固定一个 ε ∈ （０，ε １） ．根据解对初值的连续依赖性，存在 ε ０

∈ （０，ε １），使得 ∀ｓ ∈ ［ － τ，０］，只要 ｜ ϕ（ ｓ，ｘ） － （ｕ∗
１ （ ｓ，ｘ），０） ｜ ＜ ε ０，ϕ∈ Ｃ ＋

τ ，ｘ ∈ Ω
－
， 就有

　 　 ｜ （ｕ１（ ｔ，ｘ；ϕ），ｕ２（ ｔ，ｘ；ϕ）） － （ｕ∗
１ （ ｔ，ｘ），０） ｜ ＜ ε，　 　 ∀ｔ ∈ ［０，ω］， ｘ ∈ Ω

－
． （２１）

论断 ３　 Ｅ２ 是 Ｚ０ 的一个弱排斥子．
此结论等价于

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｋ→∞

‖Ψｋ
ω（ϕ） － Ｅ２‖ ≥ ε ０，　 　 ∀ϕ∈ Ｚ０ ．

依旧采用反证法，假设存在 ϕ０ ∈ Ｚ０ 使得

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
ｋ→∞

‖Ψｋ
ω（ϕ０） － Ｅ２‖ ＜ ε ０ ．

从而存在 ｋ０ ∈ Ｎ 使得 ∀（ ｓ，ｘ） ∈ ［ － τ，０］ × Ω
－
，只要 ｋ ≥ ｋ０， 就有

　 　 ｜ ｕ１（ｋω ＋ ｓ，ｘ；ϕ０） － ｕ∗
１ （ｋω ＋ ｓ，ｘ） ｜ ＜ ε ０， ｜ ｕ２（ｋω ＋ ｓ，ｘ；ϕ０） ｜ ＜ ε ０ ．

由式（２１）可知只要 ｔ ＞ ｋ０ω，就有 ｕ１（ ｔ，ｘ；ϕ０） ＞ ｕ∗
１ （ ｔ，ｘ） － ε 以及

　 　 ０ ＜ ｕ２（ ｔ，ｘ；ϕ０） ＜ ε， （２２）
特别地， ｕ２（ ｔ，ｘ；ϕ０） 满足

　 　

∂ｕ２（ ｔ，ｘ）
∂ｔ

≥ Ñ·［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕ２（ ｔ，ｘ）］ － β（ ｔ，ｘ）ｕ２（ ｔ，ｘ） ＋

　 　 ∫
Ω
Γ（ ｔ，ｔ － τ，ｘ，ｙ）ｈ（ ｔ － τ，ｙ）（ｕ∗

１ （ ｔ － τ，ｙ） － ε）ｕ２（ ｔ － τ，ｙ）ｄｙ，

　 　 ｔ ≥ （ｋ０ ＋ １）ω， ｘ ∈ Ω，
［Ｄ２（ ｔ，ｘ）Ñｕ２（ ｔ，ｘ）］·ν ＝ ０，　 　 ｔ ≥ （ｋ０ ＋ １）ω， ｘ ∈ ∂Ω ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２３）

令 ψ ε ∈Ｅ 为Ｐε 的对应于 ｒε 的一个正特征函数．由于 ｕ２（ ｔ，ｘ；ϕ０） ＞ ０，∀（ ｔ，ｘ） ＞ （τ，∞ ） × Ω，
则存在一个 ξ ＞ ０， 使得

　 　 ｕ２（（ｋ０ ＋ １）ω ＋ ｓ，ｘ；ϕ０） ≥ ξψ ε，　 　 ∀ｓ ∈ ［ － τ，０］， ｘ ∈ Ω
－
．

由式（２３）和比较原理得
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　 　 ｕ２（ ｔ，ｘ；ϕ０） ≥ ξｕε（ ｔ － （ｋ０ ＋ １）ω，ｘ；ψ ε），　 　 ∀ｔ ≥ （ｋ０ ＋ １）ω， ｘ ∈ Ω
－
．

因此， ｕ２（ｋω，ｘ；ϕ） ≥ ξｕε（（ｋ － ｋ０ － １）ω，ｘ；ψ ε） ＝ ξ（ ｒε） （ｋ－ｋ０－１）ψ ε（０，ｘ） →＋ ∞， ｋ →＋ ∞，
这与式（２２）矛盾，则论断 ３ 得证．

根据论断 ３ 知： 在 Ｚ０ 中， Ｅ２ 是关于Ψω 的一个孤立不变集，且Ｗｓ（Ｅ２） ∩ Ｚ０ ＝⌀， Ｗｓ（Ｅ２）
是 Ｅ２ 的稳定集．运用循环理论和映射的一致持久性理论（文献［１７］ 定理 １．３．１、注 １．３．１），可以

得到 Ψω： Ｃ ＋
τ → Ｃ ＋

τ 是关于（Ｚ０，∂Ｚ０） 是一致持久的．换言之，存在一个 δ ＞ ０， 使得

　 　 ｌｉｍ ｉｎｆ
ｋ→∞

ｄｉｓｔ（Ψｋ
ω（ϕ），∂Ｚ０） ≥ δ，　 　 ∀ϕ ∈ Ｚ０ ．

接下来由文献［１７］定理 ３．１．１ 知周期半流 Ψｔ： Ｃ ＋
τ → Ｃ ＋

τ 关于（Ｚ０，∂Ｚ０） 亦是一致持久的．因此，
根据文献［１９］ 定理４．５（令 ρ（ｘ） ＝ ｄｉｓｔ（ｘ，∂Ｚ０） 即可） 可知Ψω： Ｚ０ →Ｚ０有一个全局吸引子Ａ０，
且系统（２） 有一个 ω⁃ 周期解（ｕ１（ ｔ，·），ｕ２（ ｔ，·）） ∈ Ｚ０ ．

为了证明实际持久性，采用类似于文献［２０］中定理 ４．１ 的方法．定义一个连续函数 ｐ： Ｃ ＋
τ

→ ［０，∞ ），
　 　 ｐ（ϕ） ＝ ｍｉｎ

ｘ∈Ω
－

ｍｉｎ
ｘ∈Ω

－
ϕ１（０，ｘ），ｍｉｎ

ｘ∈Ω
－
ϕ２（０，ｘ）( ) ，　 　 ∀ϕ∈ Ｃ ＋

τ ．

由 Ａ０ ＝ Ψω（Ａ０） 知对任意 ϕ∈ Ａ０，有 ϕｉ（０，·） ＞ ０ 成立，ｉ ＝ １，２．令 Ｂ ∪ｔ∈［０，ω］Ψｔ（Ａ０），则
对任一ϕ∈ Ｚ０，都有 Ｂ ⊂ Ｚ０ 和ｌｉｍｔ→∞ ｄｉｓｔ（Ψｔ（ϕ），Ｂ） ＝ ０．因为 Ｂ 是 Ｚ０ 的紧子集，从而有ｍｉｎϕ∈Ｂ

ｐ（ϕ） ＞ ０．因此，存在一个 δ ＞ ０， 使得

　 　 ｌｉｍ ｉｎｆ
ｔ→∞

ｕｉ（ ｔ，·；ϕ） ≥ δ，　 　 ∀ϕ∈ Ｚ０， ｉ ＝ １，２．

至此，定理 ３􀃡中结论得证．

３　 结　 　 论

本文对寄主种群引入了 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 增长模式，研究了一类带时滞的周期非局部反应扩散传染

病模型．利用次代算子方法定义了模型的基本再生数，进一步给出了疾病持久与消亡的充分条

件．同时注意到，对于非自治的时滞传染病模型（种群模型），基本再生数定义为周期函数空间

上次代算子的谱半径．本文只得到了相关的抽象结果，而基本再生数的具体表达式很难解析地

给出，因此不易得到基本再生数与系数函数的依赖关系．这会导致本文研究结果在实际应用中

（如为政府相关管理部门提供疾病的预防策略和决策依据等）很难直接有效推广．因此，借助有

效的数值方法来探究在此类模型中影响基本再生数大小的主要因素，也是值得进一步关注的

问题．
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