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摘要：　 研究了带有离散时滞和分布时滞的 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值递归神经网络的全局指数稳定性问题．首先

运用 Ｍ 矩阵的性质和不等式技巧证明了 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值递归神经网络平衡点的存在性和唯一性；然后

通过数学分析方法， 得到了 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值递归神经网络全局指数稳定的判定条件；最后数值仿真例子

验证了获得结果的有效性．
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引　 　 言

神经网络是人工智能领域的重要分支， 现已广泛应用于信号处理、模式识别、联想记忆、
优化控制、保密通讯、工程计算等领域［１⁃２］ ．自 １９８２ 年美国加州理工学院生物物理学家 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ
建立了神经网络的数学模型后， 实值神经网络得到了广泛研究［３⁃７］ ．虽然实值神经网络已在诸

多领域得到了应用， 但也有其局限性， 如在电磁处理、超声波、量子波、光的物理系统等实际

应用中需要处理复数数据．因此， 复值神经网络应运而生．复值神经网络， 即网络神经元的状

态、输出、权值和激活函数都为复值， 能够直接处理复值数据．正因如此， 复值神经网络稳定性

研究受到了广泛关注［８⁃１６］， 现已成为神经网络动力学领域的重要分支之一．文献［８⁃１４］研究了

复值神经网络的单稳定性问题， 文献［１５⁃１６］研究了分数阶复值神经网络稳定性问题．
作为实值神经网络和复值神经网络的扩展， 基于 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 代数（几何代数）的 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值神

经网络被提出， 现已应用于神经计算、机器人视觉等领域［１７］ ．最近， 一些学者对 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值神

经网络的稳定性进行了研究［１７⁃１９］ ．在文献［１７］中， 利用不动点原理、Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值变分参数方法

和不等式技巧， 建立了 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值神经网络平衡点存在性、唯一性和全局指数稳定性的判定条

件．文献［１８］考虑了带有常数时滞的 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值神经网络， 通过分离激活函数方法和建立 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函，获得了网络平衡点存在性、唯一性、全局渐近稳定性和全局指数稳定性
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的判定条件．文献［１９］考虑了具有无界时变时滞的四元数神经网络， 将四元数神经网络分解

成两个复值神经网络， 通过构造合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函，得到了网络全局 μ⁃ 稳定的

充分条件．
众所周知， 时滞是造成网络不稳定的根源之一［４］ ．通常， 由少量神经元构成的简单电路能

够由具有固定时滞的时滞反馈系统来描述， 由于神经网络由大量的神经元构成， 许多神经元

聚成球形或层状结构并相互作用， 且通过轴突又连接成各种复杂神经通路， 具有大量的并行

通道， 具有时间和空间特性，因此在神经网络模型中既考虑离散时滞又考虑连续分布时滞更

为合理［１３］ ．但是具有混合时滞（离散时变时滞和无穷分布时滞）的 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值神经网络稳定性

还没有学者进行过研究．为此， 本文研究混合时滞 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值神经网络的稳定性问题．

１　 预 备 知 识

ＡＡ 表示 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 代数空间， ＡＡ 中元素 ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ 的内积满足下面关系：

　 　
ｅｉｅ ｊ ＋ ｅ ｊｅｉ ＝ ０， ｉ ≠ ｊ； ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｎ，

ｅ２
ｉ ＝ － １， ｉ ＝ ｊ； ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．{

为简单起见，当一个元素是由多个 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 元素的乘积得到的，可以直接把下标写在一起，例如

　 　 ｅ１ｅ２ ＝ ｅ１２， ｅ２ｅ６ｅ７ｅ８ ＝ ｅ２６７８，
其中 ＡＡ 的基表示如下：

　 　 ＡＡ ＝ { ｅＡ ＝ ｅｈ１ｈ２… ｈｒ， １ ≤ ｈ１ ＜ ｈ２ ＜ … ＜ ｈｒ ≤ ｍ } ，

并且有 ｘ ＝ ∑ Ａ
ｘＡｅＡ ∈ ＡＡ ， 其中 ｘＡ ∈ Ｒ ．特别的， 当 Ａ ＝ ⌀ 时， ｅ⌀ 可以被写成 ｅ０， 则 ｘ０ 就是

ｅ０ 元素的系数．从以上这些性质可以得出结论

　 　 ｄｉｍ ＡＡ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

ｍ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２ｍ ．

与复数域相似， 一个基本矢量的转置可以被定义为

　 　 （ｅｈ１ｈ２… ｈｎ）
Ｔ ＝ （ － １） ｒｅｈ１ｈ２… ｈｎ，

或者

　 　 ｅＴ
Ａ ＝ （ － １） ｎ（Ａ） ｅＡ，

其中当 ｅＡ ＝ ｅｈ１ｈ２… ｈｎ 时， ｎ（Ａ） ＝ ｒ ．
Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 代数中， 元素的共轭记作

　 　 ｅ－ Ａ ＝ （ － １） （ｎ（Ａ） －１）ｎ（Ａ） ／ ２ｅＡ ．
在此基础上提出了一个新的运算称之为共轭转置， 定义为

　 　 ｅＨ
Ａ ＝ ｅＴ

Ａ ＝ （ － １） ｎ（Ａ）（ｎ（Ａ） ＋１） ／ ２ｅＡ ．

从这个定义可以直接得到 ｅＡｅＨ
Ａ ＝ ｅＨ

Ａ ｅＡ ＝ １．因此， 对于任意一个 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 数 ｘ ＝∑ Ａ
ｘＡｅＡ， 它的共

轭转置可以被写成 ｘＨ ＝ ∑ Ａ
ｘＡｅＨ

Ａ ．另外， 共轭转置也满足（ｘｙ）Ｈ ＝ ｙＨｘＨ，∀ｘ，ｙ ∈ ＡＡ ．

Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 代数中的内积被定义为

　 　 （γ，β） ０ ［γ，βＨ］ ０ ＝ ∑
Ａ
γ Ａβ Ａ，　 　 ∀γ， β ∈ ＡＡ ，

其中 ［γ， βＨ］ ０ 表示 ｅ０ 这个元素的系数， ＡＡ 上任意数的模也相应的定义为 ｜ γ ｜ ０ ＝ （γ，γ） ０ ，

以及ＡＡ 上矩阵的 Ｅｕｃｌｉｄ（欧几里得） 范数为 ‖Ａ‖ ＝ ∑ ｎ

ｉ ＝ １∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ．
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定义 １［７］ 　 若 Ａ 是一个 ｎ × ｎ 的方阵， 且 ａｉｉ ＞ ０， 而 ａｉｊ ≤ ０（ ｉ ≠ ｊ）， 以及 Ａ 自身的逆矩

阵为一个非负矩阵， 那么称矩阵 Ａ 是一个 Ｍ 矩阵．
为获得主要结果， 现提出以下引理．
引理 １［１８］ 　 对 ∀ｘ，ｙ，ｚ，ａ ∈ ＡＡ ， 有以下性质成立：
① ｘ（ｙ ＋ ｚ） ＝ ｘｙ ＋ ｘｚ，（ｘ ＋ ｙ）ｚ ＝ ｘｚ ＋ ｙｚ；
② ｘｙ ≠ ｙｘ， ｐｘ ＝ ｘｐ， ｐ ∈ Ｒ；
③ ［ｘ ＋ ｙ］ ０ ＝ ［ｘ］ ０ ＋ ［ｙ］ ０；
④ ｜ ｘｙ ｜ ０ ≤｜ ｘ ｜ ０ ｜ ｙ ｜ ０；
⑤ ｜ ｘ ＋ ｙ ｜ ０ ≤｜ ｘ ｜ ０ ＋｜ ｙ ｜ ０；
⑥ ｜ ｘ ｜ ２

０ ≠ ｘｘＨ， ｜ ｘ ｜ ２
０ ＝ ［ｘｘＨ］ ０；

⑦ ∫ｔ
０
ａｘ（ ｓ）ｄｓ ＝ ａ∫ｔ

０
ｘ（ ｓ）ｄｓ ．

Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 代数 ＡＡ 中的元素 ｘ ＝ ∑ Ａ
ｘＡｅＡ， ｘＡ ∈ Ｒ， ｘ（ ｔ） 的导数与积分具有如下性质：

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ ∑ Ａ
ｘＡｅＡ，

　 　 ∫ｔ
０
∑

Ａ
［ｘＡ（ ｓ）ｅＡ］ｄｓ ＝ [∑

Ａ
∫ｔ

０
ｘＡ（ ｓ）ｄｓ ] ｅＡ ．

引理 ２［７］ 　 对于任意的 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值函数 ｘ（ ｔ）， ｆ（ ｔ） ∈ ＡＡ ， ｕ∈Ｒ， ｔ ＞ ０以及 ｆ（ ｔ） 是一个非

线性函数， 如果 ｘ（ ｔ） ＝ － ｕｘ（ ｔ） ＋ ｆ（ ｔ）， 那么

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ ｃｅ －ｕｔ ＋ ｅ －ｕｔ∫ ｆ（ ｔ）ｅｕｔｄｔ，

其中 ｃ，ｘ（ ｔ）， ｆ（ ｔ） ∈ ＡＡ ．
本文考虑如下带有时变时滞和分布时滞的 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值神经网络模型：

　 　 ｚｉ（ ｔ） ＝ － ｄｉｚｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ ｉｊ（ ｔ））） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊ∫ｔ

－∞
Ｋ ｉｊ（ ｔ － ｓ）ｈ ｊ（ ｚ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋ Ｊｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （１）

其中 ｚｉ（ ｔ） ∈ ＡＡ表示第 ｉ个神经元在 ｔ时刻的状态； ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）），ｈ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） 和 ｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） 是激励函数；
τ ｉｊ（ ｔ） 表示离散时变时滞且满足 ０ ≤ τ ｉｊ（ ｔ） ≤ τ，其中 τ 为常量； Ｋ ｉｊ（ ｔ） 是分布时滞核函数；Ｄ ＝
ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ） ∈ Ｒｎ×ｎ 是自反馈矩阵，其中 ｄ ｊ ＞ ０ （ ｊ ＝ １，２，…，ｎ）； Ａ ＝ （ａｐｑ） ｎ×ｎ ∈ ＡＡ ｎ×ｎ，
Ｂ ＝ （ｂｐｑ） ｎ×ｎ ∈ ＡＡ ｎ×ｎ和Ｃ ＝ （ｃｐｑ） ｎ×ｎ ∈ ＡＡ ｎ×ｎ分别表示连接权矩阵、离散时滞连接权矩阵和分布时

滞连接权矩阵；Ｊ ＝ （Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｎ） Ｔ ∈ ＡＡ ｎ 表示外部输入常向量．
模型（１）的初始条件为

　 　 ｚ（ ｔ） ＝ ϕ（ ｔ） ＝ （ϕ１（ ｔ），ϕ２（ ｔ），…，ϕｎ（ ｔ）） Ｔ，　 　 ｔ ∈ （ － ∞， ０］，
其中 ϕｉ（ ｔ） 在（ － ∞， ０］ 中有界且连续．

定义 ２［７］ 　 如果存在常数 ε ＞ ０， Ｋ ＞ ０， 使得对 ∀ｔ ＞ ０， 有

　 　 [∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｚｉ（ ｔ） － ｚ∗ｉ ｜ ２

０ ]
１ ／ ２

≤ Ｋ‖ϕ － ｚ∗‖２ｅ
－εｔ，

则模型（１）的平衡点 ｚ∗ ＝ （ ｚ∗１ ，ｚ∗２ ，…，ｚ∗ｎ ） Ｔ 是全局指数稳定的，其中 ｚ（ ｔ） ＝ （ ｚ１（ ｔ），ｚ２（ ｔ），…，
ｚｎ（ ｔ）） Ｔ 是模型（１） 的一个解，ｚ（ ｔ） ＝ ϕ（ ｔ） ＝ （ϕ１（ ｔ），ϕ２（ ｔ），…，ϕｎ（ ｔ）） Ｔ 是模型（１）的初始条件

并且满足

５１５带有时滞的 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值神经网络的全局指数稳定性



　 　 ‖ϕ － ｚ∗‖２ ＝ ｓｕｐ
－∞ ＜ ｓ≤０

[∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ϕｉ（ ｓ） － ｚ∗ｉ ｜ ２

０ ]
１ ／ ２

．

为了分析网络的稳定性， 本文给出如下假设：
（Ｈ１） 激励函数 ｆ ｊ（·）， ｇ ｊ（·）， ｈ ｊ（·） 是连续的， 并且存在矩阵 ξ ＝ ｄｉａｇ（ξ １，ξ ２，…，ξ ｎ）， η

＝ ｄｉａｇ（η １，η ２，…，η ｎ），Ｌ ＝ ｄｉａｇ（ ｌ１，ｌ２，…，ｌｎ）， 对任意 ｚ１， ｚ２ ∈ ＡＡ ， ｊ ＝ １， ２， …， ｎ， 有

　 　 ｜ ｆ ｊ（ ｚ１） － ｆ ｊ（ ｚ２） ｜ ０ ≤ ξ ｊ ｜ ｚ１ － ｚ２ ｜ ０，
　 　 ｜ ｇ ｊ（ ｚ１） － ｇ ｊ（ ｚ２） ｜ ０ ≤ η ｊ ｜ ｚ１ － ｚ２ ｜ ０，
　 　 ｜ ｈ ｊ（ ｚ１） － ｈ ｊ（ ｚ２） ｜ ０ ≤ ｌ ｊ ｜ ｚ１ － ｚ２ ｜ ０，

其中 ξ ｊ，η ｊ，ｌ ｊ 为正常数．
（Ｈ２） 分布时滞核函数 Ｋ ｉｊ（ ｓ）： ［０， ＋ ∞） → ［０， ＋ ∞） 满足

　 　 ∫＋∞

０
ｅβｓＫ ｉｊ（ ｓ）ｄｓ ＝ ｐｉｊ（β），

其中 ｐｉｊ（β） 是一个定义在［０，δ），δ ＞ ０ 的连续函数， 并且 ｐｉｊ（０） ＝ １，ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｎ ．

注 １　 本文中上角 Ｔ 和上角 Ｈ 分别表示矩阵的转置和矩阵的共轭转置，对于矩阵 Ａ≥ Ｂ（Ａ ＞ Ｂ） 表示 Ａ
－ Ｂ 是半正定的（正定的）．

２　 主 要 结 果

定理 １　 假设（Ｈ１）和（Ｈ２）成立， 若 Ｗ ＝ Ｄ －｜ Ａ ｜ ０ξ －｜ Ｂ ｜ ０η －｜ Ｃ ｜ ０Ｌ 是一个 Ｍ 矩阵，
则模型（１）存在唯一的平衡点并且平衡点是全局指数稳定的， 其中

　 　 Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ）， ｜ Ａ ｜ ０ ＝ （ ｜ ａｐｑ ｜ ０） ｎ×ｎ，
　 　 ｜ Ｂ ｜ ０ ＝ （ ｜ ｂｐｑ ｜ ０） ｎ×ｎ， ｜ Ｃ ｜ ０ ＝ （ ｜ ｃｐｑ ｜ ０） ｎ×ｎ ．
证明　 本文将分两步证明这个定理．
步骤一　 证明平衡点的存在唯一性．
由于模型（１）的平衡点 ｚ∗ ＝ （ ｚ∗１ ，ｚ∗２ ，…，ｚ∗ｎ ） Ｔ 满足下列方程：

　 　 ０ ＝ － ｄｉｚ∗ｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ ｚ∗ｊ ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊｇ ｊ（ ｚ∗ｊ ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊ∫ｔ

－∞
Ｋ ｉｊ（ ｔ － ｓ）ｈ ｊ（ ｚ∗ｊ ）ｄｓ ＋ Ｊｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （２）

由假设（Ｈ２）可以得到式（２）等价于下列方程：

　 　 ０ ＝ － ｄｉｚ∗ｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ ｚ∗ｊ ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊｇ ｊ（ ｚ∗ｊ ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊ∫ｔ

－∞
Ｋ ｉｊ（ ｔ － ｓ）ｈ ｊ（ ｚ∗ｊ ）ｄｓ ＋ Ｊｉ ＝

　 　 　 　 － ｄｉｚ∗ｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ ｚ∗ｊ ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊｇ ｊ（ ｚ∗ｊ ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊｈ ｊ（ ｚ∗ｊ ）∫ｔ

－∞
Ｋ ｉｊ（ ｔ － ｓ）ｄｓ ＋ Ｊｉ ＝

　 　 　 　 － ｄｉｚ∗ｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ ｚ∗ｊ ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊｇ ｊ（ ｚ∗ｊ ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊｈ ｊ（ ｚ∗ｊ ）∫

０

＋∞
Ｋ ｉｊ（ｙ）ｄｙ ＋ Ｊｉ ＝

　 　 　 　 － ｄｉｚ∗ｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ ｚ∗ｊ ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊｇ ｊ（ ｚ∗ｊ ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊｈ ｊ（ ｚ∗ｊ ） ＋ Ｊｉ，

其中　 　 ｙ ＝ ｔ － ｓ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．
令 Ψ（ｚ） ＝ （ψ １（ｚ），ψ ２（ｚ），…，ψ ｎ（ｚ）） Ｔ， 其中

　 　 ψ ｉ（ｚ） ＝ － ｄｉｚｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊｈ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋ Ｊｉ，

　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．
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首先， 证明 Ψ（ｚ） 是ＡＡ 域上的一个单射映射．事实上， 如果存在 ｚ ＝ （ ｚ１， ｚ２，…， ｚｎ） Ｔ， ｚ′ ＝

（ ｚ′１，ｚ′２，…，ｚ′ｎ） Ｔ ∈ ＡＡ ， 并且 ｚ ≠ ｚ′， 使得 Ψ（ｚ） ＝ ψ（ｚ′）， 那么就有

　 　 ０ ＝ － ｄｉ（ ｚｉ － ｚ′ｉ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ［ ｆ ｊ（ ｚ ｊ） － ｆ ｊ（ ｚ′ｊ）］ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ［ｇ ｊ（ ｚ ｊ） － ｇ ｊ（ ｚ′ｊ）］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊ［ｈ ｊ（ ｚ ｊ） － ｈ ｊ（ ｚ′ｊ）］，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．

即

　 　 ｄｉ（ ｚｉ － ｚ′ｉ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ［ ｆ ｊ（ ｚ ｊ） － ｆ ｊ（ ｚ′ｊ）］ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ［ｇ ｊ（ ｚ ｊ） － ｇ ｊ（ ｚ′ｊ）］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊ［ｈ ｊ（ ｚ ｊ） － ｈ ｊ（ ｚ′ｊ）］，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．

利用假设（Ｈ１）， 能够得到

　 　 ｄｉ ｜ ｚｉ － ｚ′ｉ ｜ ０ ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ξ ｊ ｜ ｚ ｊ － ｚ′ｊ ｜ ０ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ η ｊ ｜ ｚ ｊ － ｚ′ｊ ｜ ０ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０ ｌ ｊ ｜ ｚ ｊ － ｚ′ｊ ｜ ０ ．

也就是说

　 　 （Ｄ －｜ Ａ ｜ ０ξ －｜ Ｂ ｜ ０η －｜ Ｃ ｜ ０Ｌ）（ ｜ ｚ１ － ｚ′１ ｜ ０， ｜ ｚ２ － ｚ′２ ｜ ０，…， ｜ ｚｎ － ｚ′ｎ ｜ ０） Ｔ ≤ ０．
由于 Ｗ ＝ Ｄ －｜ Ａ ｜ ０ξ －｜ Ｂ ｜ ０η －｜ Ｃ ｜ ０Ｌ 是一个 Ｍ 矩阵， 因此

　 　 ｚｉ ＝ ｚ′ｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ，
与 ｚ ≠ ｚ′ 相矛盾， 从而 ψ（ｚ） 在ＡＡ 上是单射．

接下来， 证明当 ‖ｚ‖ → ＋ ∞ 时， ‖Ψ（ｚ）‖ → ＋ ∞ ．
由于Ｗ ＝Ｄ －｜ Ａ ｜ ０ξ －｜ Ｂ ｜ ０η －｜ Ｃ ｜ ０Ｌ是一个Ｍ 矩阵， 则存在一个正定矩阵 Ｐ ＝ ｄｉａｇ（ｐ１，

ｐ２，…，ｐｎ） 使得 ＰＷ ＋ ＷＴＰ 也是一个正定矩阵．
令 Ψ（ｚ） ＝ （ψ １（ｚ），ψ ２（ｚ），…，ψ ｎ（ｚ）） Ｔ， 其中

　 　 ψ ｉ（ｚ） ＝ － ｄｉｚｉ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ［ ｆ ｊ（ ｚ ｊ） － ｆ ｊ（０）］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ［ｇ ｊ（ ｚ ｊ） － ｇ ｊ（０）］ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊ［ｈ ｊ（ ｚ ｊ） － ｈ ｊ（０）］ ．

计算下式：
　 　 ｚＨＰΨ（ｚ） ＋ （Ψ（ｚ））ＨＰｚ ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ ｚ－ ｉｐｉψ ｉ（ｚ） ＋ ψ ｉ（ｚ）ｐｉｚｉ］ ＝

　 　 　 　 ２∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｒｅ（ ｚ－ ｉｐｉψ ｉ（ｚ）） ＝

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
[ － ２ｄｉｐｉ ｜ ｚｉ ｜ ２

０ ＋ ２∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ｒｅ（ａｉｊｐｉ ｚ

－
ｉ（ ｆ ｊ（ ｚ ｊ） － ｆ ｊ（０））） ＋

　 　 　 　 ２∑
ｎ

ｊ ＝ １
Ｒｅ（ｂｉｊｐｉ ｚ

－
ｉ（ｇ ｊ（ ｚ ｊ） － ｇ ｊ（０））） ＋ ２∑

ｎ

ｊ ＝ １
Ｒｅ（ｃｉｊｐｉ ｚ

－
ｉ（ｈ ｊ（ ｚ ｊ） － ｈ ｊ（０））） ] ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
[ － ２ｄｉｐｉ ｜ ｚｉ ｜ ２

０ ＋ ２∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊｐｉ ｚ

－
ｉ（ ｆ ｊ（ ｚ ｊ） － ｆ ｊ（０）） ｜ ０ ＋
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　 　 　 　 ２∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊｐｉ ｚ

－
ｉ（ｇ ｊ（ ｚ ｊ） － ｇ ｊ（０）） ｜ ０ ＋ ２∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊｐｉ ｚ

－
ｉ（ｈ ｊ（ ｚ ｊ） － ｈ ｊ（０）） ｜ ０ ] ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
[ － ２ｄｉｐｉ ｜ ｚｉ ｜ ２

０ ＋ ２∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ｐｉξ ｊ ｜ ｚｉ ｜ ０ ｜ ｚ ｊ ｜ ０ ＋

　 　 　 　 ２∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ｐｉη ｊ ｜ ｚｉ ｜ ０ ｜ ｚ ｊ ｜ ０ ＋ ２∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０ｐｉ ｌ ｊ ｜ ｚｉ ｜ ０ ｜ ｚ ｊ ｜ ０ ] ＝

　 　 　 　 － ２（ ｜ ｚ１ ｜ ０， ｜ ｚ２ ｜ ０，…， ｜ ｚｎ ｜ ０）ＰＷ（ ｜ ｚ１ ｜ ０， ｜ ｚ２ ｜ ０，…， ｜ ｚｎ ｜ ０） Ｔ ＝
　 　 　 　 － （ ｜ ｚ１ ｜ ０， ｜ ｚ２ ｜ ０，…， ｜ ｚｎ ｜ ０）（ＰＷ ＋ ＷＴＰ）（ ｜ ｚ１ ｜ ０， ｜ ｚ２ ｜ ０，…， ｜ ｚｎ ｜ ０） Ｔ ≤

　 　 　 　 － λｍｉｎ（ＰＷ ＋ ＷＴＰ）∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｚｉ ｜ ２

０ ＝

　 　 　 　 － λｍｉｎ（ＰＷ ＋ ＷＴＰ）‖ｚ‖２，
其中 λｍｉｎ（ＰＷ ＋ ＷＴＰ） 表示矩阵 ＰＷ ＋ ＷＴＰ 的最小特征值．利用 Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式， 得到

　 　 ‖ｚ‖‖Ｐ‖‖ψ（ｚ）‖ ≥ １
２

λｍｉｎ（ＰＷ ＋ ＷＴＰ）‖ｚ‖２ ．

当 ‖ｚ‖≠０时， 就有‖ψ（ｚ）‖≥ １
２
λｍｉｎ（ＰＷ ＋ ＷＴＰ）（‖ｚ‖ ／‖Ｐ‖） ．因此， 当‖ｚ‖→∞

时， ‖ψ（ｚ）‖ → ∞ ．
综上所述， 模型（１）有唯一的平衡点．
步骤二　 证明模型（１）的平衡点是全局指数稳定的．
由于 Ｗ ＝ Ｄ －｜ Ａ ｜ ０ξ －｜ Ｂ ｜ ０η －｜ Ｃ ｜ ０Ｌ 是一个 Ｍ 矩阵， 因此有

　 　 ｄｉ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ξ ｊ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ η ｊ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０ ｌ ｊσ ｊ ＞ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．

构造函数

　 　 Γ ｉ（θ） ＝ ｄｉ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ξ ｊ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ η ｊ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０ ｌ ｊσ ｊｐｉｊ（θ），

　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．
由假设（Ｈ２）可知 Γ ｉ（０） ＞ ０，且 Γ ｉ（θ） 在［０， ＋ ∞） 连续， 则存在一个充分小的 λ ＞ ０， 使得

　 　 Γ ｉ（λ） ＝ ｄｉ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ξ ｊ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ η ｊ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０ ｌ ｊσ ｊｐｉｊ（λ） ≥ λ，

　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．
写成矢量形式为

　 　 λＥ ≤ Ｄ －｜ Ａ ｜ ０ξ －｜ Ｂ ｜ ０η －｜ Ｃ ｜ ０ ＬＰ（λ），
其中 Ｐ（λ） ＝ （ｐｉｊ（λ）） ｎ×ｎ， 也就是

　 　 Ｅ ≥ （Ｄ － λＥ） －１（ ｜ Ａ ｜ ０ξ ＋｜ Ｂ ｜ ０η ＋｜ Ｃ ｜ ０ＬＰ（λ）），
因此

　 　 Ｅ － （Ｄ － λＥ） －１（ ｜ Ａ ｜ ０ξ ＋｜ Ｂ ｜ ０η ＋｜ Ｃ ｜ ０ＬＰ（λ）） ≥ ０．
从而

　 　 ［Ｅ － （Ｄ － λＥ） －１（ ｜ Ａ ｜ ０ξ ＋｜ Ｂ ｜ ０η ＋｜ Ｃ ｜ ０ＬＰ（λ））］ －１ ≥ ０． （３）
令

　 　 ｚ ｉ（ ｔ） ＝ ｚｉ（ ｔ） － ｚ∗ｉ ， ｆ　 ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＝ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ） ＋ ｚ∗ｊ ） － ｆ ｊ（ ｚ∗ｊ ），
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　 　 ｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＝ ｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ） ＋ ｚ∗ｊ ） － ｇ ｊ（ ｚ∗ｊ ）， ｈ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＝ ｈ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ） ＋ ｚ∗ｊ ） － ｈ ｊ（ ｚ∗ｊ ） ．
则模型（２）可写为

　 　
ｄ ｚ ｉ（ ｔ）

ｄｔ
＝ － ｄｉ ｚ ｉ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ　 ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ － τ ｉｊ（ ｔ））） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊ∫ｔ

－∞
Ｋ ｉｊ（ ｔ － ｓ）ｈ ｊ（ ｚ ｊ（ ｓ））ｄｓ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （４）

由引理 ２， 式（４）可以写为

　 　 ｚ ｉ（ ｔ） ＝ ｅ －ｄｉｔ ｚ ｉ（０） ＋ ｅ －ｄｉｔ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ∫ｔ

０
ｅｄｉｓ ｆ　 ｊ（ ｚ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ｅ －ｄｉｔ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ∫ｔ

０
ｅｄｉｓｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｓ － τ ｉｊ（ ｓ）））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ｅ －ｄｉｔ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊ∫ｔ

０
ｅｄｉｓ∫

０

＋∞
Ｋ ｉｊ（ｍ）ｈ ｊ（ ｚ ｊ（ ｓ － ｍ））ｄｍｄｓ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ．

因此

　 　 ｜ ｚ ｉ（ ｔ） ｜ ０ ≤ ｅ －ｄｉｔ ｜ ｚ ｉ（０） ｜ ０ ＋ ｅ －ｄｉｔ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０∫ｔ

０
ｅｄｉｓ ｜ ｆ　 ｊ（ ｚ ｊ（ ｓ）） ｜ ０ｄｓ ＋

　 　 　 　 ｅ －ｄｉｔ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０∫ｔ

０
ｅｄｉｓ ｜ ｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｓ － τ ｉｊ（ ｓ））） ｜ ０ｄｓ ＋

　 　 　 　 ｅ －ｄｉｔ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０∫ｔ

０
∫
０

＋∞
ｅｄｉｓＫ ｉｊ（ｍ） ｜ ｈ ｊ（ ｚ ｊ（ ｓ － ｍ）） ｜ ０ｄｍｄｓ ．

令

　 　 ｗ ｉ（ ｔ） ＝ ｅ －ｄｉｔ ｜ ｚ ｉ（０） ｜ ０ ＋ ｅ －ｄｉｔ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０∫ｔ

０
ｅｄｉｓ ｜ ｆ　 ｊ（ ｚ ｊ（ ｓ）） ｜ ０ｄｓ ＋

　 　 　 　 ｅ －ｄｉｔ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０∫ｔ

０
ｅｄｉｓ ｜ ｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｓ － τ ｉｊ（ ｓ））） ｜ ０ｄｓ ＋

　 　 　 　 ｅ －ｄｉｔ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０∫ｔ

０
∫
０

＋∞
ｅｄｉｓＫ ｉｊ（ｍ） ｜ ｈ ｊ（ ｚ ｊ（ ｓ － ｍ）） ｜ ０ｄｍｄｓ ．

显然　 　 ｜ ｚ ｉ（ ｔ） ｜ ０ ≤ ｗ ｉ（ ｔ） ．
计算 ｗ ｉ（ ｔ） 的导数， 得到

　 　 ｗ ｉ（ ｔ） ＝ － ｄｉｗ ｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ｜ ｆ　 ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ｜ ０ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ ｜ ｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ － τ ｉｊ（ ｔ））） ｜ ０ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０∫

０

＋∞
Ｋ ｉｊ（ｍ） ｜ ｈ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ － ｍ）） ｜ ０ｄｍ ≤

　 　 　 　 － ｄｉｗ ｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ξ ｊ ｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ０ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ η ｊ ｜ ｚ ｊ（ ｔ － τ ｉｊ（ ｔ）） ｜ ０ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０∫

０

＋∞
Ｋ ｉｊ（ｍ） ｌ ｊ ｜ ｚ ｊ（ ｔ － ｍ） ｜ ０ｄｍ ≤

　 　 　 　 － ｄｉｗ ｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ξ ｊｗ ｊ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ η ｊｗ ｊ（ ｔ － τ ｉｊ（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０∫

０

＋∞
Ｋ ｉｊ（ｍ） ｌ ｊｗ ｊ（ ｔ － ｍ）ｄｍ ．

当 ｔ ＞ ０ 时， 令
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　 　 ｑｉ（ ｔ） ＝ ｅλｔｗ ｉ（ ｔ），　 　 ０ ＜ λ ＜ ｍｉｎ { ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ } ，
因此， 有

　 　 ｑｉ（ ｔ） ≤ （λ － ｄｉ）ｑｉ（ ｔ） ＋ ｅλｔ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ξ ｊｗ ｊ（ ｔ） ＋ ｅλｔ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ η ｊｗ ｊ（ ｔ － τ ｉｊ（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０∫

０

＋∞
ｅλｔＫ ｉｊ（ｍ） ｌ ｊｗ ｊ（ ｔ － ｍ）ｄｍ ．

令 ｑ†
ｊ ＝ ｓｕｐ －∞≤ｕ≤ｔ ｑ ｊ（ｕ）， 得到

　 　 ｑｉ（ ｔ） ≤ （λ － ｄｉ）ｑｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ξ ｊｑ†

ｊ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ η ｊｑ†

ｊ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０∫

０

＋∞
ｅλｍＫ ｉｊ（ｍ） ｌ ｊｑ ｊ（ ｔ － ｍ）ｄｍ ≤

　 　 　 　 （λ － ｄｉ）ｑｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ξ ｊｑ†

ｊ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ η ｊｑ†

ｊ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０ ｌ ｊｑ†

ｊ ∫
０

＋∞
ｅλｍＫ ｉｊ（ｍ）ｄｍ ＝

　 　 　 　 （λ － ｄｉ）ｑｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ξ ｊｑ†

ｊ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ η ｊｑ†

ｊ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０ ｌ ｊｑ†

ｊ ｐｉｊ（λ） ．

也就是

　 　 ｑｉ（ｕ） － （λ － ｄｉ）ｑｉ（ｕ） ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ξ ｊｑ†

ｊ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ η ｊｑ†

ｊ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０ ｌ ｊｑ†

ｊ ｐｉｊ（λ） ．

两边从 ０ 到 ｔ 积分， 得到

　 　 ｑｉ（ ｔ） ＝ ｑｉ（０）ｅ（λ－ｄｉ） ｔ ＋

　 　 　 　 [∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ξ ｊｑ†

ｊ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ η ｊｑ†

ｊ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０ ｌ ｊｑ†

ｊ ｐｉｊ（λ） ]∫ｔ
０
ｅ（λ－ｄｉ）（ ｔ －ｕ）ｄｕ ．

容易计算

　 　 ∫ｔ
０
ｅ（λ－ｄｉ）（ ｔ －ｕ）ｄｕ ≤ １

ｄｉ － λ
．

因此

　 　 ｑｉ（ ｔ） ≤ ｑｉ（０） ＋

　 　 　 　 [∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａｉｊ ｜ ０ ξ ｊｑ†

ｊ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂｉｊ ｜ ０ η ｊｑ†

ｊ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃｉｊ ｜ ０ ｌ ｊｑ†

ｊ ｐｉｊ（λ） ] １
ｄｉ － λ

． （５）

令

　 　 Ｑ（ ｔ） ＝ （ｑ１（ ｔ），ｑ２（ ｔ），…，ｑｎ（ ｔ）） Ｔ， Ｑ† ＝ （ｑ†
１，ｑ†

２，…，ｑ†
ｎ） Ｔ，

　 　 ｑ（０） ＝ （ｑ１（０），ｑ２（０），…，ｑｎ（０）） Ｔ， Ｐ（λ） ＝ （ｐｉｊ（λ）） ｎ×ｎ ．
则式（５）的向量形式为

　 　 Ｑ（ ｔ） ≤ ｑ（０） ＋ （Ｄ － λＥ） －１（ ｜ Ａ ｜ ０ξ ＋｜ Ｂ ｜ ０η ＋｜ Ｃ ｜ ０ＬＰ（λ））Ｑ†，
也就是

　 　 Ｑ† ≤ ｑ（０） ＋ （Ｄ － λＥ） －１（ ｜ Ａ ｜ ０ξ ＋｜ Ｂ ｜ ０η ＋｜ Ｃ ｜ ０ＬＰ（λ））Ｑ†，
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因此

　 　 ［Ｅ － （Ｄ － λＥ） －１（ ｜ Ａ ｜ ０ξ ＋｜ Ｂ ｜ ０η ＋｜ Ｃ ｜ ０ＬＰ（λ））］Ｑ† ≤ ｑ（０） ． （６）
由于

　 　 ｅλｔ ｜ ｚ（ ｔ） ｜ ０ ≤ ｅλｔＷ（ ｔ） ＝ Ｑ（ ｔ） ≤ Ｑ†， （７）
其中 Ｗ（ ｔ） ＝ （ｗ１（ ｔ），ｗ２（ ｔ），…，ｗｎ（ ｔ）） Ｔ ．由式（３）、（６）和（７）， 可得

　 　 ｜ ｚ（ ｔ） ｜ ０ ≤
　 　 　 　 ［Ｅ － （Ｄ － λＥ） －１（ ｜ Ａ ｜ ０ξ ＋｜ Ｂ ｜ ０η ＋｜ Ｃ ｜ ０ＬＰ（λ））］ －１ ｜ ｚ（０） ｜ ０ｅ

－λｔ， （８）
其中　 　 ｜ ｚ（０） ｜ ０ ＝ （ ｜ ｚ １（０） ｜ ０， ｜ ｚ ２（０） ｜ ０，…， ｜ ｚ ｎ（０） ｜ ０） Ｔ ．

令 ［Ｅ － （Ｄ － λＥ） －１（ ｜ Ａ ｜ ０ξ ＋｜ Ｂ ｜ ０η ＋｜ Ｃ ｜ ０ＬＰ（λ））］ －１ ＝ Ｒ ＝ （ ｒｉｊ） ｎ×ｎ， 则

　 　 ｜ ｚ（ ｔ） ｜ ０ ≤ Ｒ ｜ ｚ（０） ｜ ０ｅ
－λｔ，

从而

　 　 ｜ ｚ ｉ（ ｔ） ｜ ０ ≤ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｒｉｊ ｜ ｚ ｊ（０） ｜ ０ｅ

－λｔ，

两边平方， 得

　 　 ｜ ｚ ｉ（ ｔ） ｜ ２
０ ≤ ｅ －２λｔ (∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｒｉｊ ｜ ｚ ｊ（０） ｜ ０ )

２
≤ ｅ －２λｔｎ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｒ２ｉｊ ｜ ｚ ｊ（０） ｜ ２

０ ．

令 α ＝ ｍａｘ１≤ｉ，ｊ≤ｎ ｒ２ｉｊ， 则

　 　 ｜ ｚ ｉ（ ｔ） ｜ ２
０ ≤ ｅ －２λｔｎα∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｒｉｊ ｜ ｚ ｊ（０） ｜ ２

０，

因此

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｚ ｉ（ ｔ） ｜ ２

０ ≤ ｅ －２λｔｎ２α∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｒｉｊ ｜ ｚ ｊ（０） ｜ ２

０，

从而

　 　 (∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｚ ｉ（ ｔ） ｜ ２

０ )
１ ／ ２

≤ ｎ α ｅ －２λｔ (∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｒｉｊ ｜ ｚ ｊ（０） ｜ ２

０ )
１ ／ ２

．

令 Ｋ ＝ ｎ α ， 则根据定义 ２ 可知模型（１）的平衡点是全局指数稳定的．证毕．

注 ２　 本文研究的神经网络模型是一类广义的神经网络模型，例如：
 当 Ｃ ＝ ０， τ ｉｊ（ ｔ） ＝ τ（ ｔ） 时， 模型（１）退化为文献［１９］研究的神经网络模型

　 　 ｚｉ（ ｔ） ＝ － ｄｉ ｚｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊｇｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ（ ｔ））） ＋ Ｊｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （９）

 当 Ｃ ＝ ０， τ ｉｊ（ ｔ） ＝ τ 时， 模型（１）退化为文献［１８］研究的神经网络模型

　 　 ｚｉ（ ｔ） ＝ － ｄｉ ｚｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊｇｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ＋ Ｊｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （１０）

 当 Ｃ ＝ ０， Ｂ ＝ ０ 时， 模型（１）退化为文献［１７］研究的神经网络模型

　 　 ｚｉ（ ｔ） ＝ － ｄｉ ｚｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋ Ｊｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （１１）

对于模型（９）、（１０）和（１１）， 有如下结论．
推论 １　 在假设（Ｈ１）的条件下， 如果

　 　 Ｗ ＝ Ｄ －｜ Ａ ｜ ０ξ －｜ Ｂ ｜ ０η
是一个 Ｍ 矩阵， 其中

　 　 Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ）， ｜ Ａ ｜ ０ ＝ （ ｜ ａｐｑ ｜ ０） ｎ×ｎ， ｜ Ｂ ｜ ０ ＝ （ ｜ ｂｐｑ ｜ ０） ｎ×ｎ，
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那么模型（９）和模型（１０）存在唯一的平衡点并且该平衡点是全局指数稳定的．
推论 ２　 在假设（Ｈ１）的条件下， 如果

　 　 Ｗ ＝ Ｄ －｜ Ａ ｜ ０ξ
是一个 Ｍ 矩阵， 其中

　 　 Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ）， ｜ Ａ ｜ ０ ＝ （ ｜ ａｐｑ ｜ ０） ｎ×ｎ，
那么模型（１１）存在唯一的平衡点并且该平衡点是全局指数稳定的．

注 ３　 在文献［１７］中给出了模型（１１）的平衡点存在唯一性和全局指数稳定的充分条件是 ρ（Ｄ －１ ｜ Ａ ｜ ０ξ）
＜ １．由 Ｍ 矩阵性质和谱半径定义，可知

　 　 Ｗ ＝ Ｄ －｜ Ａ ｜ ０ξ
是 Ｍ 矩阵等价于

　 　 ρ（Ｄ －１ ｜ Ａ ｜ ０ξ） ＜ １．

３　 数值仿真算例

例　 考虑以下带有混合时滞的二维 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值递归神经网络模型：

　 　 ｚｉ（ ｔ） ＝ － ｄｉｚｉ（ ｔ） ＋ ∑
２

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

２

ｊ ＝ １
ｂｉｊｇ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ ｉｊ（ ｔ））） ＋

　 　 　 　 ∑
２

ｊ ＝ １
ｃｉｊ∫ｔ

－∞
Ｋ ｉｊ（ ｔ － ｓ）ｈ ｊ（ ｚ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋ Ｊｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，

其中

　 　 Ｄ ＝ １０ ０
０ ２０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ａ ＝

２ － １ ＋ ｅ１ － ｅ２ ＋ ｅ１ｅ２
１ － ｅ１ ＋ ｅ２ － ｅ１ｅ２ ３

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

　 　 Ｂ ＝
２ － ２ ＋ ２ｅ１ － ２ｅ２ ＋ ２ｅ１ｅ２

２ － ２ｅ１ ＋ ２ｅ２ － ２ｅ１ｅ２ ３
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

　 　 Ｃ ＝
２ ２ － ｅ２ ＋ ２ｅ１ｅ２

－ ２ ＋ ｅ２ － ２ｅ１ｅ２ ２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， Ｊ ＝

３
２

ｅ１

－ １
２

＋ ３
２

ｅ２ ＋ ｅ１ｅ２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，

并且其激活函数与核函数为

　 　 ｆ ｊ（ ｚ ｊ） ＝ １ － ｅ －ｘ０ｊ

１ ＋ ｅ －ｘ０ｊ
＋ １
１ ＋ ｅ －ｘ１ｊ

ｅ１ ＋ １ － ｅ －ｘ２ｊ

１ ＋ ｅ －ｘ２ｊ
ｅ２ ＋ １

１ ＋ ｅ －ｘ１２ｊ
ｅ１２，

　 　 ｇ ｊ（ ｚ ｊ） ＝ １
１ ＋ ｅ －ｘ０ｊ

＋ １
２（１ ＋ ｅ －ｘ１ｊ ）

ｅ１ ＋ ２
３（１ ＋ ｅ －ｘ２ｊ ）

ｅ２ ＋ ２
１ ＋ ｅ －ｘ１２ｊ

ｅ１２，

　 　 ｈ ｊ（ ｚ ｊ） ＝ １
２（１ ＋ ｅ －ｘ０ｊ ）

＋ ２
１ ＋ ｅ －ｘ１ｊ

ｅ１ ＋ ３
４（１ ＋ ｅ －ｘ２ｊ ）

ｅ２ ＋ ２
１ ＋ ｅ －ｘ１２ｊ

ｅ１２，

　 　 Ｋ ｉｊ（θ） ＝ １
３

ｅ －θ ／ ３，　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，

其中 ｚ ｊ ＝ ｘ０
ｊ ＋ ｘ１

ｊ ｅ１ ＋ ｘ２
ｊ ｅ２ ＋ ｘ１２

ｊ ｅ１２ ∈ ＡＡ ， ｊ ＝ １，２．并且取 τ（ ｔ） ＝ ０．１１ ｜ ｓｉｎ ｔ ｜ ， 很容易验证 ０≤ τ（ ｔ）
≤ ０．１１．

对于任意的 ｚ ＝ （ ｚ１，ｚ２） Ｔ ∈ ＡＡ ２以及 ｗ ＝ （ｗ１，ｗ２） Ｔ ∈ ＡＡ ２ ．可以得到

　 　 ｜ ｆ ｊ（ ｚ ｊ） － ｆ ｊ（ｗ ｊ） ｜ ２
０ ＝

２
１ ＋ ｅ －ｘ０ｊ

－ ２
１ ＋ ｅ － ｘ～ ０

ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
１

１ ＋ ｅ －ｘ１ｊ
ｅ１ － １

１ ＋ ｅ － ｘ～ １
ｊ
ｅ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
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２

１ ＋ ｅ －ｘ２ｊ
－ ２
１ ＋ ｅ － ｘ～ ２

ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
１

１ ＋ ｅ －ｘ１２ｊ
ｅ１ － １

１ ＋ ｅ － ｘ～ １２
ｊ
ｅ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

≤

　 　 　 　 １
４
（ｘ０

ｊ － ｘ０
ｊ ） ２ ＋ １

１６
（ｘ１

ｊ － ｘ１
ｊ ） ２ ＋ １

４
（ｘ２

ｊ － ｘ２
ｊ ） ２ ＋ １

１６
（ｘ１２

ｊ － ｘ１２
ｊ ） ２ ≤

　 　 　 　 １
４

｜ ｚ ｊ － ｗ ｊ ｜ ２
０，

因此 ｜ ｆ ｊ（ ｚ ｊ） － ｆ ｊ（ｗ ｊ） ｜ ０ ≤
１
２

｜ ｚ ｊ － ｗ ｊ ｜ ０，其中 ｚ ｊ ＝ ｘ０
ｊ ＋ ｘ１

ｊ ｅ１ ＋ ｘ２
ｊ ｅ２ ＋ ｘ１２

ｊ ｅ１２ ∈ ＡＡ ， ｚ ｊ ＝ ｘ０
ｊ ＋ ｘ１

ｊ ｅ１

＋ ｘ２
ｊ ｅ２ ＋ ｘ１２

ｊ ｅ１２ ∈ ＡＡ ， 以及 ｊ ＝ １，２．同理可以计算出

　 　 ｜ ｇ ｊ（ ｚ ｊ） － ｇ ｊ（ｗ ｊ） ｜ ０ ≤ １
２

｜ ｚ ｊ － ｗ ｊ ｜ ０， ｜ ｈ ｊ（ ｚ ｊ） － ｈ ｊ（ｗ ｊ） ｜ ０ ≤ １
２

｜ ｚ ｊ － ｗ ｊ ｜ ０ ．

很容易计算出

　 　 Ｗ ＝ Ｄ －｜ Ａ ｜ ０ξ －｜ Ｂ ｜ ０η －｜ Ｃ ｜ ０Ｌ ＝ ７ － ９ ／ ２
－ ９ ／ ２ １６

æ

è
ç

ö

ø
÷

是一个 Ｍ 矩阵．因此根据定理 １ 可知模型存在唯一的平衡点并且是全局指数稳定的．图 １ 证实

了对于任意初始点， 各状态变量随时间的变化趋于稳定， 其中初始点产生自 ＭＡＴＬＡＢ 中 ｒａｎｄ
命令．

图 １　 ｚ１（ ｔ） 和 ｚ２（ ｔ） 状态变量的时间响应轨线

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｚ１（ ｔ） ａｎｄ ｚ２（ ｔ）

３２５带有时滞的 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值神经网络的全局指数稳定性



４　 　 结　 　 论

本文研究了带有时变时滞和分布时滞的 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ 值神经网络的全局指数稳定性．通过运用

Ｍ 矩阵性质和不等式技巧， 获得了网络平衡点存在性、唯一性和全局指数稳定性的充分条件，
推广了已有文献的结果．数值仿真例子验证了获得结果的有效性．
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