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摘要：　 在建立太阳帆塔太阳能电站简化模型的基础上，将系统的动力学方程从 Ｌａｇｒａｎｇｅ 体系导

入到了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系，给出了带约束的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程；进而采用祖冲之类算法和辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔ⁃
ｔａ 方法分析了太阳帆塔轨道和姿态耦合系统的动力学特性，并讨论了算法的保能量、保约束特性；
最后，数值模拟了系统的动力学特性，说明了所提方法的有效性．
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引　 　 言

随着人类社会的发展，人类对能源的需求不断增长，而常规能源如煤和石油等也不能长久

维持人类需求，而且煤和石油的长期使用也带来了严重的环境问题，所以人们越来越重视可再

生能源的开发和研究．太阳能是一种可再生的绿色能源，对于解决世界能源紧张和环境污染问

题将发挥重大的作用．空间太阳能电站是指在空间将太阳能转化为电能，再通过无线方式传输

到地面的电力系统． １９６８ 年，美国人 Ｇｌａｓｅｒ 首次提出空间太阳能电站（ ｓｏｌａｒ ｐｏｗｅｒ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ，
ＳＰＳ）构想，并在 １９７９ 年提出了第一个比较完整的空间太阳能电站的设计方案，即“１９７９ ＳＰＳ
基准系统”；日本自 ２０ 世纪 ８０ 年代开始进行 ＳＰＳ 概念和关键技术研究，并于 ２０ 世纪 ９０ 年代

陆续推出一系列概念设计，包括 ＳＰＳ２０００，ＳＰＳ２００１，ＳＰＳ２００２，ＳＰＳ２００３ 和分布式绳系 ＳＰＳ 系

统；欧洲在 １９９８ 年提出了欧洲太阳帆塔的概念［１⁃３］，采用了可展开的轻型结构———太阳帆，大
大降低了系统的总重量、减小了系统的装配难度，每一块太阳帆电池阵为一个模块，尺寸为

１５０ ｍ×１５０ ｍ，发射入轨后自动展开，在低地轨道进行系统组装，再通过电推力器转移至地球

同步轨道．
本文将太阳帆电池简化为刚体，太阳帆电池之间由刚性轻质杆相连，这是一个约束动力学

系统，以此建立的动力学方程是微分⁃代数方程．微分⁃代数方程的数值求解方法是计算多体力

学的一个难点，原因在于在数值计算过程中约束条件难以很好地得到满足［４］ ．国外一般采用
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ｉｎｄｅｘ 法求解，将代数方程转化为微分方程，再联立常微分方程组进行数值求解，这种求解方法

约束条件满足得不够好［５⁃６］ ．钟万勰等［７］提出了祖冲之类算法，不但能解决微分⁃代数方程的约

束违约问题，还能保持系统的能量不变．祖冲之类算法的思路是，用保辛方法离散代数方程，在
时间积分的节点处要求约束严格满足，而在时间区段内则不管约束［８］ ．文献［９⁃１１］根据祖冲之

类算法的思路，构造出保约束保能量的方法．本文将太阳帆塔的动力学模型引入到 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体

系下，建立带有约束的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程．已有文献［１２⁃１３］ 表明，采用辛算法求解 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统可以

保持系统的定性性质，能保证长时间积分的精度．文献［１４⁃１６］中采用辛算法求解约束多体动

力学方程，得到很好的数值结果．所以本文采用辛算法并结合祖冲之类算法的思路，求解微分⁃
代数方程．

１　 动力学建模

如图 １ 所示，太阳帆塔是由数百个尺寸为 １５０ ｍ×１５０ ｍ 的薄膜太阳帆电池阵模块组成［３］ ．
本文取其中两块薄膜太阳帆电池为研究对象，中间有刚性轻质杆件连接，不考虑轻质杆件的质

量（如图 ２），太阳帆垂直于赤道平面绕地球旋转，接收太阳照射储存能量．

图 １　 太阳帆塔［３］ 图 ２　 坐标系

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｏｌａｒ ｓａｉｌ ｔｏｗｅｒ［３］ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

如图 ２ 所示，在地球赤道平面以地心 Ｏ 为原点建立直角坐标系 ｘＯｙ， 选取广义坐标

　 　 ｑ ＝ ［ ｒ１ θ １ α１ ｒ２ θ ２ α２］ Ｔ，
则系统的动能可表示为
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系统的势能可表示为
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其中， ρ 为太阳帆的线密度， ｌ 为太阳帆的长度， μ 为地球引力常数．则系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为
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引入广义动量 ｐ ＝ ［ｐ１ ｐ２ ｐ３ ｐ４ ｐ５ ｐ６］ Ｔ， 有
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通过 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换，可得系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数：
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考虑到两块太阳帆电池被一长度为 Ｌ 的刚性杆相连，所以系统还满足一个约束条件，即
　 　 ｇ（ｑ） ＝ （ｘ１ － ｘ２） ２ ＋ （ｙ１ － ｙ２） ２ － Ｌ２ ＝ ０， （６）

其中，直角坐标与广义坐标之间的关系为
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所以可以得到约束下的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程
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２　 基于辛算法的求解

二级四阶辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法格式为
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由于本文得到的系统动力学方程是微分⁃代数方程，直接采用式（９）的数值格式进行求解，
往往会出现约束违约问题．基于祖冲之类算法，将辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 格式和约束方程联立，并引入

Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ 构造新的计算格式：

４６７ 太阳帆塔轨道和姿态耦合动力学建模及辛求解



　 　

ｕｎ＋１ ＝ ｕｎ ＋ Δｔ
２
（Ｋ１ ＋ Ｋ２），

Ｋ１ ＝ Ｆ ｔｎ ＋ １
２

－ ３
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ， ｕｎ ＋ Δｔ

４
Ｋ１ ＋ １

４
－ ３

６
æ

è
ç

ö

ø
÷ ΔｔＫ２，λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｋ２ ＝ Ｆ ｔｎ ＋ １
２

＋ ３
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ Δｔ， ｕｎ ＋ Δｔ

４
Ｋ２ ＋ １

４
＋ ３

６
æ

è
ç

ö

ø
÷ ΔｔＫ１，λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ϕｉ ｕｎ＋１( ) ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

（１０）

下面采用式（１０）模拟太阳帆塔的运行过程．假设太阳帆塔在地球的低空轨道运行，太阳帆

的线密度 ρ ＝ １０ ｋｇ ／ ｍ，板长 ｌ ＝ １５０ ｍ，绳长 Ｌ ＝ １００ ｍ，地球引力常数 μ ＝ ３．９９０ ２ × １０１４ ｍ３ ／ ｓ２，

第一个板的质心半径初值 ｒ０ ＝ ６．７ × １０６ ｍ，角速度初值 θ ０ ＝ μ ／ ｒ３０ ＝ ０．００１ ２ ｒａｄ ／ ｓ ．初始条件

为 ｑ０ ＝ ［ ｒ０ ０ ０ ｒ０ ＋ ｌ ＋ Ｌ ０ ０］ Ｔ，ｑ０ ＝ ［０ θ ０ ０ ０ θ ０ ０］ Ｔ ．然后根据方程（４） 可以

得到广义动量的初始值 ｐ０ ．令积分步长 Δｔ ＝ １００ ｓ，积分时间为 ６０ ０００ ｓ，定义相对约束误差 Δｃ
＝ （（ｘ１ － ｘ２） ２ ＋ （ｙ１ － ｙ２） ２ － Ｌ２） ／ Ｌ２，相对能量误差 Δｈ ＝ （Ｈ － Ｈ１） ／ Ｈ１，Ｈ１ 表示初始能量值．

图 ３　 第一块太阳帆电池的质心轨迹 图 ４　 相对约束误差

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｃｅｎｔｒｏｉｄ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｓｏｌａｒ ｓａｉｌ ｃｅｌｌ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｅｒｒｏｒ

图 ５　 相对能量误差（辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法） 图 ６　 相对能量误差（经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法）
Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｎｅｒｇｙ ｅｒｒｏｒ（ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｎｅｒｇｙ ｅｒｒｏｒ （ｃｌａｓｓｉｃａｌ

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ） Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ）

本文采用数值方法得到以上数值结果．图 ３ 给出了第一块板的质心运动轨迹，可以看出，
在地球万有引力作用下，太阳帆塔绕地球作圆周运动，在积分时长内，第一块太阳帆电池的质
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心轨迹一直保持得很好．图 ４ 给出了相对约束误差，相对约束误差一直保持１０－１１量级，图 ５ 和

图 ６ 给出了相对能量误差，采用辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 格式得到的相对能量误差只有１０－１６量级，且能

长时间保持稳定性，未出现飘移现象，然而采用经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 格式得到的相对能量误差要

高两个数量级并且呈线性增长趋势．图 ７ 给出姿态角 α１ 和 α２ 的变化图，可知 α１ 和 α２ 在初始

值上下波动，变化幅度很小，由此可知太阳帆塔的运行过程很平稳，两块太阳帆电池板的位置

相对固定．

（ａ） α１ （ｂ） α２

图 ７　 姿态角随时间变化

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ａｔｔｉｔｕｄｅ ａｎｇｌｅｓ ｏｆ α１ ａｎｄ α２

４　 结　 　 论

本文建立了简化的太阳帆塔模型，通过 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 变换将系统导入到约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系，
建立了轨道、姿态耦合的动力学方程，并采用结合祖冲之类算法思路的辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法进

行了数值求解．通过数值结果分析了太阳帆塔的运动轨迹、相对约束、相对能量以及 α１ 和 α２ 的

变化情况．
研究结果表明：利用结合祖冲之类算法思路的辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法对太阳帆塔系统的动力

学方程进行数值求解，可以长时间保持系统的约束和能量，相对约束误差只有１０－１１量级，相对

能量误差只有１０－１６量级，并且都没有发生漂移．说明此方法在求解约束 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统时，在保

持系统定性性质方面具有明显的优势．
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