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摘要：　 借鉴含导数两步迭代格式转化成不含导数两步迭代格式的思想，提出了一种更通用的两

步无导数迭代格式，通过权值保证了两步无导迭代格式达到最优阶；利用自加速参数和 Ｎｅｗｔｏｎ（牛
顿）插值多项式得到了两参和三参有记忆迭代格式，并与已有的两参和三参有记忆迭代格式进行

比较；给出了几个格式的吸引域，比较了几个迭代格式的性能．

关　 键　 词：　 非线性方程；　 收敛阶；　 有记忆和无记忆方法；　 无导数；　 自加速参数
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引　 　 言

利用迭代方法求非线性方程 ｆ（ｘ） ＝ ０ 的根在科学计算中是人们一直关注的重要问题之一．
构造迭代方法的主要目标是减少计算量和得到更精确的结果．换言之，迭代方法应该具备更高

的计算效率．近年来，众多迭代方法被提出用于解决非线性方程问题，参见文献［１⁃５］等．这些

迭代方法中，有记忆的迭代方法具有显著的优点，这是因为该方法一方面没有增加计算量，另
外一方面是提高了收敛阶，即提高了效率指数．Ｏｓｔｒｏｗｓｋｉ 在文献［６］中给出了效率指数 ＥＩ 的定

义， ＥＩ ＝ ρ１ ／ ｎ，ρ 代表迭代方法的收敛阶， ｎ 代表每次迭代所要计算方程的个数．根据 Ｋｕｎｇ⁃Ｔｒａｕｂ
推论，迭代方法达到 ρ ＝ ２ｎ－１ 阶收敛时为最优，参见文献［７］．

经典的 Ｎｅｗｔｏｎ 方法 ｎ ＝ ２ 是最优的，但是使用了导数．为此，Ｓｔｅｆｆｓｅｎ 提出不用求导达到最

优的迭代格式，参见文献［８］．Ｓｔｅｆｆｓｅｎ 迭代方法为

　 　 ｗｎ ＝ ｘｎ ＋ ｆ（ｘｎ），　 　 ｘｎ＋１ ＝ ｘｎ －
ｆ（ｘｎ）

ｆ［ｗｎ，ｘｎ］
，

Ｓｔｅｆｆｓｅｎ 迭代方法为 ２ 阶收敛．
最近，也有不少类似于 Ｓｔｅｆｆｓｅｎ 无导迭代方法的文献通过增加参数进一步提高收敛阶．如

２０１５ 年，Ｃｏｒｄｅｒｏ 和 Ｔｏｒｒｅｇｒｏｓａ 将有导的两步、三步迭代方法改进为无导的 Ｓｔｅｆｆｓｅｎ 型迭代方

法，参见文献［９］．２０１６ 年，Ｚａｆａｒ，Ｙａｓｍｉｎ 等进一步将无导的 Ｓｔｅｆｆｓｅｎ 型迭代方法拓展到有记忆

的迭代格式，参见文献［１０］．
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在这些方法中，有记忆迭代方法也是值得研究的．有记忆迭代方法利用已有方程，在不增

加计算量的基础上提高无记忆迭代方法的收敛阶和效率指数．有记忆迭代格式分成两类：Ｎｅｗ⁃
ｔｏｎ 类型和无导类型，参见文献［１１］．

本文将在无导两步两参和三参迭代格式的基础上，构建更一般形式的带参数有记忆迭代

格式．

１　 两步两参无记忆迭代格式的构造

Ｚａｆａｒ 等［１０］分别利用近似

　 　 ｆ ′（ｘｎ） ≈ ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｐｆ（ｗｎ） 和 ｆ ′（ｙｎ） ≈ （ ｆ［ｗｎ，ｙｎ］ ＋ ｐｆ（ｗｎ）） ／ Ｇ（ｕｎ，ｖｎ）
替换两步 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代方法中的导数部分，这里的 ｕｎ ＝ ｆ（ｙｎ） ／ ｆ（ｘｎ），ｖｎ ＝ ｆ（ｙｎ） ／ ｆ（ｗｎ），ｐ，ｑ为实

参数， ｆ［ｘ，ｙ］ ＝ （ ｆ（ｘ） － ｆ（ｙ）） ／ （ｘ － ｙ），Ｇ（ｕ，ｖ） 是权函数．再结合 Ｋｉｎｇ［１２］和 Ｋｕｎｇ⁃Ｔｒａｕｂ［７］的迭

代方法，得到式（１）、（２）：

　 　
ｙｎ ＝ ｘｎ －

ｆ（ｘｎ）
ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）

，　 　 ｗｎ ＝ ｘｎ ＋ ｑｎ ｆ（ｘｎ），

ｘｎ＋１ ＝ ｙｎ － Ｇ（ｕｎ，ｖｎ）
ｆ（ｘｎ） ＋ βｆ（ｙｎ）

ｆ（ｘｎ） ＋ （β － ２） ｆ（ｙｎ）
ｆ（ｙｎ）

ｆ［ｗｎ，ｙｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）
，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１）

　 　
ｙｎ ＝ ｘｎ －

ｆ（ｘｎ）
ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）

，　 　 ｗｎ ＝ ｘｎ ＋ ｑｎ ｆ（ｘｎ），

ｘｎ＋１ ＝ ｙｎ － Ｇ（ｕｎ，ｖｎ）
１

（１ － ｆ（ｙｎ） ／ ｆ（ｘｎ）） ２

ｆ（ｙｎ）
ｆ［ｗｎ，ｙｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２）

令

　 　
ｙｎ ＝ ｘｎ －

ｆ（ｘｎ）
ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｐｆ（ｗｎ）

，　 　 ｗｎ ＝ ｘｎ ＋ ｑｆ（ｘｎ），

ｘｎ＋１ ＝ ｙｎ － Ｇ（ｕｎ，ｖｎ）
ｆ（ｙｎ）

ｆ［ｗｎ，ｙｎ］ ＋ ｐｆ（ｗｎ）
Ｍ（ｕｎ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３）

其中 Ｍ（ｕ），Ｇ（ｕ，ｖ） 是权函数．则有如下结论．
定理 １　 设 ｆ：Ｄ⊆Ｒ→Ｒ为充分光滑的函数并在区间Ｄ上有一个零点 α ．设Ｍ（ｕ） 是一元

可微实函数，Ｇ（ｕ，ｖ） 是二元可微实函数．若初始值 ｘ０ 充分靠近函数根 α，且两步带参无记忆迭

代格式（３） 的权函数Ｍ（ｕ），Ｇ（ｕ，ｖ） 满足条件：Ｍ（０）＝ １，Ｍ′（０）＝ ２，Ｇ（０，０）＝ １，Ｇｕ（０，０）＝ － １，
Ｇｖ（０，０） ＝ ０， Ｍ″（０） ＜ ∞，并且 Ｇｕ２（０，０） ， Ｇｖ２（０，０） ， Ｇｕｖ（０，０） ＜ ∞ ．则迭代格式（３）
为 ４ 阶收敛，且满足误差等式

　 　 ｅｎ＋１ ＝ － １
２
（１ ＋ ｑｆ ′（α））（ｃ２ ＋ ｐ）Ａ２ｅ４ｎ ＋ Ｏ（ｅ５ｎ）， （４）

其中 Ａ２ 含有 Ｍ″（０），Ｇｕ２（０，０），Ｇｖ２（０，０），Ｇｕｖ（０，０），ｅｎ ＝ ｘｎ － α，ｃｋ ＝
１
ｋ！

ｆ（ｋ）（α）
ｆ ′（α）

．

证明　 将 ｆ（ｘ） 在 α 处进行 Ｔａｙｌｏｒ 展开，得到

　 　 ｆ（ｘｎ） ＝ ｆ ′（α）［ｅｎ ＋ ｃ２ｅ２ｎ ＋ ｃ３ｅ３ｎ ＋ ｃ４ｅ４ｎ ＋ Ｏ（ｅ５ｎ）］， （５）
　 　 ｅｎ，ｗ ＝ ｗｎ － α ＝
　 　 　 　 （１ ＋ ｑｆ ′（α））ｅｎ ＋ ｃ２ｑｆ ′（α）ｅ２ｎ ＋ ｃ３ｑｆ ′（α）ｅ３ｎ ＋ ｃ４ｑｆ ′（α）ｅ４ｎ ＋ Ο（ｅ５ｎ）， （６）
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　 　 ｆ（ｗｎ） ＝ ｆ ′（α）［（１ ＋ ｑｆ ′（α））ｅｎ ＋ ｃ２（ｑｆ ′（α） ＋ （１ ＋ ｑｆ ′（α）））ｅ２ｎ ＋
　 　 　 　 （ｃ３（ｑｆ ′（α） ＋ （１ ＋ ｑｆ ′（α）） ３） ＋ ２ｑｆ ′（α）（１ ＋ ｑｆ ′（α））ｃ２２）ｅ３ｎ ＋
　 　 　 　 （ｃ３２ｑ２（ ｆ ′（α）） ２ ＋ ｃ２ｃ３ｑｆ ′（α）（１ ＋ ｑｆ ′（α））（５ ＋ ３ｑｆ ′（α）） ＋
　 　 　 　 ｃ４（ｑｆ ′（α） ＋ （１ ＋ ｑｆ ′（α）） ４））ｅ４ｎ ＋ Ｏ（ｅ５ｎ）］， （７）
　 　 ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＝ ｆ ′（α） ＋ （２ ＋ ｑｆ ′（α））ｃ２ ｆ ′（α）ｅｎ ＋
　 　 　 　 （３ｃ３ ＋ （ｃ２２ ＋ ３ｃ３）ｑｆ ′（α） ＋ ｃ３ｑ２（ ｆ ′（α）） ２ ｆ ′（α））ｅ２ｎ ＋
　 　 　 　 （ｃ４（４ ＋ ６ｑｆ ′（α） ＋ ４ｑ２（ ｆ ′（α）） ２ ＋ ｑ３（ ｆ ′（α）） ３ ＋ （１ ＋ ｑｆ ′（α）） ３） ＋
　 　 　 　 ｃ２ｃ３（４ｑｆ ′（α） ＋ ２ｑ２ ｆ ′（α） ２）） ｆ ′（α）ｅ３ｎ ＋ Ｏ（ｅ４ｎ） ． （８）
为了避免证明收敛阶出现繁复的表达式，本文利用 ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＡ 软件程序，得到收敛

阶和误差等式．Ｏｕｔ［１］ ～Ｏｕｔ［３］ 表示收敛分析结果．
缩写的使用：
　 　 ｅ ＝ ｘｎ － α， ｅｗ ＝ ｗ － α ＝ ｅ ＋ ｑｆ（ｘｎ）， ｅｙ ＝ ｙ － α，
　 　 ｅ１ ＝ ｘｘ＋１ － α， ｃｊ ＝ ｃｊ，ｇ ＝ ｑ， ｊ ＝ ｐ， ｆｘ ＝ ｆ（ｘ）， ｆｙ ＝ ｆ（ｙ），

　 　 ｆｗ ＝ ｆ（ｗ）， ｆ１ａ ＝ ｆ ′（α）， ｆｘｗ ＝ ｆ（ｘ） － ｆ（ｗ）
ｘ － ｗ

．

ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＡ 程序为

Ｉｎ［１］：ｆｘ ＝ ｆ１ａ∗（ｅ＋ｃ２∗ｅ＾２＋ｃ３∗ｅ＾３＋ｃ４∗ｅ＾４＋ｃ５∗ｅ＾５＋ｃ６∗ｅ＾６＋ｃ７∗ｅ＾７＋ｃ８∗ｅ＾８）；
ｅｗ ＝ ｅ ＋ ｇ∗ｆｘ；
ｆｗ ＝ ｆｘ ／ ．ｅ－＞ｅｗ；
ｂ１ ＝ Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ［ｅｗ，ｅ，１］　 ／ ／ ＦｕｌｌＳｉｍｐｌｉｆｙ
Ｏｕｔ［１］：１＋ｆ１ａ ｇ
ｆｘｗ ＝ Ｓｅｒｉｅｓ［（ｆｘ－ｆｗ） ／ （ｅ－ｅｗ）， ｛ｅ， ０， ４｝］　 ／ ／ Ｓｉｍｐｌｉｆｙ；
ｅｙ ＝ Ｓｅｒｉｅｓ［ｅ－ｆｘ ／ （ ｆｘｗ＋ｊ∗ｆｗ），｛ｅ，０，４｝］；
ｂ２ ＝ Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ［ｅｙ，ｅ，２］　 　 ／ ／ ＦｕｌｌＳｉｍｐｌｉｆｙ
Ｏｕｔ［２］：（１＋ｆ１ａ ｇ） （ｃ２＋ｊ）
ｆｙ ＝ ｆ１ａ∗（ｅｙ＋ｃ２∗ｅｙ＾２＋ｃ３∗ｅｙ＾３＋ｃ４∗ｅｙ＾４）；
ｆｙｗ ＝ Ｓｅｒｉｅｓ［（ｆｗ－ｆｙ） ／ （ｅｗ－ｅｙ）， ｛ｅ， ０， ４｝］　 　 ／ ／ Ｓｉｍｐｌｉｆｙ；
ｔ ＝ Ｓｅｒｉｅｓ［ｆｙ ／ ｆｘ，｛ｅ，０，４｝］；
ｓ ＝ Ｓｅｒｉｅｓ［ｆｙ ／ ｆｗ，｛ｅ，０，４｝］；
Ｇ ＝ Ｇ００＋Ｇ１０∗ｔ＋Ｇ０１∗ｓ＋１ ／ ２∗（Ｇ２０∗ｔ２＋２∗Ｇ１１∗ｔ∗ｓ＋Ｇ０２∗ｓ２）＋
　 　 １ ／ ６∗（Ｇ３０∗ｔ３＋３∗Ｇ２１∗ｔ２∗ｓ＋３∗Ｇ１２∗ｔ∗ｓ２＋Ｇ０３∗ｓ３）＋
　 　 １ ／ ２４∗（Ｇ４０∗ｔ４＋４∗Ｇ３１∗ｔ３∗ｓ＋６∗Ｇ２２∗ｔ２∗ｓ２＋４Ｇ１３∗ｔ∗ｓ３＋Ｇ０４∗ｓ４）；
Ｍ ＝ Ｍ０＋Ｍ１∗ｔ＋１ ／ ２∗Ｍ２∗ｔ＾２＋１ ／ ６∗Ｍ３∗ｔ＾３＋１ ／ ２４∗Ｍ４∗ｔ＾４；
ｅ１ ＝ Ｓｅｒｉｅｓ［ｅｙ－Ｍ∗ｆｙ ／ （ｆｙｗ＋ｊ∗ｆｗ）∗Ｇ，｛ｅ，０，４｝］；
Ｍ０ ＝ １；Ｍ１ ＝ ２；Ｇ００ ＝ １；Ｇ１０ ＝ －１；Ｇ０１ ＝ ０；
ｂ３ ＝ Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ［ｅ１，ｅ，４］　 　 　 ／ ／ ＦｕｌｌＳｉｍｐｌｉｆｙ
Ｏｕｔ［３］：－（１ ／ ２） （１＋ｆ１ａ ｇ） （ｃ２＋ｊ） （２ ｃ３ （１＋ｆ１ａ ｇ）＋ｃ２２ （－１０＋Ｇ０２＋２ Ｇ１１＋Ｇ２０＋Ｍ２＋
　 　 ｆ１ａ ｇ （ｆ１ａ ｇ （－６＋Ｇ２０＋Ｍ２）＋２ （－８＋Ｇ１１＋Ｇ２０＋Ｍ２）））＋
　 　 ２ ｃ２ ｊ （－８＋Ｇ０２＋２ Ｇ１１＋Ｇ２０＋Ｍ２＋ｆ１ａ ｇ （ｆ１ａ ｇ （－６＋Ｇ２０＋Ｍ２）＋
　 　 ２ （－７＋Ｇ１１＋Ｇ２０＋Ｍ２）））＋ｊ２ （－６＋Ｇ０２＋２ Ｇ１１＋Ｇ２０＋Ｍ２＋

４４３１ 含参无导数有记忆迭代方法与其动力系统的构造



　 　 ｆ１ａ ｇ （ｆ１ａ ｇ （－６＋Ｇ２０＋Ｍ２）＋２ （－６＋Ｇ１１＋Ｇ２０＋Ｍ２））））
由 Ｏｕｔ［３］的结果得到误差等式为

　 　 ｅｎ＋１ ＝ － １
２
（１ ＋ ｑｆ ′（α））（ｃ２ ＋ ｐ）Ａ２ｅ４ｎ ＋ Ｏ（ｅ５ｎ） ．

２　 两步两参有记忆迭代格式的构造

分别利用上面程序的结果 Ｏｕｔ［１］、Ｏｕｔ［２］、Ｏｕｔ［３］，有
　 　 ｅｎ，ｗ ＝ ｗｎ － α ～ （１ ＋ ｑｆ ′（α））ｅｎ ＋ Ｏ（ｅ２ｎ）， （９）
　 　 ｅｎ，ｙ ＝ ｙｎ － α ～ ｃ２（１ ＋ ｑｆ ′（α））ｅ２ｎ ＋ Ｏ（ｅ３ｎ）， （１０）

　 　 ｅｎ＋１ ＝ ｘｎ＋１ － α ～ － １
２
（１ ＋ ｑｆ ′（α））（ｃ２ ＋ ｐ）Ａ２ｅ４ｎ ＋ Ｏ（ｅ５ｎ） ． （１１）

从式（４）观察到收敛阶在 ｑ ≠－ １ ／ ｆ ′（α）， ｐ ≠－ ｃ２ ＝ － （１ ／ ２！）（ ｆ ″（α） ／ ｆ ′（α）） 时是 ４ 阶的．若
ｑ ＝ － １ ／ ｆ ′（α）， ｐ ＝ － ｃ２ 时，式（４）大于 ４ 阶，但由于 ｆ ′（α）， ｆ ″（α） 没有精确值，所以本文利用

ｆ　 ′（α） ≈ ｆ ′（α）， ｆ　 ″（α） ≈ ｆ ″（α） 近似代替 ｆ ′（α） 和 ｆ ″（α）， 得到

　 　 ｑ ＝ － １
ｆ　 ′（α）

， ｐ ＝ － ｆ　 ″（α）
２ ｆ　 ′（α）

．

在这里使用 Ｎｅｗｔｏｎ 插值作为 ｆ ′（α） 和 ｆ ″（α） 的近似，即有

　 　 ｑ ＝ ｑｎ ＝ － １
Ｎ′３（ｘｎ）

＝ － １
ｆ　 ′（α）

≈－ １
ｆ ′（α）

， （１２）

　 　 ｐ ＝ ｐｎ ＝ －
Ｎ″４（ｗｎ）
Ｎ′４（ｗｎ）

＝ － ｃ ２ ≈－ ｃ２， （１３）

其中

　 　 Ｎ３（ｘ） ＝ Ｎ３（ｘ；ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１，ｘｎ－１） ＝
　 　 　 　 ｆ（ｘｎ） ＋ ｆ［ｘｎ，ｙｎ－１］（ｘ － ｘｎ） ＋ ｆ［ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１］（ｘ － ｘｎ）（ｘ － ｙｎ－１） ＋
　 　 　 　 ｆ［ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１，ｘｎ－１］（ｘ － ｘｎ）（ｘ － ｙｎ－１）（ｘ － ｗｎ－１），
　 　 Ｎ′３（ｘ） ＝ ｆ［ｘｎ，ｙｎ－１］ ＋ ｆ［ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１］（（ｘ － ｘｎ） ＋ （ｘ － ｙｎ－１）） ＋
　 　 　 　 ｆ［ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１，ｘｎ－１］（（ｘ － ｙｎ－１）（ｘ － ｙｎ－１） ＋
　 　 　 　 （ｘ － ｙｎ－１）（ｘ － ｗｎ－１） ＋ （ｘ － ｙｎ－１）（ｘ － ｗｎ－１）），
　 　 Ｎ′３（ｘｎ） ＝ ｆ［ｘｎ，ｙｎ－１］ ＋ ｆ［ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１］（（ｘｎ － ｘｎ） ＋ （ｘｎ － ｙｎ－１）） ＋
　 　 　 　 ｆ［ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１，ｘｎ－１］（（ｘｎ － ｙｎ－１）（ｘｎ － ｙｎ－１） ＋
　 　 　 　 （ｘｎ － ｙｎ－１）（ｘｎ － ｗｎ－１） ＋ （ｘｎ － ｙｎ－１）（ｘｎ － ｗｎ－１）），
　 　 Ｎ４（ｘ） ＝ Ｎ４（ｘ；ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１，ｘｎ－１） ＝
　 　 　 　 ｆ（ｗｎ） ＋ ｆ［ｗｎ，ｘｎ］（ｘ － ｗｎ） ＋ ｆ［ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１］（ｘ － ｗｎ）（ｘ － ｘｎ） ＋
　 　 　 　 ｆ［ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１］（ｘ － ｗｎ）（ｘ － ｘｎ）（ｘ － ｙｎ－１） ＋
　 　 　 　 ｆ［ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１，ｘｎ－１］（ｘ － ｗｎ）（ｘ － ｘｎ）（ｘ － ｙｎ－１）（ｘ － ｗｎ－１），
　 　 Ｎ′４（ｗｎ） ＝ ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｆ［ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１］（ｗｎ － ｘｎ） ＋
　 　 　 　 ｆ［ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１］（ｗｎ － ｘｎ）（ｗｎ － ｙｎ－１） ＋
　 　 　 　 ｆ［ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１，ｘｎ－１］（ｗｎ － ｘｎ）（ｗｎ － ｙｎ－１）（ｗｎ － ｗｎ－１），
　 　 Ｎ″４（ｗｎ） ＝ ２ ｆ［ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１］ ＋ ２ ｆ［ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１］（（ｗｎ － ｘｎ） ＋ （ｗｎ － ｙｎ－１）） ＋
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　 　 　 　 ２ ｆ［ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１，ｘｎ－１］（（ｗｎ － ｘｎ）（ｗｎ － ｙｎ－１） ＋
　 　 　 　 （ｗｎ － ｘｎ）（ｗｎ － ｗｎ－１） ＋ （ｗｎ － ｗｎ－１）（ｗｎ － ｙｎ－１）） ．

由此，无记忆参数 ｐ，ｑ 替换为自加速有记忆格式 ｐｎ，ｑｎ， 得到两步两参有记忆迭代格式为

　 　
ｙｎ ＝ ｘｎ －

ｆ（ｘｎ）
ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）

，　 　 ｗｎ ＝ ｘｎ ＋ ｑｎ ｆ（ｘｎ），

ｘｎ＋１ ＝ ｙｎ － Ｇ（ｕｎ，ｖｎ）
ｆ（ｙｎ）

ｆ［ｗｎ，ｙｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）
Ｍ（ｕｎ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１４）

其中

　 　 ｕｎ ＝
ｆ（ｙｎ）
ｆ（ｘｎ）

， ｖｎ ＝
ｆ（ｙｎ）
ｆ（ｗｎ）

， ｑｎ ＝ － １
Ｎ′３（ｘｎ）

， ｐｎ ＝ －
Ｎ″４（ｗｎ）
Ｎ′４（ｗｎ）

， ｆ［ｘ，ｙ］ ＝ ｆ（ｘ） － ｆ（ｙ）
ｘ － ｙ

，

Ｍ（ｕ），Ｇ（ｕ，ｖ） 是权函数．
定理 ２　 设 ｆ：Ｄ⊆Ｒ→Ｒ为充分光滑的函数并在区间 Ｄ上有一个零点 α ．设Ｍ（ｕ） 是一元

可微实函数， Ｇ（ｕ，ｖ） 是二元可微实函数．若初始值 ｘ０ 充分靠近函数根 α， 且两步带参有记忆

迭代格式（１４）的权函数 Ｍ（ｕ），Ｇ（ｕ，ｖ） 满足条件： Ｍ（０） ＝ １，Ｍ′（０） ＝ ２，Ｇ（０，０） ＝ １，Ｇｕ（０，０）
＝ － １，Ｇｖ（０，０） ＝ ０， Ｍ″（０） ＜ ∞， 并且 Ｇｕ２（０，０） ， Ｇｖ２（０，０） ， Ｇｕｖ（０，０） ＜ ∞ ．则迭代格

式（１４）至少是 ６．３７ 阶收敛，且满足误差等式

　 　 ｅｎ＋１ ＝ － １
２
（１ ＋ ｑｎ ｆ ′（α））（ｃ２ ＋ ｐｎ）Ａ２ｅ４ｎ ＋ Ｏ（ｅ５ｎ）， （１５）

其中 Ａ２ 含有 Ｍ″（０），Ｇｕ２（０，０），Ｇｖ２（０，０），Ｇｕｖ（０，０），ｅｎ ＝ ｘｎ － α，ｃｋ ＝
１
ｋ！

ｆ（ｋ）（α）
ｆ ′（α）

．

证明　 设 { ｘｎ } 是一组由迭代 ｘｎ ＝ φ（ｘｎ－１） 过程产生的数列， α 为方程 ｆ（ｘ）＝ ０ 的实根．若
{ ｘｎ } 收敛到实数 α 的阶数至少为 Ｒ 那么 ｅｎ＋１ ～ Ｄｎ，ＲｅＲｎ ， 这里 ｅｎ ＝ ｘｎ － α，Ｄｎ，Ｒ 为收敛到 Ｒ 时

的渐进误差常数．因此

　 　 ｅｎ＋１ ～ Ｄｎ，Ｒ（Ｄｎ－１，ＲｅＲｎ－１） Ｒ ＝ Ｄｎ，ＲＤＲ
ｎ－１ｅＲｎ－１ ． （１６）

设迭代数列 {ｗｎ } ， { ｙｎ } 的收敛阶分别为 ｍ，ｒ， 则

　 　 ｅｎ，ｗ ～ Ｄｎ，ｍｅｍｎ ～ Ｄｎ，ｍ（Ｄｎ－１，ＲｅＲｎ－１）ｍ ＝ Ｄｎ，ｍＤｍ
ｎ－１，ＲｅＲｍｎ－１， （１７）

　 　 ｅｎ，ｙ ～ Ｄｎ，ｒｅｒｎ ～ Ｄｎ，ｒ（Ｄｎ－１，ＲｅＲｎ－１） ｒ ＝ Ｄｎ，ｒＤｒ
ｎ－１，ＲｅＲｒｎ－１ ． （１８）

根据式（１６） ～ （１８）得到有记忆迭代相应误差关系为

　 　 ｅｎ，ｗ ＝ ｗｎ － α ～ （１ ＋ ｑｎ ｆ ′（α））ｅｎ， （１９）
　 　 ｅｎ，ｙ ＝ ｙｎ － α ～ ｃ２（１ ＋ ｑｎ ｆ ′（α））ｅ２ｎ， （２０）

　 　 ｅｎ＋１ ＝ ｘｎ＋１ － α ～ － １
２
（１ ＋ ｑｎ ｆ ′（α））（ｃ２ ＋ ｐｎ）Ａ２ｅ４ｎ ． （２１）

３ 阶 Ｎｅｗｔｏｎ 插值的误差等式可以表示成下列形式：

　 　 ｆ（ｘ） － Ｎ３（ｘ） ＝
ｆ（４）（ζ １）

４！
（ｘ － ｘｎ）（ｘ － ｙｎ－１）（ｘ － ｗｎ－１）（ｘ － ｘｎ－１），

　 　 ζ １ ∈ Ｄ， （２２）

　 　 ｆ ′（ｘｎ） － Ｎ′３（ｘｎ） ＝
ｆ（４）（ζ １）

４！
（ｘｎ － ｙｎ－１）（ｘｎ － ｗｎ－１）（ｘｎ － ｘｎ－１） ． （２３）

将 ｆ 在 ｘｎ ∈ Ｄ 和 ｆ 在零点 ζ １ ∈ Ｄ 处 Ｔａｙｌｏｒ 展开，

６４３１ 含参无导数有记忆迭代方法与其动力系统的构造



　 　 ｆ ′（ｘｎ） ＝ ｆ ′（α）［１ ＋ ２ｃ２ｅｎ ＋ ３ｃ３ｅ２ｎ ＋ ４ｃ４ｅ３ｎ ＋ Ｏ（ｅ４ｎ）］， （２４）
　 　 ｆ ″（ｘｎ） ＝ ｆ ′（α）［２ｃ２ ＋ ６ｃ３ｅｎ ＋ １２ｃ４ｅ２ｎ ＋ Ｏ（ｅ３ｎ）］， （２５）
　 　 ｆ ‴（ｘｎ） ＝ ｆ ′（α）［６ｃ３ ＋ ２４ｃ４ｅｎ ＋ Ｏ（ｅ２ｎ）］， （２６）
　 　 ｆ（４）（ζ １） ＝ ｆ ′（α）［４！ ｃ４ ＋ ５！ ｃ５ｅζ１ ＋ Ｏ（ｅ２ζ１）］， （２７）

其中　 　 ｅζ１ ＝ ζ １ － α ．
将式（２４）和（２７）代入到式（２３）中，得到

　 　 Ｎ′３（ｘｎ） ～ ｆ ′（α）（１ ＋ ２ｃ２ｅｎ ＋ ｃ４ｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１）， （２８）
　 　 ｑｎ ＝ － Ｎ′３（ｘｎ）

－１ ～ ｆ ′（α） －１（１ ＋ ２ｃ２ｅｎ ＋ ｃ４ｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１）
－１ ～

　 　 　 　 ｆ ′（α） －１（１ － ２ｃ２ｅｎ ＋ ｃ４ｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１）， （２９）
　 　 １ ＋ ｑｎ ｆ ′（α） ～ ２ｃ２ｅｎ ＋ ｃ４ｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１ ． （３０）

４ 阶 Ｎｅｗｔｏｎ 插值的误差等式可以表示成下列形式：

　 　 ｆ（ｘ） － Ｎ４（ｘ） ＝
ｆ（５）（ζ ２）

５！
（ｘ － ｗｎ）（ｘ － ｘｎ）（ｘ － ｙｎ－１）（ｘ － ｗｎ－１）（ｘ － ｘｎ－１），

　 　 ζ ２ ∈ Ｄ， （３１）

　 　 ｆ ′（ｗｎ） － Ｎ′４（ｗｎ） ＝
ｆ（５）（ζ ２）

５！
（ｗｎ － ｘｎ）（ｗｎ － ｙｎ－１）（ｗｎ － ｗｎ－１）（ｗｎ － ｘｎ－１）， （３２）

　 　 ｆ ″（ｗｎ） － Ｎ″４（ｗｎ） ＝

　 　 　 　 ２
ｆ（５）（ζ ２）

５！
［（ｗｎ － ｙｎ－１）（ｗｎ － ｗｎ－１）（ｗｎ － ｘｎ－１） ＋

　 　 　 　 （ｗｎ － ｘｎ）（ｗｎ － ｗｎ－１）（ｗｎ － ｘｎ－１） ＋ （ｗｎ － ｘｎ）（ｗｎ － ｙｎ－１）（ｗｎ － ｘｎ－１） ＋
　 　 　 　 （ｗｎ － ｘｎ）（ｗｎ － ｙｎ－１）（ｗｎ － ｗｎ－１）］ ． （３３）
将 ｆ 在 ｘｎ ∈ Ｄ 和 ｆ 在零点 ζ ２ ∈ Ｄ 处 Ｔａｙｌｏｒ 展开，
　 　 ｆ（５）（ζ ２） ＝ ｆ ′（α）［５！ ｃ５ ＋ ７２０ｃ６ｅζ２ ＋ ２ ６２０ｃ７ｅ２ζ２ ＋ Ｏ（ｅ３ζ２）］， （３４）

其中　 　 ｅζ２ ＝ ζ ２ － α ．
将式（２４） ～ （２７）和（３１） ～ （３４）代入到式（３２）、（３３）中，得到

　 　 Ｎ′４（ｗｎ） ～ ｆ ′（α）（１ ＋ ２ｃ２ｅｎ，ｗ － ｃ５ｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１ｅｎ）， （３５）
　 　 Ｎ″４（ｗｎ） ～ ２ ｆ ′（α）（ｃ２ ＋ ３ｃ３ｅｎ，ｗ － ｃ５ｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１）， （３６）

　 　 ｐｎ ＝ －
Ｎ′４（ｗｎ）
２Ｎ″４（ｗｎ）

～
１ ＋ ２ｃ２ｅｎ，ｗ － ｃ５ｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１ｅｎ
ｃ２ ＋ ３ｃ３ｅｎ，ｗ － ｃ５ｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１

～ ｃ２ － ｃ５ｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１， （３７）

　 　 ｃ２ ＋ ｐｎ ｆ ′（α） ～ ｃ５ｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１ ． （３８）
根据式（１６） ～ （２１）、（３０）、（３８），得到

　 　 ｅｎ，ｗ ～ （１ ＋ ｑｎ ｆ ′（α））ｅｎ ～ － ｃ４ｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１ｅｎ ～
　 　 　 　 － ｃ４Ｄｎ－１，ｍＤｎ－１，ｒＤｎ－１，Ｒｅｍ

＋ｒ＋Ｒ＋１
ｎ－１ ， （３９）

　 　 ｅｎ，ｙ ～ （ｃ２ ＋ ｐｎ）（１ ＋ ｑｎ ｆ ′（α））ｅ２ｎ ～ Ｌｎｅ２ｎ－１，ｙｅ２ｎ－１，ｗｅ２ｎ－１ｅ２ｎ ～
　 　 　 　 ＬｎＤｎ－１，ｍＤｎ－１，ｒＤｎ－１，Ｒｅ２ｍ

＋２ｒ＋２Ｒ＋２
ｎ－１ ， （４０）

　 　 ｅｎ＋１ ～ － １
２
（１ ＋ ｑｎ ｆ ′（α））（ｃ２ ＋ ｐｎ）Ａ２ｅ４ｎ ～ － １

２
Ａ２ｃ４ｃ５ｅ２ｎ－１，ｙｅ２ｎ－１，ｗｅ２ｎ－１ｅ４ｎ ～

　 　 　 　 － １
２

Ａ２ｃ４ｃ５Ｄ２
ｎ－１，ｍＤ２

ｎ－１，ｒＤ４
ｎ－１，Ｒｅ２ｍ

＋２ｒ＋２＋４Ｒ
ｎ－１ ． （４１）
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比较式（１７）和（３９）、（１８）和（４０）、（１６）和（４１）得到

　 　
ｍ ＋ ｒ ＋ Ｒ ＋ １ ＝ Ｒｍ，
２ｍ ＋ ２ｒ ＋ ２Ｒ ＋ ２ ＝ Ｒｒ，
２ｍ ＋ ２ｒ ＋ ４Ｒ ＋ ２ ＝ Ｒ２ ．

ì

î

í

ïï

ïï

求解上述方程组，得到 ｍ ＝ ２．１９，ｒ ＝ ４．３７，Ｒ ＝ ６．３７．

注 １　 ４ 阶收敛的迭代格式（３）的效率指数为 ＥＩ ＝ ４１ ／ ３ ≈ １．５９． ６．３７ 阶收敛的迭代格式（１４）的效率指数

为 ＥＩ ＝ ６．３７１ ／ ３ ≈ １．８５．

３　 两步三参无记忆迭代格式的构造

Ｚａｆａｒ 等［１０］分别利用近似

　 　 ｆ ′（ｘｎ） ≈ ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｐｆ（ｗｎ），

　 　 ｆ ′（ｙｎ） ≈
ｆ［ｗｎ，ｙｎ］ ＋ ｐｆ（ｗｎ） ＋ ｓ（ｙｎ － ｗｎ）（ｙｎ － ｘｎ）

Ｈ（ｕｎ）
替换两步 Ｎｅｗｔｏｎ 迭代方法中的导数， 这里的 ｕｎ ＝ ｆ（ｙｎ） ／ ｆ（ｘｎ）， ｐ， ｑ 为实参数， ｆ［ｘ，ｙ］ ＝
（ ｆ（ｘ） － ｆ（ｙ）） ／ （ｘ － ｙ）， Ｈ（ｕ） 是权函数．再结合 Ｋｉｎｇ［１２］和 Ｋｕｎｇ⁃Ｔｒａｕｂ［７］的迭代方法，可得到

式（４２）、（４３）：

　 　

ｙｎ ＝ ｘｎ －
ｆ（ｘｎ）

ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）
，　 　 ｗｎ ＝ ｘｎ ＋ ｑｎ ｆ（ｘｎ），

ｘｎ＋１ ＝ ｙｎ － Ｈ（ｕｎ）
ｆ（ｘｎ） ＋ βｆ（ｙｎ）

ｆ（ｘｎ） ＋ （β － ２） ｆ（ｙｎ）
×

　 　
ｆ（ｙｎ）

ｆ［ｗｎ，ｙｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ） ＋ ｓｎ（ｙｎ － ｗｎ）（ｙｎ － ｘｎ）
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（４２）

　 　

ｙｎ ＝ ｘｎ －
ｆ（ｘｎ）

ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）
，　 　 ｗｎ ＝ ｘｎ ＋ ｑｎ ｆ（ｘｎ），

ｘｎ＋１ ＝ ｙｎ － Ｈ（ｕｎ）
１

（１ － ｆ（ｙｎ） ／ ｆ（ｘｎ）） ２
×

　 　
ｆ（ｙｎ）

ｆ［ｗｎ，ｙｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ） ＋ ｓｎ（ｙｎ － ｗｎ）（ｙｎ － ｘｎ）
．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（４３）

令

　 　
ｙｎ ＝ ｘｎ －

ｆ（ｘｎ）
ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｐｆ（ｗｎ）

，　 　 ｗｎ ＝ ｘｎ ＋ ｑｆ（ｘｎ），

ｘｎ＋１ ＝ ｙｎ － Ｍ（ｕｎ）
ｆ（ｙｎ）

ｆ［ｗｎ，ｙｎ］ ＋ ｐｆ（ｗｎ） ＋ ｓ（ｙｎ － ｗｎ）（ｙｎ － ｘｎ）
Ｈ（ｕｎ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４４）

这里的 ｕｎ ＝ ｆ（ｙｎ） ／ ｆ（ｘｎ），ｐ，ｑ，ｓ为实参数， ｆ［ｘ，ｙ］ ＝ （ ｆ（ｘ） － ｆ（ｙ）） ／ （ｘ － ｙ），其中 Ｈ（ｕ），Ｍ（ｕ）
是权函数．

定理 ３　 设 ｆ：Ｄ⊆Ｒ→Ｒ为充分光滑的函数并在区间 Ｄ上有一个零点 α ．设 Ｈ（ｕ） 是一元

可微实函数， Ｍ（ｕ） 是二元可微实函数．若初始值 ｘ０ 充分靠近函数根 α， 且两步带参无记忆迭

代格式（４４）的权函数 Ｈ（ｕ），Ｍ（ｕ） 满足条件： Ｈ（０） ＝ １，Ｈ′（０） ＝ － １，Ｍ（０） ＝ １，Ｍ′（０） ＝ ２，
Ｈ″（０） ＜ ∞， 并且 Ｍ″（０） ＜ ∞ ．则迭代格式（４４）就是 ４ 阶收敛，且满足误差等式

８４３１ 含参无导数有记忆迭代方法与其动力系统的构造



　 　 ｅｎ＋１ ＝ （１ ＋ ｑｆ ′（α）） ２（ｃ２ ＋ ｐ）Ａ３ｅ４ｎ ＋ Ｏ（ｅ５ｎ）， （４５）

其中 Ａ３ 含有 Ｈ″（０），Ｍ″（０），ｅｎ ＝ ｘｎ － α，ｃｋ ＝
１
ｋ！

ｆ（ｋ）（α）
ｆ ′（α）

．

证明　 根据式（３） ～ （６），再利用 ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＡ 软件程序，收敛分析结果将在 Ｏｕｔ［４］中
表示出来．

缩写的使用：
　 　 ｅ ＝ ｘｎ － α， ｅｗ ＝ ｗ － α ＝ ｅ ＋ ｑｆ（ｘｎ）， ｅｙ ＝ ｙ － α，
　 　 ｅ１ ＝ ｘｘ＋１ － α， ｃｊ ＝ ｃｊ， ｇ ＝ ｑ， ｊ ＝ ｐ， ｋ ＝ ｓ， ｆｘ ＝ ｆ（ｘ）， ｆｙ ＝ ｆ（ｙ），

　 　 ｆｗ ＝ ｆ（ｗ）， ｆ ′１ａ ＝ ｆ ′（α）， ｆｘｗ ＝ ｆ（ｘ） － ｆ（ｗ）
ｘ － ｗ

．

ＭＡＴＨＥＭＡＴＩＣＡ 程序为

Ｉｎ［１］： ｆｘ ＝ ｆ１ａ∗（ｅ＋ｃ２∗ｅ＾２＋ｃ３∗ｅ＾３＋ｃ４∗ｅ＾４）；
ｅｗ ＝ ｅ＋ｇ∗ｆｘ；
ｆｗ ＝ ｆｘ ／ ．ｅ－＞ｅｗ；
ｆｘｗ ＝ Ｓｅｒｉｅｓ［（ｆｘ－ｆｗ） ／ （ｅ－ｅｗ）， { ｅ， ０， ４ } ］　 ／ ／ Ｓｉｍｐｌｉｆｙ；
ｅｙ ＝ Ｓｅｒｉｅｓ［ｅ－ｆｘ ／ （ ｆｘｗ＋ｊ∗ｆｗ）， { ｅ，０，４ } ］；
ｆｙ ＝ ｆ１ａ∗（ｅｙ＋ｃ２∗ｅｙ＾２＋ｃ３∗ｅｙ＾３＋ｃ４∗ｅｙ＾４）；
ｆｙｗ ＝ Ｓｅｒｉｅｓ［（ｆｗ－ｆｙ） ／ （ｅｗ－ｅｙ）， { ｅ， ０， ４ } ］　 ／ ／ Ｓｉｍｐｌｉｆｙ；
ｔ ＝ Ｓｅｒｉｅｓ［ｆｙ ／ ｆｘ， { ｅ，０，４ } ］；
Ｈ ＝ Ｈ０＋Ｈ１∗ｔ＋１ ／ ２∗Ｈ２∗ｔ＾２＋１ ／ ６∗Ｈ３∗ｔ＾３＋１ ／ ２４∗Ｈ４∗ｔ＾４；
Ｍ ＝ Ｍ０＋Ｍ１∗ｔ＋１ ／ ２∗Ｍ２∗ｔ＾２＋１ ／ ６∗Ｍ３∗ｔ＾３＋１ ／ ２４∗Ｍ４∗ｔ＾４；
ｅ１ ＝ Ｓｅｒｉｅｓ［ｅｙ－Ｍ∗ｆｙ ／ （ｆｙｗ＋ｊ∗ｆｗ＋ｋ∗（ｅｙ－ｅｗ）∗（ｅｙ－ｅ））∗Ｈ， { ｅ，０，４ } ］；
Ｈ０ ＝ １；Ｈ１ ＝ －１；Ｍ０ ＝ １；Ｍ１ ＝ ２；
ｂ２ ＝ Ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ［ｅ１，ｅ，４］　 　 ／ ／ ＦｕｌｌＳｉｍｐｌｉｆｙ
Ｏｕｔ［４］：－（１ ／ （２ ｆ１ａ））（１＋ｆ１ａ ｇ）２ （ｃ２＋ｊ） （－２ ｋ＋ｆ１ａ （２ ｃ３＋（ｃ２＋ｊ） （（１＋ｆ１ａ ｇ） ｊ （－６＋
　 　 Ｈ２＋Ｍ２）＋ｃ２ （－１０＋Ｈ２＋Ｍ２＋ｆ１ａ ｇ （－６＋Ｈ２＋Ｍ２）））））
由 Ｏｕｔ［４］的结果得到误差等式为

　 　 ｅｎ＋１ ＝ （１ ＋ ｑｆ ′（α）） ２（ｃ２ ＋ ｐ）Ａ３ｅ４ｎ ＋ Ｏ（ｅ５ｎ） ．

４　 两步三参有记忆迭代格式的构造

根据两步无记忆迭代格式（４４）选择权值 ｐ，ｑ，ｓ ．两步无记忆迭代格式（４４）是最优阶，可以

通过选择自加速参数：

　 　 ｑ ＝ ｑｎ ＝ － １
Ｎ′３（ｘｎ）

＝ － １
ｆ　 ′（α）

≈－ １
ｆ ′（α）

， （４６）

　 　 ｐ ＝ ｐｎ ＝ －
Ｎ″４（ｗｎ）
Ｎ′４（ｗｎ）

＝ － ｃ ２ ≈－ ｃ２， （４７）

　 　 ｓ ＝ ｓｎ ＝
Ｎ‴５（ｙｎ）

６
＝ ｃ ２ ｃ ３ ≈ ｃ２ｃ３ ．

同样，这里使用 Ｎｅｗｔｏｎ 插值多项式

　 　 Ｎ５（ｘ） ＝ Ｎ５（ｘ；ｙｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１，ｘｎ－１） ＝
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　 　 　 　 ｆ（ｙｎ） ＋ ｆ［ｙｎ，ｗｎ］（ｘ － ｙｎ） ＋ ｆ［ｙｎ，ｗｎ，ｘｎ］（ｘ － ｙｎ）（ｘ － ｗｎ） ＋
　 　 　 　 ｆ［ｙｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１］（ｘ － ｙｎ）（ｘ － ｗｎ）（ｘ － ｘｎ） ＋
　 　 　 　 ｆ［ｙｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１，ｘｎ－１］（ｘ － ｙｎ）（ｘ － ｗｎ）（ｘ － ｘｎ）（ｘ － ｙｎ－１），
　 　 Ｎ‴５（ｙｎ） ＝ ６ｆ［ｙｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１］ ＋ ６ｆ［ｙｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１］（（ｙｎ － ｘｎ） ＋
　 　 　 　 （ｙｎ － ｙｎ－１） ＋ （ｙｎ － ｗｎ）） ＋ ６ｆ［ｙｎ，ｗｎ，ｘｎ，ｙｎ－１，ｗｎ－１，ｘｎ－１］ ×
　 　 　 　 （（ｙｎ － ｗｎ－１）（ｙｎ － ｙｎ－１） ＋ （ｙｎ － ｘｎ）（ｙｎ － ｗｎ－１） ＋ （ｙｎ － ｗｎ－１）（ｙｎ － ｗｎ） ＋
　 　 　 　 （ｙｎ － ｗｎ）（ｙｎ － ｙｎ－１） ＋ （ｙｎ － ｗｎ）（ｙｎ － ｘｎ） ＋ （ｙｎ － ｘｎ）（ｙｎ － ｙｎ－１）），

得到两步三参有记忆迭代格式为

　 　
ｙｎ ＝ ｘｎ －

ｆ（ｘｎ）
ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）

，　 　 ｗｎ ＝ ｘｎ ＋ ｑｎ ｆ（ｘｎ），

ｘｎ＋１ ＝ ｙｎ － Ｍ（ｕｎ）
ｆ（ｙｎ）

ｆ［ｗｎ，ｙｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ） ＋ ｓｎ（ｙｎ － ｗｎ）（ｙｎ － ｘｎ）
Ｈ（ｕｎ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４８）

这里

　 　 ｕｎ ＝
ｆ（ｙｎ）
ｆ（ｘｎ）

， ｑｎ ＝ － １
Ｎ′３（ｘｎ）

， ｐｎ ＝ －
Ｎ″４（ｗｎ）
Ｎ′４（ｗｎ）

， ｓｎ ＝
Ｎ‴５（ｙｎ）

６
， ｆ［ｘ，ｙ］ ＝ ｆ（ｘ） － ｆ（ｙ）

ｘ － ｙ
，

其中 Ｈ（ｕ），Ｍ（ｕ） 是权函数．
定理 ４　 设 ｆ：Ｄ⊆Ｒ→Ｒ为充分光滑的函数并在区间 Ｄ上有一个零点 α ．设 Ｈ（ｕ） 是一元

可微实函数， Ｍ（ｕ） 是二元可微实函数．若初始值 ｘ０ 充分靠近函数根 α， 且两步带参有记忆迭

代格式（４８）的权函数 Ｈ（ｕ），Ｍ（ｕ） 满足条件： Ｈ（０） ＝ １，Ｈ′（０） ＝ － １，Ｍ（０） ＝ １，Ｍ′（０） ＝ ２，
Ｈ″（０） ＜ ∞， 并且 Ｍ″（０） ＜ ∞ ．则迭代格式（４８）为 ７．５３ 阶收敛，且满足误差等式

　 　 ｅｎ＋１ ＝ （１ ＋ ｑｆ ′（α）） ２（ｃ２ ＋ ｐ）Ａ３ｅ４ｎ ＋ Ｏ（ｅ５ｎ）， （４９）

其中 Ａ２ 含有 Ｈ″（０），Ｍ″（０），ｅｎ ＝ ｘｎ － α，ｃｋ ＝
１
ｋ！

ｆ（ｋ）（α）
ｆ ′（α）

．

定理 ５　 根据自加速参数

　 　 ｑｎ ＝ － １
Ｎ′３（ｘｎ）

， ｐｎ ＝ －
Ｎ″４（ｗｎ）
Ｎ′４（ｗｎ）

， ｓｎ ＝
Ｎ‴５（ｙｎ）

６
，

有

　 　

ｃ２ ＋ ｐｎ ｆ ′（α） ～ ｃ５ｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１，
１ ＋ ｑｎ ｆ ′（α） ～ Ｌｎｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１，

ｃ２ｃ３ － ｓｎ ～
ｃ６
６

ｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５０）

这里 Ｌｎ ＝ ｃ４ － ２ｃ２Ｖｎ 并且 Ｖｎ ＝ （１ ＋ ｑｆ ′（α）） ２（ｃ２ ＋ ｐ）Ａ３ｅ４ｎ 成立，参见文献［１０］．
再根据式（１６） ～ （２１）、（３０）、（３８）和定理 ５ 有

　 　 ｅｎ，ｗ ～ （１ ＋ ｑｎ ｆ ′（α））ｅｎ ～ － ｃ４ｅｎ－１，ｙｅｎ－１，ｗｅｎ－１ｅｎ ～
　 　 　 　 － ｃ４Ｄｎ－１，ｍＤｎ－１，ｒＤｎ－１，Ｒｅｍ

＋ｒ＋Ｒ＋１
ｎ－１ ， （５１）

　 　 ｅｎ，ｙ ～ （ｃ２ ＋ ｐｎ）（１ ＋ ｑｎ ｆ ′（α））ｅ２ｎ ～ Ｌｎｅ２ｎ－１，ｙｅ２ｎ－１，ｗｅ２ｎ－１ｅ２ｎ ～
　 　 　 　 ＬｎＤｎ－１，ｍＤｎ－１，ｒＤｎ－１，Ｒｅ２ｍ

＋２ｒ＋２Ｒ＋２
ｎ－１ ， （５２）

　 　 ｅｎ＋１ ～ （１ ＋ ｑｎ ｆ ′（α）） ２（ｃ２ ＋ ｐｎ）（ｃ１ｃ３ － ｓｎ）ｅ４ｎ ～ Ｌｎｅ４ｎ－１，ｙｅ４ｎ－１，ｗｅ４ｎ－１ｅ４ｎ ～
　 　 　 　 ＬｎＤ４

ｎ－１，ｍＤ４
ｎ－１，ｒＤ４

ｎ－１，Ｒｅ４ｍ
＋４ｒ＋４＋４Ｒ

ｎ－１ ， （５３）

０５３１ 含参无导数有记忆迭代方法与其动力系统的构造



比较式（５１）和（１６）、（５０）和（１７）、（５３）和（１８）有

　 　
ｍ ＋ ｒ ＋ Ｒ ＋ １ ＝ Ｒｍ，
２ｍ ＋ ２ｒ ＋ ２Ｒ ＋ ２ ＝ Ｒｒ，
４ｍ ＋ ４ｒ ＋ ４Ｒ ＋ ４ ＝ Ｒ２ ．

ì

î

í

ïï

ïï

求解上述方程组，得到 ｍ ＝ １．８８，ｒ ＝ ３．７６，Ｒ ＝ ７．５３．

注 ２　 ４ 阶收敛的迭代格式（４４）的效率指数为 ＥＩ ＝ ４１ ／ ３ ≈１．５９． ７．５３ 阶收敛的迭代格式（４８）的效率指数

为 ＥＩ ＝ ７．５３１ ／ ３ ≈ １．９６．

５　 数 值 实 例

本节将选取 ５ 个两步两参无导有记忆迭代格式和 ５ 个两步三参无导有记忆迭代格式进行

比较．

定义 ＣＯＣ 为： ＣＯＣ ＝
ｌｇ ｆ（ｘｎ） ／ ｆ（ｘｎ－１）
ｌｇ ｆ（ｘｎ－１） ／ ｆ（ｘｎ－２）

， 参见文献［１０］．选择权函数 Ｍ（ｕ） 满足 Ｍ（０） ＝

１，Ｍ′（０） ＝ ２ 有

　 　 Ｍ（ｕｎ） ＝
１ ＋ ａｕｎ ＋ ｂｕ２

ｎ

１ ＋ （ａ － ２）ｕｎ ＋ ｃｕ２
ｎ

，　 　 ａ，ｂ，ｃ ∈ Ｒ ． （５４）

Ｚａｆａｒ，Ｙａｓｍｉｎ 等构建的两参无导有记忆迭代格式（１）、（２），参见文献［１０］ ，分别是本文 ａ
＝ β，ｂ ＝ ０，ｃ ＝ ０ 和 ａ ＝ ０，ｂ ＝ ０，ｃ ＝ １ 的特例．

Ｄžｕｎｉ′ｃ 的两参无导有记忆迭代格式为（参见文献［４］）

　 　
ｙｎ ＝ ｘｎ －

ｆ（ｘｎ）
ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）

，　 　 ｗｎ ＝ ｘｎ ＋ ｑｎ ｆ（ｘｎ），

ｘｎ＋１ ＝ ｙｎ －
ｆ（ｙｎ）

ｆ［ｗｎ，ｙｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）
ｇ（ｕｎ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５５）

这里 ｇ（ｕ） 为满足 ｇ（０） ＝ １，ｇ′（０） ＝ １ 和 ｇ″（０） ＜ ∞ 的权函数．
Ｃｏｒｄｅｒｏ 等的两参无导有记忆迭代格式（ＣＯ１）为（参见文献［１３］）

　 　
ｙｎ ＝ ｘｎ －

ｆ（ｘｎ）
ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）

，　 　 ｗｎ ＝ ｘｎ ＋ ｑｎ ｆ（ｘｎ），

ｘｎ＋１ ＝ ｙｎ －
ｆ（ｘｎ）

ｆ［ｘｎ，ｙｎ］ ＋ （ｙｎ － ｘｎ） ｆ［ｘｎ，ｗｎ，ｙｎ］
，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５６）

这里　 　 ｆ［ｘ，ｙ，ｚ］ ＝ ｆ［ｘ，ｙ］ － ｆ［ｘ，ｚ］
ｙ － ｚ

．

Ｋａｎｓａｌ 等的两参无导有记忆迭代格式为（参见文献［１４］）

　 　

ｙｎ ＝ ｘｎ －
ｆ（ｘｎ）

ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）
，　 　 ｗｎ ＝ ｘｎ ＋ ｑｎ ｆ（ｘｎ），

ｘｎ＋１ ＝ ｙｎ －
ｆ（ｘｎ）

ｆ［ｗｎ，ｙｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）
×

　 　 － １ ＋ α ＋ １
α ＋ （１ － ２（α ＋ １） ｆ（ｙｎ） ／ ｆ（ｘｎ）） １ ／ ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｈ（ｕｎ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（５７）

这里 ｈ（ｕ） 为满足 ｈ（０） ＝ １，ｈ′（０） ＝ － （α ＋ １）
２

和 ｈ″（０） ＜ ∞ 的权函数， α ∈ Ｒ ＼ { － １ } ．
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Ｚａｆａｒ，Ｙａｓｍｉｎ 等构建的三参无导有记忆迭代格式（４２）、（４３），参见文献［１０］，分别是本文

ａ ＝ β，ｂ ＝ ０，ｃ ＝ ０ 和 ａ ＝ ０，ｂ ＝ ０，ｃ ＝ １ 的特例．
Ｕｌｌａｈ 等的三参无导有记忆迭代格式（ＭＺ１）为（参见文献［１５］）

　 　
ｙｎ ＝ ｘｎ －

ｆ（ｘｎ）
ｆ［ｗｎ，ｘｎ］ ＋ ｐｎ ｆ（ｗｎ）

，　 　 ｗｎ ＝ ｘｎ ＋ ｑｎ ｆ（ｘｎ），

ｘｎ＋１ ＝ ｙｎ －
ｆ（ｙｎ）

ｆ［ｘｎ，ｙｎ］ ＋ （ｙｎ － ｘｎ） ｆ［ｘｎ，ｗｎ，ｙｎ］ ＋ ｓｎ（ｙｎ － ｘｎ）（ｙｎ － ｗｎ）
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５８）

测试方程为

　 　 ｆ１（ｘ） ＝ （ｘ － １） ３ － １，　 　 α ＝ ２， ｘ０ ＝ ３．５，

　 　 ｆ２（ｘ） ＝ １
ｘ４

－ ｘ２ － １
ｘ

＋ １，　 　 α ＝ １， ｘ０ ＝ ２．

表 １ 和表 ２ 将对本文几种迭代格式解方程进行比较．选取权函数 Ｇ（ｕｎ，ｖｎ） ＝ １ － ｕｎ 代入式

（１）、 （２）， 且令 β ＝ ０ 得到方法 ＦＺ１、 ＦＺ２．选取权函数 ｇ（ｕｎ） ＝ １ ＋ ｕｎ 代入式（５５）得到方法

ＤＺ１．选取权函数 ｈ（ｕｎ） ＝ １ － ｕｎ，α ＝ １ 代入式（５８）得到方法 ＭＫ１．选取权函数 Ｈ（ｕｎ） ＝ １ － ｕｎ，
Ｈ（ｕｎ） ＝ １ ／ （１ ＋ ｕｎ）， 且令 β ＝ ０ 代入式（４２）得到方法 ＦＺ３、ＦＺ４．选取权函数 Ｈ（ｕｎ） ＝ １ － ｕｎ，
Ｈ（ｕｎ） ＝ １ ／ （１ ＋ ｕｎ） 代入式（４３）得到方法 ＦＺ５、ＦＺ６．

表 １　 无记忆迭代格式解 ｆ１（ｘ） 结果比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｉｔｈｏｕｔ ｍｅｍｏｒｙ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｆ１（ｘ）

ｍｅｔｈｏｄ ｘ１ － α ｘ２ － α ｘ３ － α ＣＯＣ
ＦＺ１ （ｐ０ ＝ － ０．０１， ｑ０ ＝ － ０．０１） ２．１９５ ４×１０－１ ９．１０５ ０×１０－７ ５．７６４ ２×１０－４４ ６．８０
ＦＺ２ （ｐ０ ＝ － ０．０１， ｑ０ ＝ － ０．０１） ２．６８３ ４×１０－１ ２．８３９ １×１０－６ １．６５２ ０×１０－４０ ６．７３
ＤＺ１ （ｐ０ ＝ － ０．０１， ｑ０ ＝ － ０．０１） ２．９２９ １×１０－１ ４．５４５ ６×１０－６ ４．４５５ ７×１０－３９ ６．７０
ＣＯ１ （ｐ０ ＝ － ０．０１， ｑ０ ＝ － ０．０１） １．９９０ １×１０－１ ６．４６９ ８×１０－７ ５．２７２ ４×１０－４５ ６．６６
ＭＫ１ （ｐ０ ＝ － ０．０１， ｑ０ ＝ － ０．０１） １．０１５ ８×１０－１ １．９５０ ０×１０－８ １．１９１ ２×１０－５５ ７．０８

ＦＺ３ （ｐ０ ＝ ０．０１， ｑ０ ＝ ０．０１， ｓ０ ＝ ０．０１） ２．１７７ ４×１０－１ ５．４９４ ３×１０－７ １．８４５ ４×１０－５１ ７．８２
ＦＺ４ （ｐ０ ＝ ０．０１， ｑ０ ＝ ０．０１， ｓ０ ＝ ０．０１） １．５８５ ７×１０－１ ５．３１２ ８×１０－８ １．４１０ ４×１０－５９ ７．８８
ＦＺ５ （ｐ０ ＝ ０．０１， ｑ０ ＝ ０．０１， ｓ０ ＝ ０．０１） ３．３０３ ３×１０－１ １．０４３ ７×１０－５ ３．１２８ ４×１０－４１ ７．６６
ＦＺ６ （ｐ０ ＝ ０．０１， ｑ０ ＝ ０．０１， ｓ０ ＝ ０．０１） ２．８３２ ２×１０－１ ３．５７８ １×１０－６ ５．９７０ ８×１０－４５ ７．７３
ＭＺ１ （ｐ０ ＝ ０．０１， ｑ０ ＝ ０．０１， ｓ０ ＝ ０．０１） ２．５１６ ８×１０－１ ８．４５６ ７×１０－７ ２．９０１ ４×１０－５０ ７．７９

表 ２　 无记忆迭代格式解 ｆ２（ｘ） 结果比较

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄｓ ｗｉｔｈｏｕｔ ｍｅｍｏｒｙ ｔｏ ｓｏｌｖｅ ｆ２（ｘ）

ｍｅｔｈｏｄ ｘ１ － α ｘ２ － α ｘ３ － α ＣＯＣ
ＦＺ１ （ｐ０ ＝ － ０．０１， ｑ０ ＝ － ０．０１） ６．２９７ ３×１０－２ ２．２８４ ６×１０－７ １．３４４ ８×１０－４５ ６．９７
ＦＺ２ （ｐ０ ＝ － ０．０１， ｑ０ ＝ － ０．０１） ５．０７１ ７×１０－２ １．０２０ ６×１０－７ ４．０８８ ９×１０－４８ ７．０５
ＤＺ１ （ｐ０ ＝ － ０．０１， ｑ０ ＝ － ０．０１） ４．２９７ ７×１０－２ ５．４０８ ２×１０－８ ４．３０９ ９×１０－５０ ７．１０
ＣＯ１ （ｐ０ ＝ － ０．０１， ｑ０ ＝ － ０．０１） ６．３０９ ０×１０－２ ２．７５４ ２×１０－７ １．７１０ ８×１０－４５ ７．０７
ＭＫ１ （ｐ０ ＝ － ０．０１， ｑ０ ＝ － ０．０１） ８．７８７ ９×１０－２ ７．１２４ ８×１０－７ ５．１２７ ０×１０－４２ ６．８１

ＦＺ３ （ｐ０ ＝ ０．０１， ｑ０ ＝ ０．０１， ｓ０ ＝ ０．０１） ６．１３０ ０×１０－２ ３．６８５ ４×１０－９ １．１９９ ９×１０－６２ ７．３６
ＦＺ４ （ｐ０ ＝ ０．０１， ｑ０ ＝ ０．０１， ｓ０ ＝ ０．０１） ６．４８３ ９×１０－２ ４．２９７ １×１０－９ ３．７５２ ８×１０－６２ ７．３４
ＦＺ５ （ｐ０ ＝ ０．０１， ｑ０ ＝ ０．０１， ｓ０ ＝ ０．０１） ５．６５９ ８×１０－２ ２．９０１ ７×１０－９ １．９９４ ４×１０－６３ ７．３９
ＦＺ６ （ｐ０ ＝ ０．０１， ｑ０ ＝ ０．０１， ｓ０ ＝ ０．０１） ６．００４ １×１０－２ ３．４７８ ２×１０－９ ７．７２５ ０×１０－６３ ７．３７
ＭＺ１ （ｐ０ ＝ ０．０１， ｑ０ ＝ ０．０１， ｓ０ ＝ ０．０１） ６．１２５ １×１０－２ ３．９８４ ４×１０－１０ ９．９３１ ７×１０－６８ ７．００

２５３１ 含参无导数有记忆迭代方法与其动力系统的构造



６　 动力学分析

下面将对以上数值实例的迭代格式从有理函数动力系统性质的角度来分析， 得到其稳定

性和可靠性等重要信息．利用文献［１６⁃１７］， 从动力学角度的方法， 对两个复多项式 ｆ（ ｚ） ＝ ｚ２ －
１， ｆ（ ｚ） ＝ ｚ３ － １ 的吸引域使用上述的实例迭代格式进行比较．其中， 矩形域 Ｄ ＝ ［ － ３．０，３．０］ ×
［ － ３．０，３．０］ ⊆Ｃ 上 ６００×６００ 网格点作为 ｚ０ ．设复多项式零点为 ｚ∗，ｚ０ 为吸引域的初始点，迭代

产生数列误差范围为 ｚｋ － ｚ∗ ＜ １０ －５， 参数的初值 ｐ０ ＝ １，ｑ０ ＝ １，ｓ０ ＝ １， 最大迭代次数为 ２５．
选择不同的颜色代表不同的根，颜色深的区域代表迭代次数少，颜色浅的区域代表迭代次数

多，黑色表示不收敛到任何根或收敛到无穷的区域．
从图 １（ａ）、（ｂ）可以看出两步两参迭代格式使用不同的权值对收敛区域产生重要影响．比

较图 １（ａ） ～ （ｊ）可知同样的两步两参不同迭代格式，得到的吸引域也不相同．越接近根的位置

迭代次数越少，所以初值的选择在迭代方法中也尤为重要．
图 １ 与图 ２ 分别画出了不同方程的吸引域，对比图 １ 与图 ２ 相同迭代格式的吸引域可知，

不同方程对收敛范围也不相同．

（ａ） ＦＺ１ （ｂ） ＦＺ２

（ｃ） ＤＺ１ （ｄ） ＣＯ１
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（ｅ） ＭＫ１ （ｆ） ＦＺ３

（ｇ） ＦＺ４ （ｈ） ＦＺ５

（ｉ） ＦＺ６ （ｊ） ＭＺ１

图 １　 复多项式 ｆ（ ｚ） ＝ ｚ２ － １ 的分形结果

Ｆｉｇ． １　 Ｆｒａｃｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｆ（ ｚ） ＝ ｚ２ － １
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（ａ） ＦＺ１ （ｂ） ＦＺ２

（ｃ） ＤＺ１ （ｄ） ＣＯ１

（ｅ） ＭＫ１ （ｆ） ＦＺ３
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（ｇ） ＦＺ４ （ｈ） ＦＺ５

（ｉ） ＦＺ６ （ｊ） ＭＺ１

图 ２　 复多项式 ｆ（ ｚ） ＝ ｚ３ － １ 的分形结果

Ｆｉｇ． ２　 Ｆｒａｃｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｆ（ ｚ） ＝ ｚ３ － １

７　 结　 　 论

本文构造的几个更为一般的含参无导有记忆迭代格式，分别将有记忆迭代格式的收敛阶

从 ４ 阶提高到 ６．３７ 和 ７．５３ 阶．通过利用自加速参数大大提高了计算的效率．新的迭代格式分别

将有记忆迭代格式的有效指数从 １．５９ 提高到 １．８５ 和 １．９６．通过权函数选择的不同，可以得到

已知的一些特殊的迭代格式．为了进一步比较不同的迭代方法，通过使用动力学分析得到迭代

格式的吸引域，从而看到不同迭代格式的效果，也为权函数和初值的选择提供了参考和依据．
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８５３１ 含参无导数有记忆迭代方法与其动力系统的构造
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