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摘要：　 讨论了二维及三维满足周期边界条件的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程初边值问题的局部正则解在有限

时间内爆破的可能性．在二维情况下，用形变张量的特征值给出温度梯度的 Ｌ２ 估计，从中看出若流

体微团变形的速率大，则解爆破的可能性就大．在三维情况下，用形变张量的特征值和温度的偏导

给出涡量的 Ｌ２ 估计，从中发现若流体微团在大部分时间内一般是平面拉伸，且温度的偏导较小时，
解爆破的可能性就大；若一般是线性拉伸，温度的偏导又不任意增大时，解爆破的可能性就小．
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１　 知 识 准 备

考虑在区域 ΩＴ ＝ Ω × （０，Ｔ） ＝ ［ － π，π］ ｄ × （０，Ｔ），ｄ ＝ ２，３ 上二维或三维黏性系数和热传

导系数均为 ０ 的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程，即

　 　

ｖｔ ＋ （ｖ·Ñ）ｖ ＝ － Ñｐ ＋ θｅｄ，
θ ｔ ＋ （ｖ·Ñ）θ ＝ ０，
Ñ·ｖ ＝ ０，
ｖ（ｘ ＋ ｋｅｉ） ＝ ｖ（ｘ）， θ（ｘ ＋ ｋｅｉ） ＝ θ（ｘ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｄ； ｋ ∈ Ｚ，
ｖ（·，０） ＝ ｖ０， θ（·，０） ＝ θ ０，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１）

其中 ｖ ＝ （ｖ１（ｘ，ｔ），ｖ２（ｘ，ｔ），…，ｖｄ（ｘ，ｔ）） 为速度场，（ｘ，ｔ） ∈ ΩＴ，ｐ ＝ ｐ（ｘ，ｔ） 为压力场，θ ＝ θ（ｘ，ｔ）
为温度场，当 ｄ ＝ ２ 时，ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２），ｅｄ ＝ （０，１） Ｔ，当 ｄ ＝ ３ 时，ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，ｘ３），ｅｄ ＝ （０，０，１） Ｔ ．本
文约定方程（１） ｉ 为方程（１） 的第 ｉ 条方程．

Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程（１）正则解的全局存在性是一个大问题．给定 ｍ ∈ Ｎ ∪ { ０ } ，定义 Ｈｍ（Ω）
为 Ω 上的标准 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间：

　 　 Ｈｍ（Ω） ＝ ｆ ∈ Ｌ２（Ω） ‖ｆ‖２
Ｈｍ ＝ ∑

α ≤ｍ
∫
Ω

Ｄα ｆ（ｘ） ２ｄｘ ＜ ∞{ } ，

　 　 Ｈｍ
σ ＝ ｖ ∈ ［Ｈｍ（Ω）］ ｄ Ñ·ｖ ＝ ０{ } ．

在 Ｒ２ 上，Ｃｈａｅ 和 Ｎａｍ 在文献［１］中证明了方程（１）局部正则解的存在性，即对 （ｖ０，θ ０） ∈ Ｈｍ
σ
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× Ｈｍ，ｍ ＞ ２，方程（１） 存在唯一解（ｖ，θ） ∈ Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｍ
σ × Ｈｍ） （事实上，该解也属于 Ｃ１（［０，

Ｔ］；Ｈｍ－２
σ × Ｈｍ－２），这可从 ｖｔ ＝ － （ｖ·Ñｖ） － θｅ２（ 为投到散度为 ０ 的向量场的投影算子）

和 θ ｔ ＝ － ｖ·Ñθ 看出．我们说局部正则解 （ｖ，θ） 在 Ｔ 爆破的意思是，对所有 Ｔ′ ＞ Ｔ，（ｖ，θ） 不能

延拓为 Ｃ（［０，Ｔ′］；Ｈｍ
σ × Ｈｍ） ∩Ｃ１（［０，Ｔ′］；Ｈｍ－２

σ × Ｈｍ－２） 解．Ｃｈａｅ 和 Ｎａｍ 在文献［１］中也用 Ñθ
给出 （ｖ，θ） 爆破的条件，即它在 Ｔ ＞ ０ 爆破当且仅当

　 　 ∫Ｔ
０
‖Ñθ（·，τ）‖Ｌ∞ （Ｒ２）ｄτ ＝ ∞ ．

在 Ｒ３ 上，用同样的方法可证，当 ｍ ＞ ５ ／ ２ 时，对 （ｖ０，θ ０） ∈ Ｈｍ
σ × Ｈｍ，存在 Ｔ ＞ ０ 使得方程（１）

存在唯一正则解 （ｖ，θ） ∈ Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｍ
σ × Ｈｍ） ∩ Ｃ１（［０，Ｔ］；Ｈｍ－２

σ × Ｈｍ－２） ．当方程（１） １ 中有

νΔｖ（ν ＞ ０） 项或在方程（１） ２ 中有 κΔθ（κ ＞ ０） 项时，在二维情况下，Ｃｈａｅ 在文献［２］中已证

明局部正则解可以延拓为全局正则解，Ｈｏｕ 和 Ｌｉ 在文献［３］中证明了对 ν ＞ ０ 的情况有同样

的结果；在三维情况下，有很多局部正则解在有限时间内爆破的条件，在此提供一些参考文献．
当 κ，ν ＞ ０ 时，可参考文献［４⁃１１］；当 ν ＝ ０，κ ＞ ０ 时，可参考文献［６，１２］；当 ν ＞ ０，κ ＝ ０ 时，
可参考文献［１３⁃１４］；但是当 κ ＝ ν ＝ ０ 时，正则解的爆破条件很稀缺．

另一方面，三维不可压 Ｅｕｌｅｒ 系统局部正则解的全局正则性也是一个大问题．令

　 　 Ｖｉｊ ＝
∂ｖｊ

∂ｘｉ
， Ｓｉｊ ＝

Ｖｉｊ ＋ Ｖ ｊｉ

２
， Ａｉｊ ＝

Ｖｉｊ － Ｖ ｊｉ

２
， Ｐ ｉｊ ＝

∂２Ｐ
∂ｘｉ∂ｘ ｊ

，

其中 ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｄ，Ｖ ＝ （Ｖｉｊ） ｄ
ｉ， ｊ ＝ １，Ａ ＝ （Ａｉｊ） ｄ

ｉ， ｊ ＝ １，Ｓ ＝ （Ｓｉｊ） ｄ
ｉ， ｊ ＝ １ 表示流体的形变张量，则显然

Ｖ ＝ Ｓ ＋ Ａ ．Ｃｈａｅ 在文献［１５⁃１６］ 中用形变张量的特征值给出局部正则解涡量的 Ｌ２ 估计，从中

可看见一些影响涡量在有限时间内爆破的因素．
本文对 κ ＝ ν ＝ ０ 的 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 系统，借鉴 Ｃｈａｅ 在文献［１５⁃１６］中的方法，分别在二维情况

下用形变张量的特征值给出温度梯度的 Ｌ２ 估计，在三维情况下用形变张量的特征值和温度的

偏导给出涡量的 Ｌ２ 估计，从中可看见一些影响温度的梯度和涡量在有限时间内爆破的因素．
为了避免边界分散注意，本文在周期边界条件下工作，得到以下两个定理．

定理 １　 设 （ｖ（ｘ，ｔ），θ（ｘ，ｔ）） ∈Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｍ
σ × Ｈｍ），ｍ ＞ ２为二维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程（１）关

于初值 （ｖ０，θ ０） ∈ Ｈｍ
σ × Ｈｍ 的局部经典解， λ １（ｘ，ｔ） ≥ λ ２（ｘ，ｔ） 为形变张量 Ｓ ＝ （Ｓｉｊ） ２

ｉ， ｊ ＝ １ 的特

征值，则

　 　 ２‖λ １（·，ｔ）‖Ｌ２ － ２‖λ １（０）‖Ｌ２ ≤ ∫ｔ
０
‖Ñθ（·，τ）‖Ｌ２ｄτ， （２）

　 　 ｅ∫
ｔ

０
ｉｎｆΩ λ２（ｘ，τ）ｄτ ≤

‖Ñθ（·，ｔ）‖Ｌ２

‖Ñθ ０‖Ｌ２
≤ ｅ∫

ｔ

０
ｓｕｐΩ λ１（ｘ，τ）ｄτ ． （３）

在二维情况下，不可压流体中的微团沿着 Ｓ 的一个特征方向膨胀，膨胀速率是对应的特征

值 λ １， 而沿着与之垂直的另一个特征方向收缩，收缩速率是 λ ２， 所以定理 １ 蕴含，若在区域中

的流体微团沿膨胀方向的膨胀速率在有限时间内趋向无穷，则温度的梯度在有限时间内爆破．
定理 ２　 设 （ｖ（ｘ，ｔ），θ（ｘ，ｔ）） ∈Ｃ（［０，Ｔ］；Ｈｍ

σ × Ｈｍ），ｍ ＞ ５ ／ ２ 为三维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程（１）
关于初值 （ｖ０，θ ０） ∈ Ｈｍ

σ × Ｈｍ 的局部经典解， λ １（ｘ，ｔ） ≥ λ ２（ｘ，ｔ） ≥ λ ３（ｘ，ｔ） 为形变张量 Ｓ ＝
（Ｓｉｊ） ３

ｉ， ｊ ＝ １ 的特征值， λ ＋
２（ｘ，ｔ） ＝ ｍａｘ { λ ２（ｘ，ｔ），０ } ，λ －

２（ｘ，ｔ） ＝ ｍａｘ { － λ ２（ｘ，ｔ），０ } ， 则

　 　 ｅ∫
ｔ

０
１
２ ｉｎｆΩ λ ＋

２ （ｘ，τ） －ｓｕｐΩ λ －
２ （ｘ，τ）[ ] ｄτ ‖ω０‖Ｌ２ － ∫ｔ

０
‖Ñθ（ｘ，τ）‖Ｌ２ｄτ( ) ≤ ‖ω（·，ｔ）‖Ｌ２ ≤

　 　 　 　 ｅ∫
ｔ

０
ｓｕｐΩ λ ＋

２ （ｘ，τ） －
１
２ ｉｎｆΩ λ －

２ （ｘ，τ）[ ] ｄτ ‖ω０‖Ｌ２ ＋ ∫ｔ
０
‖Ñθ（ｘ，τ）‖Ｌ２ｄτ( ) ， （４）
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其中　 　 Ñθ ＝ （θ ｘ２， － θ ｘ１，０）
Ｔ ．

在三维情况下，不可压流体中微团的变形主要可分为两种情况，一种是平面拉伸，即微团

沿着 Ｓ的两个特征方向分别以 λ １（ ＞ ０） 和 λ ２（ ＞ ０） 的速率膨胀，沿垂直于它们的另一个特征

方向以 λ ３（ ＜ ０） 的速率收缩；另一种是线性拉伸，即微团沿一个特征方向以 λ １（ ＞ ０） 的速率

膨胀，沿另外两个特征方向分别以 λ ２（ ＜ ０） 和 λ ３（ ＜ ０） 的速率收缩．所以定理 ２ 蕴含，若区域

中的微团在大部分时间内一般都是平面拉伸的，且 θ 关于 ｘ１，ｘ２ 的偏导足够小的话，涡量在有

限的时间内爆破的可能性就大．反过来，若区域中的微团在大部分时间内一般都是线性拉伸

的，而且 θ 关于 ｘ１，ｘ２ 的偏导有界的话，涡量在有限时间内不爆破的可能性就大．
下面是一些符号说明，当 ｄ ＝ ３ 时，涡量 ω（ｘ，ｔ） ＝ ｃｕｒｌ ｖ（ｘ，ｔ） 满足

　 　 Ａｉｊ ＝
１
２ ∑

３

ｋ ＝ １
ε ｉｊｋω ｋ， ω ｉ ＝ ∑

３

ｊ，ｋ ＝ １
ε ｉｊｋＡ ｊｋ， （５）

其中

　 　 ε ｉｊｋ ＝
０， ｉｆ ｉ， ｊ，ｋ ａｒｅ ａｔ ｌｅａｓｔ ｔｗｏ ｅｑｕａｌ，
１， ｉｆ ｉ， ｊ，ｋ ａｒｅ ｔｈｅ ｅｖｅｎ ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ ｏｆ １，２，３，
－ １， ｉｆ ｉ， ｊ，ｋ ａｒｅ ｔｈｅ ｏｄｄ ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ ｏｆ １，２，３ ．

ì

î

í

ïï

ïï

若 ａ ＝ （ａ１，ａ２，ａ３） Ｔ，ｂ ＝ （ｂ１，ｂ２，ｂ３） Ｔ， 则

　 　 ａ  ｂ ＝

ａ２
１ ａ１ａ２ ａ１ａ３

ａ２ａ１ ａ２
２ ａ２ａ３

ａ３ａ１ ａ３ａ２ ａ２
３

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

．

下文将在第 ２ 节通过一个引理给出定理 １ 的证明，得到在二维情况下，用形变张量 Ｓ 的特

征值给出温度梯度的 Ｌ２ 估计．在第 ３ 节中也通过一个引理给出定理 ２ 的证明，用形变张量的特

征值和温度的偏导给出涡量的 Ｌ２ 估计．

２　 二维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程温度梯度的 Ｌ２ 估计

引理 １　 设 （ｖ（ｘ，ｔ），θ（ｘ，ｔ）） 为二维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程（１）的经典解， λ １（ｘ，ｔ），λ ２（ｘ，ｔ） 为

形变张量 Ｓ ＝ （Ｓｉｊ） ３
ｉ， ｊ ＝ １ 所对应的特征值，则

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ω（λ ２

１ ＋ λ ２
２）ｄｘ ＝ ∫

Ω
Ñθ·Ñｖ２ｄｘ ． （６）

证明　 对方程（１） １ 求偏导 ∂ ／ ∂ｘｋ 得

　 　 ＤＶ
Ｄｔ

＝ － Ｖ２ － Ｐ ＋ （Ñθ  ｅ２） ． （７）

对式（７）取对称部分得

　 　 ＤＳ
Ｄｔ

＝ － Ｓ２ － Ａ２ － Ｐ ＋ Ｒｓｙｍ（Ñθ  ｅ２）， （８）

其中 Ｒｓｙｍ 表示求对称，

　 　 ［Ｒｓｙｍ（Ñθ  ｅ２）］ ｉｊ ＝
θ ｘｉδ ２ｊ ＋ θ ｘ ｊδ ２ｉ

２
，　 　 δ ｉｊ ＝

１，　 　 ｉ ＝ ｊ，
０，　 　 ｉ ≠ ｊ ．{

所以

　 　
ＤＳｉｊ

Ｄｔ
＝ － ∑

２

ｋ ＝ １
ＳｉｋＳｋｊ ＋

１
４

（ｖ２ｘ１ － ｖ１ｘ２）
２δ ｉｊ － Ｐ ｉｊ ＋

θ ｘｉδ ２ｊ ＋ θ ｘ ｊδ ２ｉ

２
．
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所以式（６）左端：

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ∫Ω（λ ２

１ ＋ λ ２
２）ｄｘ ＝ １

２
ｄ
ｄｔ∫Ω ｔｒ（Ｓ２）ｄｘ ＝ １

２
ｄ
ｄｔ∫Ω ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ＳｉｊＳｉｊｄｘ ＝ ∫

Ω
∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
Ｓｉｊ

ＤＳｉｊ

Ｄｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ω
∑

２

ｉ， ｊ，ｋ ＝ １
Ｓｉｊ － ＳｉｋＳｋｊ ＋

１
４

（ｖ２ｘ１ － ｖ１ｘ２）
２δ ｉｊ － Ｐ ｉｊ ＋

θ ｘｉδ ２ｊ ＋ θ ｘ ｊδ ２ｉ

２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄｘ ＝

　 　 　 　 － ∫
Ω
∑

２

ｉ， ｊ，ｋ ＝ １
ＳｉｊＳｉｋＳｋｊｄｘ ＋ １

４ ∫Ω ∑
２

ｉ， ｊ ＝ １
（ｖ２ｘ１ － ｖ１ｘ２）

２Ｓｉｊδ ｉｊｄｘ － ∫
Ω
∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ＳｉｊＰ ｉｊｄｘ ＋

　 　 　 　 １
２ ∫Ω ∑

２

ｉ， ｊ，ｋ ＝ １
Ｓｉｊ（θ ｘｉδ ２ｊ ＋ θ ｘ ｊδ ２ｉ）ｄｘ ＝ Ａ ＋ Ｂ ＋ Ｃ ＋ Ｄ ． （９）

因为 ｔｒ（Ｓ） ＝ ｖ１ｘ１ ＋ ｖ２ｘ２ ＝ Ñ·ｖ ＝ ０， 所以 λ １ ＝ － λ ２， 所以

　 　 Ａ ＝ － ∫
Ω
∑

２

ｉ， ｊ，ｋ ＝ １
ＳｉｊＳｉｋＳｋｊｄｘ ＝ － ∫

Ω
∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
Ｓ ｊｉ （Ｓ２） ｉｊｄｘ ＝

　 　 　 　 － ∫
Ω
∑

２

ｊ ＝ １
（Ｓ３） ｊｊｄｘ ＝ － ∫

Ω
（λ ３

１ ＋ λ ３
２）ｄｘ ＝ ０．

因为 Ñ·ｖ ＝ ０， 所以

　 　 Ｂ ＝ １
４ ∫Ω ∑

２

ｉ， ｊ，ｋ ＝ １
（ｖ２ｘ１ － ｖ１ｘ２）

２Ｓｉｊδ ｉｊｄｘ ＝ １
４ ∫Ω（Ñ·ｖ） （ｖ２ｘ１ － ｖ１ｘ２）

２ｄｘ ＝ ０．

分部积分并用 Ñ·ｖ ＝ ０ 得

　 　 Ｃ ＝－ ∫
Ω
∑

２

ｉ， ｊ，ｋ ＝ １
ＳｉｊＰ ｉｊｄｘ ＝ ０．

又因 ∫
Ω
∑

２

ｉ ＝ １
ｖｉｘ２θ ｘｉｄｘ ＝ － ∫

Ω
∑

２

ｉ ＝ １
ｖｉｘｉｘ２θｄｘ ＝ ０， 所以

　 　 Ｄ ＝ １
２ ∫Ω ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
Ｓｉｊ（θ ｘｉδ ２ｊ ＋ θ ｘ ｊδ ２ｉ）ｄｘ ＝ １

２ ∫Ω ∑
２

ｉ， ｊ ＝ １
（Ｓ２ｉθ ｘｉ

＋ Ｓ２ｊθ ｘ ｊ）ｄｘ ＝ ∫
Ω
∑

２

ｉ ＝ １
Ｓ２ｉθ ｘｉｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ω
∑

２

ｉ ＝ １

ｖ２ｘｉ ＋ ｖｉｘ２
２

θ ｘｉｄｘ ＝ １
２ ∫Ω ∑

２

ｉ ＝ １
ｖ２ｘｉθ ｘｉｄｘ ＝ １

２ ∫Ω Ñｖ２·Ñθｄｘ ．

综上可得式（６）． □
定理 １的证明　 先证式（２），由 λ １ ＋ λ ２ ＝ ０，λ １ ≥ λ ２ 得

　 　 λ １ ＝ － λ ２， λ １ ≥ ０， λ ２ ≤ ０．
将 λ １ ＝ － λ ２ 代入式（６）得

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ωλ ２

１ｄｘ ＝ １
２ ∫Ω Ñθ·Ñｖ２ｄｘ ．

再由 Ｈöｌｄｅｒ 不等式和 ∫
Ω

Ñｖ ２ｄｘ ＝ ２∫
Ω
（λ ２

１ ＋ λ ２
２）ｄｘ ＝ ４∫

Ω
λ ２

１ｄｘ 得

　 　 ｄ
ｄｔ

‖λ １（ｘ，ｔ）‖２
２ ＝ １

２ ∫Ω Ñθ·Ñｖ２ｄｘ ≤ １
２
‖Ñθ‖Ｌ２‖Ñｖ‖Ｌ２ ＝ ‖Ñθ‖Ｌ２‖λ １‖Ｌ２，

所以

　 　 ２ ｄ
ｄｔ

‖λ １（ｘ，ｔ）‖Ｌ２ ≤ ‖Ñθ‖Ｌ２ ．

将上式两边同时从 ０ 到 ｔ 积分便得到式（２）．
再证式（３），对方程（１） ２ 求偏导 ∂ ／ ∂ｘｋ 得
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　 　 Ｄ（Ñθ）
Ｄｔ

＝ － Ｖ Ñθ ．

上式两边点积 Ñθ 并在 Ω 上取 Ｌ２ 内积得

　 　 １
２

Ｄ
Ｄｔ

‖Ñθ‖２
Ｌ２ ＝ － ∫

Ω
（Ñθ） ＴＶ（Ñθ）ｄｘ ＝ － ∫

Ω
（Ñθ） ＴＳ（Ñθ）ｄｘ ≤

　 　 　 　 ｓｕｐ
Ω

λ １（ｘ，ｔ）∫
Ω

Ñθ ２ｄｘ ＝ ｓｕｐ
Ω

λ １（ｘ，ｔ）‖Ñθ‖２
Ｌ２，

再由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理得

　 　 ‖Ñθ（·，ｔ）‖Ｌ２ ≤ ｅ∫
ｔ

０
ｓｕｐΩ λ１（ｘ，τ）ｄτ‖Ñθ ０‖Ｌ２ ． （１０）

类似式（１０）的做法可得

　 　 １
２

Ｄ
Ｄｔ

‖Ñθ‖２
Ｌ２ ≥ ｉｎｆ

Ω
λ ２（ｘ，ｔ）‖Ñθ‖２

Ｌ２，

所以

　 　 ‖Ñθ（·，ｔ）‖Ｌ２ ≥ ｅ∫
ｔ

０
ｉｎｆΩ λ２（ｘ，τ）ｄτ‖Ñθ ０‖Ｌ２ ． （１１）

由式（１０）、（１１）可得式（３）． □

３　 三维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程涡量的 Ｌ２ 估计

引理 ２　 设 （ｖ（ｘ，ｔ），θ（ｘ，ｔ）） 为三维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程（１）的经典解， λ １（ｘ，ｔ），λ ２（ｘ，ｔ），

λ ３（ｘ，ｔ） 为形变张量 Ｓ ＝ （Ｓｉｊ） ３
ｉ， ｊ ＝ １ 所对应的特征值，则

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ω（λ ２

１ ＋ λ ２
２ ＋ λ ２

３）ｄｘ ＝ － ４∫
Ω
λ １λ ２λ ３ｄｘ ＋ ∫

Ω
（Ñθ）·ωｄｘ ． （１２）

参照 Ｃｈａｅ 在文献［１５］中定理 ２．１ 的做法对引理 ２ 进行证明．
证明　 对方程（１） １ 求偏导 ∂ ／ ∂ｘｋ 得

　 　 ＤＶ
Ｄｔ

＝ － Ｖ２ － Ｐ ＋ （Ñθ  ｅ３） ． （１３）

对式（１３）取对称部分得

　 　 ＤＳ
Ｄｔ

＝ － Ｓ２ － Ａ２ － Ｐ ＋ Ｒｓｙｍ（Ñθ  ｅ３）， （１４）

其中 Ｒｓｙｍ 表示求对称，

　 　 ［Ｒｓｙｍ（Ñθ  ｅ３）］ ｉｊ ＝
θ ｘｉδ ３ｊ ＋ θ ｘ ｊδ ３ｉ

２
，　 　 δ ｉｊ ＝

１，　 　 ｉ ＝ ｊ，
０，　 　 ｉ ≠ ｊ ．{

由式（５）得

　 　
ＤＳｉｊ

Ｄｔ
＝ － ∑

３

ｋ ＝ １
ＳｉｋＳｋｊ ＋

１
４
（ ω ２δ ｉｊ － ω ｉω ｊ） － Ｐ ｉｊ ＋

θ ｘｉδ ３ｊ ＋ θ ｘ ｊδ ３ｉ

２
． （１５）

所以式（１２）左端：

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ∫Ω（λ ２

１ ＋ λ ２
２ ＋ λ ２

３）ｄｘ ＝

　 　 　 　 １
２

ｄ
ｄｔ∫Ω ｔｒ（Ｓ２）ｄｘ ＝ １

２
ｄ
ｄｔ∫Ω ∑

３

ｉ， ｊ ＝ １
ＳｉｊＳｉｊｄｘ ＝ ∫

Ω
∑

３

ｉ， ｊ ＝ １
Ｓｉｊ

ＤＳｉｊ

Ｄｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ＝
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　 　 　 　 ∫
Ω
∑

３

ｉ， ｊ，ｋ ＝ １
Ｓｉｊ － ＳｉｋＳｋｊ ＋

１
４
（ ω ２δ ｉｊ － ω ｉω ｊ） － Ｐ ｉｊ ＋

θ ｘｉδ ３ｊ ＋ θ ｘ ｊδ ３ｉ

２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｄｘ ＝

　 　 　 　 － ∫
Ω
∑

３

ｉ， ｊ，ｋ ＝ １
ＳｉｊＳｉｋＳｋｊｄｘ ＋ １

４ ∫Ω ∑
３

ｉ， ｊ ＝ １
ω ２Ｓｉｊδ ｉｊｄｘ － １

４ ∫Ω ∑
３

ｉ， ｊ ＝ １
Ｓｉｊω ｉω ｊ －

　 　 　 　 ∫
Ω
∑

３

ｉ， ｊ ＝ １
ＳｉｊＰ ｉｊｄｘ ＋ １

２ ∫Ω ∑
３

ｉ， ｊ，ｋ ＝ １
Ｓｉｊ（θ ｘｉδ ３ｊ ＋ θ ｘ ｊδ ３ｉ）ｄｘ ＝ Ｅ ＋ Ｆ ＋ Ｇ ＋ Ｈ ＋ Ｉ ． （１６）

因为

　 　 ０ ＝ （λ １ ＋ λ ２ ＋ λ ３） ３ ＝
　 　 　 　 λ ３

１ ＋ λ ３
２ ＋ λ ３

３ ＋ ３λ ２
１（λ ２ ＋ λ ３） ＋ ３λ ２

２（λ １ ＋ λ ３） ＋ ３λ ２
３（λ １ ＋ λ ２） ＋ ６λ １λ ２λ ３ ＝

　 　 　 　 λ ３
１ ＋ λ ３

２ ＋ λ ３
３ － ３（λ ３

１ ＋ λ ３
２ ＋ λ ３

３） ＋ ６λ １λ ２λ ３，
所以

　 　 λ ３
１ ＋ λ ３

２ ＋ λ ３
３ ＝ ３λ １λ ２λ ３，

所以

　 　 Ｅ ＝－ ∫
Ω
∑

３

ｉ， ｊ，ｋ ＝ １
ＳｉｊＳｉｋＳｋｊｄｘ ＝ － ∫

Ω
∑

３

ｉ， ｊ，ｋ ＝ １
Ｓ ｊｉ （Ｓ２） ｉｊｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ω
∑

３

ｊ ＝ １
（Ｓ３） ｊｊｄｘ ＝ － ∫

Ω
（λ ３

１ ＋ λ ３
２ ＋ λ ３

３）ｄｘ ＝

　 　 　 　 － ３∫
Ω
λ １λ ２λ ３ｄｘ ．

因 Ñ·ｖ ＝ ０， 所以

　 　 Ｆ ＝ １
４ ∫Ω ∑

３

ｉ， ｊ，ｋ ＝ １
ω ２Ｓｉｊδ ｉｊｄｘ ＝ １

４ ∫Ω（Ñ·ｖ） ω ２ｄｘ ＝ ０．

对方程（１） １ 进行 ｃｕｒｌ 运算得到如下涡量方程：

　 　 Ｄω
Ｄｔ

＝ （ω·Ñ）ｖ ＋ Ñθ ．

上式两边点积 ω 并在 Ω 上取 Ｌ２ 内积得

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ

‖ω‖２
Ｌ２ ＝ ∫

Ω
ω·Ｄω

Ｄｔ
ｄｘ ＝ ∫

Ω
ωＴＳωｄｘ ＋ ∫

Ω
Ñθ·ωｄｘ，

故

　 　 Ｇ ＝－ １
４ ∫Ω ∑

３

ｉ， ｊ，ｋ ＝ １
ω ｉＳｉｊω ｊｄｘ ＝ ∫

Ω
－ １

４
ωＴＳωｄｘ ＝ － １

８
ｄ
ｄｔ

‖ω‖２
Ｌ２ ＋ １

４ ∫Ω Ñθ·ωｄｘ ．

由分部积分及 Ñ·ｖ ＝ ０ 得

　 　 Ｈ ＝－ ∫
Ω
∑

３

ｉ， ｊ，ｋ ＝ １
ＳｉｊＰ ｉｊｄｘ ＝ ０，

　 　 Ｉ ＝ １
２ ∫Ω ∑

３

ｉ， ｊ ＝ １
Ｓｉｊ（θ ｘｉδ ３ｊ ＋ θ ｘ ｊδ ３ｉ）ｄｘ ＝ １

２ ∫Ω ∑
３

ｉ， ｊ ＝ １
（Ｓ３ｉθ ｘｉ

＋ Ｓ３ｊθ ｘ ｊ）ｄｘ ＝ ∫
Ω
∑

３

ｉ， ｊ ＝ １
Ｓ３ｉθ ｘｉｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ω
∑

３

ｉ ＝ １

ｖ３ｘｉ ＋ ｖｉｘ３
２

θ ｘｉｄｘ ＝ １
２ ∫Ω ∑

３

ｉ ＝ １
ｖ３ｘｉθ ｘｉｄｘ ＝ １

２ ∫Ω Ñｖ３·Ñθｄｘ ．

综上可将式（１６）化为

　 　 １
２

ｄ
ｄｔ∫Ω（λ ２

１ ＋ λ ２
２ ＋ λ ２

３）ｄｘ ＝ １
２

ｄ
ｄｔ∫Ω ∑

３

ｉ， ｊ ＝ １
ＳｉｊＳｉｊｄｘ ＝
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　 　 　 　 － ３∫
Ω
λ １λ ２λ ３ｄｘ － １

８
ｄ
ｄｔ

‖ω‖２
Ｌ２ ＋ １

４ ∫Ω Ñθ·ωｄｘ ＋ １
２ ∫Ω Ñｖ３·Ñθｄｘ ＝

　 　 　 　 － ３∫
Ω
λ １λ ２λ ３ｄｘ － １

８
ｄ
ｄｔ

‖ω‖２
Ｌ２ ＋ ３

４ ∫Ω Ñｖ３·Ñθｄｘ ． （１７）

上式最后一个等号用到

　 　 ∫
Ω

Ñθ·ωｄｘ ＋ ２∫
Ω

Ñｖ３·Ñθｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ω
（ｖ３ｘ２θ ｘ２

－ ｖ２ｘ３θ ｘ２
－ ｖ１ｘ３θ ｘ１

＋ ｖ３ｘ１θ ｘ１
＋ ２ｖ３ｘ１θ ｘ１

＋ ２ｖ３ｘ２θ ｘ２
＋ ２ｖ３ｘ３θ ｘ３）ｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ω
（３ｖ３ｘ２θ ｘ２

＋ ３ｖ３ｘ１θ ｘ１
＋ ３ｖ３ｘ３θ ｘ３

－ （ｖ３ｘ３θ ｘ３
＋ ｖ２ｘ３θ ｘ２

＋ ｖ１ｘ３θ ｘ１））ｄｘ ＝

　 　 　 　 ３∫
Ω

Ñｖ３·Ñθｄｘ，

所以

　 　 ∫
Ω

Ñθ·ωｄｘ ＝ ∫
Ω

Ñｖ３·Ñθｄｘ ． （１８）

又因

　 　 ∫
Ω

ω ２ｄｘ ＝ ∫
Ω

Ñｖ ２ｄｘ ＝ ∫
Ω
（Ｓ ＋ Ａ）∶ （Ｓ ＋ Ａ）ｄｘ ＝ ∫

Ω
∑

３

ｉ， ｊ ＝ １
ＳｉｊＳｉｊｄｘ ＋ １

２ ∫Ω ω ２ｄｘ，

所以

　 　 ∫
Ω

ω ２ｄｘ ＝ ２∫
Ω
∑

３

ｉ， ｊ ＝ １
ＳｉｊＳｉｊｄｘ ＝ ２∫

Ω
（λ ２

１ ＋ λ ２
２ ＋ λ ２

３）ｄｘ ． （１９）

将式（１９）代入式（１７）得

　 　 ３
４

ｄ
ｄｔ∫Ω（λ ２

１ ＋ λ ２
２ ＋ λ ２

３）ｄｘ ＝ － ３∫
Ω
λ １λ ２λ ３ｄｘ ＋ ３

４ ∫Ω Ñｖ３·Ñθｄｘ ．

由式（１８）及上式得

　 　 ｄ
ｄｔ∫Ω（λ ２

１ ＋ λ ２
２ ＋ λ ２

３）ｄｘ ＝ － ４∫
Ω
λ １λ ２λ ３ｄｘ ＋ ∫

Ω
Ñｖ３·Ñθｄｘ ＝

　 　 　 　 － ４∫
Ω
λ １λ ２λ ３ｄｘ ＋ ∫

Ω
Ñθ·ωｄｘ ． （２０）

这便完成了引理 ２ 的证明． □
定理 ２的证明　 参照 Ｃｈａｅ 在文献［１５］中定理 ２．２ 的做法，对定理 ２ 进行证明．
由 λ １ ＋ λ ２ ＋ λ ３ ＝ ０，λ １ ≥ λ ２ ≥ λ ３， 得 λ １ ≥ ０，λ ３ ≤ ０，
　 　 λ ２ ≤ ｍｉｎ { λ １， λ ３ } ． （２１）

由式（１９）得

　 　 ∫
Ω

ω ２ｄｘ ＝ ２∫
Ω
（λ ２

１ ＋ λ ２
２ ＋ λ ２

３）ｄｘ ＝ ４∫
Ω
（λ ２

１ ＋ λ １λ ２ ＋ λ ２
２）ｄｘ ＝

　 　 　 　 ４∫
Ω
（λ ２

２ ＋ λ ２λ ３ ＋ λ ２
３）ｄｘ，　 　 λ １ ＋ λ ２ ＋ λ ３ ＝ ０． （２２）

所以

　 　 － ４∫
Ω
λ １λ ２λ ３ｄｘ ＝ － ４∫

Ω
λ ＋

２ λ １λ ３ｄｘ ＋ ４∫
Ω
λ －

２ λ １λ ３ｄｘ ＝

　 　 　 　 ４∫
Ω
λ ＋

２ λ １（λ １ ＋ λ ２）ｄｘ － ４∫
Ω
λ －

２ λ ３（λ ２ ＋ λ ３）ｄｘ ＝
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　 　 　 　 ４∫
Ω
λ ＋

２（λ ２
１ ＋ λ １λ ２）ｄｘ － ２∫

Ω
λ －

２（２λ ２λ ３ ＋ ２λ ２
３）ｄｘ ≤

　 　 　 　 ｓｕｐ
Ω

λ ＋
２（ｘ，ｔ） ４∫

Ω
（λ ２

１ ＋ λ １λ ２ ＋ λ ２
２）ｄｘ[ ] －

　 　 　 　 １
２

ｉｎｆ
Ω

λ －
２（ｘ，ｔ） ４∫

Ω
（λ ２

２ ＋ λ ２λ ３ ＋ λ ２
３）ｄｘ[ ] ＝

　 　 　 　 ｓｕｐ
Ω

λ ＋
２（ｘ，ｔ） － １

２
ｉｎｆ
Ω

λ －
２（ｘ，ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ω（·，ｔ）‖２

Ｌ２， （２３）

上式不等号用到式（２１），最后一个等号用到式（２２）．
由式（１２）、（２３）和 Ｈöｌｄｅｒ 不等式得

　 　 ｄ
ｄｔ

‖ω（·，ｔ）‖２
Ｌ２ ＝ ２ ｄ

ｄｔ∫Ω Ñｖ ２ｄｘ ＝ ２ ｄ
ｄｔ∫Ω（λ ２

１ ＋ λ ２
２ ＋ λ ２

３）ｄｘ ＝

　 　 　 　 － ８∫
Ω
λ １λ ２λ ３ｄｘ ＋ ２∫

Ω
Ñθ·ωｄｘ ≤

　 　 　 　 ２ ｓｕｐ
Ω

λ ＋
２（ｘ，ｔ） － ｉｎｆ

Ω
λ －

２（ｘ，ｔ）[ ] ‖ω（·，ｔ）‖２
Ｌ２ ＋ ２‖Ñθ‖Ｌ２‖ω（·，ｔ）‖Ｌ２， （２４）

因此

　 　 ｄ
ｄｔ

‖ω（·，ｔ）‖Ｌ２ ≤

　 　 　 　 ｓｕｐ
Ω

λ ＋
２（ｘ，ｔ） － １

２
ｉｎｆ
Ω

λ －
２（ｘ，ｔ）

é

ë
êê

ù

û
úú ‖ω（·，ｔ）‖Ｌ２ ＋ ‖Ñθ‖Ｌ２ ． （２５）

再由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理得

　 　 ‖ω（·，ｔ）‖Ｌ２ ≤

　 　 　 　 ｅ∫
ｔ

０
ｓｕｐΩ λ ＋

２ （ｘ，τ） －
１
２ ｉｎｆΩ λ －

２ （ｘ，τ）[ ] ｄτ ‖ω０‖Ｌ２ ＋ ∫ｔ
０
‖Ñθ（ｘ，τ）‖Ｌ２ｄτ( ) ． （２６）

同理可得

　 　 － ４∫
Ω
λ １λ ２λ ３ｄｘ ＝ ４∫

Ω
λ ＋

２ λ １（λ １ ＋ λ ２）ｄｘ － ４∫
Ω
λ －

２ λ ３（λ ２ ＋ λ ３）ｄｘ ＝

　 　 　 　 ２∫
Ω
λ ＋

２（２λ ２
１ ＋ ２λ １λ ２）ｄｘ － ４∫

Ω
λ －

２（λ ２λ ３ ＋ λ ２
３）ｄｘ ≥

　 　 　 　 ２∫
Ω
λ ＋

２（λ ２
１ ＋ λ １λ ２ ＋ λ ２

２）ｄｘ － ４∫
Ω
λ －

２（λ ２
２ ＋ λ ２λ ３ ＋ λ ２

３）ｄｘ ≥

　 　 　 　 ２ ｉｎｆ
Ω

λ ＋
２（ｘ，ｔ）∫

Ω
（λ ２

１ ＋ λ １λ ２ ＋ λ ２
２）ｄｘ －

　 　 　 　 ４ ｓｕｐ
Ω

λ －
２（ｘ，ｔ）∫

Ω
（λ ２

２ ＋ λ ２λ ３ ＋ λ ２
３）ｄｘ ． （２７）

类似式（２５）的做法可得

　 　 ｄ
ｄｔ

‖ω（ｘ，ｔ）‖２
Ｌ２ ≥ [ ｉｎｆ

Ω
λ ＋

２（ｘ，ｔ） － ２ ｓｕｐ
Ω

λ －
２（ｘ，ｔ） ]‖ω（ｘ，ｔ）‖２

Ｌ２ －

　 　 　 　 ２‖Ñθ（ｘ，ｔ）‖Ｌ２‖ω（ｘ，ｔ）‖Ｌ２，
即

　 　 ｄ
ｄｔ

‖ω（ｘ，ｔ）‖Ｌ２ ≥

　 　 　 　 １
２

ｉｎｆ
Ω

λ ＋
２（ｘ，ｔ） － ｓｕｐ

Ω
λ －

２（ｘ，ｔ）
é

ë
êê

ù

û
úú ‖ω（ｘ，ｔ）‖Ｌ２ － ‖Ñθ（ｘ，ｔ）‖Ｌ２ ．
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再由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理得

　 　 ‖ω（·，ｔ）‖Ｌ２ ≥

　 　 　 　 ｅ∫
ｔ

０
１
２ ｉｎｆΩ λ ＋

２ （ｘ，τ） －ｓｕｐΩ λ －
２ （ｘ，τ）[ ] ｄτ ‖ω０‖Ｌ２ － ∫ｔ

０
‖Ñθ（ｘ，τ）‖Ｌ２ｄτ( ) ． （２８）

由式（２６）、（２８）得式（４）． □

４　 总结和展望

本文在二维情况下，用形变张量的特征值给出温度梯度的 Ｌ２ 估计，从中可见，若区域中的

流体微团沿膨胀方向的膨胀速率越大，则温度梯度在有限时间内爆破的可能性就越大．在三维

情况下，用形变张量的特征值和温度的偏导给出涡量的 Ｌ２ 估计，由此可见，若区域中的微团在

大部分时间内一般都是平面拉伸的，且温度关于 ｘ１，ｘ２ 的偏导足够小，则涡量在有限时间内爆

破的可能性就大．相反地，若区域中的微团在大部分时间内一般都是线性拉伸的，且温度关于

ｘ１，ｘ２ 的偏导有界，则涡量在有限时间内不爆破的可能性就大．
目前，二维或三维的无黏性、无热传导 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组光滑解的全局正则性是开问题，

而且局部光滑解的爆破准则也很少，只有在二维情况下，Ｃｈａｅ 和 Ｎａｍ 在文献［１］中用温度梯

度给出解爆破的条件．笔者将试图用本文所得到的结论推导二维或三维 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组的

爆破准则；另一方面，也尝试利用本文结果所得到的提示构造 Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ 方程组的全局光滑解

或有限时间内爆破的解．
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