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摘要：　 基于忆阻器分数阶时滞神经网络的研究是一个热点问题．该文主要研究了基于忆阻器分数

阶时滞混沌神经网络的修正投影同步．结合分数阶微分不等式， 得到了实现主动⁃被动系统获得同

步的充分条件．其研究结果更具有一般性．相应的数值模拟证实了方法的有效性．
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引　 　 言

分数阶微积分主要集中处理任意阶微分和积分， 其研究已有 ３００ 多年的历史．由于其复杂
性和缺乏实际应用背景而发展缓慢［１⁃２］ ．最近几十年，有关专论和会议加强了分数阶微积分在
物理、 生物工程、信号处理等方面的应用［３⁃５］ ．由于分数阶微积分具有记忆和遗传性质的优点，
一些作者引入分数阶微积分到神经网络， 从而形成分数阶神经网络，它能更好地描述神经元

的动力学行为．
值得注意的是，大部分工作研究的是不带时滞的分数阶神经网络［６⁃１１］ ．但是在实际系统

中，不可避免地存在测量和通讯的落后， 导致系统存在时滞， 时滞微分模型也存在于大量的
生物系统、 工程系统和人工神经网络中［１２⁃１７］ ．并且时滞能引起系统的振动和不稳定行为， 从而
导致系统具有更复杂的动力学行为．因此， 研究时滞微分模型具有更大的意义．

另一方面， 自从 Ｐｅｃｏｒａ（皮卡）等在 １９９０ 年研究了混沌同步［１８］ 以后，同步已成为神经网
络和复杂网络的一个热点话题．直到现今，许多类型的同步被研究，譬如完全同步、滞后同步、
相同步、投影同步、广义同步等， 而且同步的方法也不断涌现［１９⁃２１］ ．在众多类型的同步中， 由于
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投影同步带有一定的比例特征，能获得较快的通信， 因此， 投影同步的研究具有重要的理论
和应用价值．最近， 投影同步已被众多作者广泛研究［６⁃７］ ．

尽管一些作者研究了分数阶带时滞神经网络的稳定性和同步问题［１５⁃１７］，但是， 关于基于
忆阻器分数阶时滞神经网络仍然是个开放性的课题．１９７１ 年， Ｃｈｕａ 首先提出了忆阻器的概
念［２２］ ．基于忆阻器神经网络是一个特殊的神经网络类型［２３⁃２４］ ．由于忆阻器在新的模拟电路中
有着重要的作用， 其能即时模仿大脑的功能，而传统的电阻器不能实现记忆功能，故关于基于
忆阻器神经网络的动力学分析和同步已经吸引了许多研究者的注意［２５⁃３１］ ．但就现有文献，关于
基于忆阻器分数阶时滞神经网络的投影同步还很少被研究［３０⁃３１］ ．鉴于此， 本文主要讨论基于
忆阻器分数阶时滞神经网络的修正投影同步，结合分数阶微分不等式， 得到了保证主动⁃被动
系统获得同步的充分条件．

１　 预 备 知 识

关于分数阶微积分的定义有多种形式，常用有 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶导数和 Ｃａｐｕｔｏ 分
数阶导数， 从分数阶导数的 Ｌａｐｌａｃｅ（拉普拉斯）变换中认识到， Ｃａｐｕｔｏ 定义的优势在于构成问
题定解条件时只需要用到整数阶导数的初始条件， 因此， 在本文中， 所采用的是 Ｃａｐｕｔｏ 分数
阶导数．

定义 １［１］ 　 函数 ｘ（ ｔ） 的 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ 导数定义如下：

　 　 Ｄαｘ（ ｔ） ＝ １
Γ（ｎ － α）∫

ｔ

ｔ０
（ ｔ － τ） ｎ－α－１ｘ（ｎ）（τ）ｄτ， （１）

其中　 　 ｎ － １ ＜ α ＜ ｎ ∈ Ｚ ＋ ．
定义 ２［１］ 　 含两个参数的 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数为如下形式：

　 　 Ｅα， β（ ｚ） ＝ ∑
∞

ｐ ＝ ０

ｚｐ

Γ（ｐα ＋ β）
， （２）

其中 α ＞ ０， β ＞ ０， ｚ ∈ Ｃ ．当 β ＝ １ 时， Ｅα（ ｚ） ＝ Ｅα， １（ ｚ）， 而且 Ｅ１， １（ ｚ） ＝ ｅｚ ．
本文考虑下面基于忆阻器分数阶时滞神经网络系统作为主动系统：

　 　 Ｄαｘｉ（ ｔ） ＝ － ｃｉｘｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ＋ Ｉｉ， （３）

其中 ｉ ＝ １， ２， …， ｎ，ｔ≥０， ｎ是神经网络单位的数目， ｘ（ ｔ）＝ （ｘ１（ ｔ）， ｘ２（ ｔ）， …，ｘｎ（ ｔ）） Ｔ，ｘｉ（ ｔ）
为第 ｉ 个神经元的状态变量，ｃｉ 为正的常数， Ｉｉ 是外部输出常数， ｆｉ（·） 是非线性激励函数， τ
是时滞且是正的常数， ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））， ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） 分别是不带时滞和带时滞链接忆阻权重， 其定义
如下：

　 　 ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＝
ａｉｊ， ｜ ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ＞ Ｔ ｊ，
ａｉｊ， ｜ ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ＜ Ｔ ｊ，{

　 　 ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＝
ｂｉｊ， ｜ ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ＞ Ｔ ｊ，

ｂｉｊ， ｜ ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ＜ Ｔ ｊ，{
且ａｉｊ（ ±Ｔ ｊ） ＝ ａｉｊ 或 ａｉｊ， ｂｉｊ（ ±Ｔ ｊ） ＝ ｂｉｊ 或 ｂｉｊ， ｉ， ｊ ＝ １，２， …， ｎ，其中切换界值 Ｔ ｊ ＞ ０， 权 ａｉｊ， ａｉｊ，
ｂｉｊ， ｂｉｊ 都是常数．反应系统描述如下：

　 　 Ｄαｙｉ（ ｔ） ＝ － ｃｉｙｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τ）） ＋ Ｉｉ ＋ ｕｉ（ ｔ）， （４）

０４２ 张　 玮　 玮　 　 　 陈　 定　 元　 　 　 吴　 然　 超　 　 　 曹　 进　 德



其中 ｕｉ（ ｔ） 是控制输入函数， ｉ ＝ １， ２， …， ｎ， ｔ ≥ ０．
在本文中， 由于 ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））， ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） 都是不连续的，所以， 通常研究右端连续微分方程

动力学行为的方法已经不再适用．本文中所有系统的解都在 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 意义下处理．下面引入 Ｆｉｌ⁃
ｉｐｐｏｖ 解的概念．

定义 ３［２９］ 　 对于右不连续系统 ｄｘ ／ ｄｔ ＝ ｆ（ ｔ， ｘ）， ｆ： Ｒ ＋ × Ｒｎ → Ｒｎ， 其集合映射定义为

　 　 Ｆ（ ｔ，ｘ） ＝∩
δ ＞ ０

∩
μ（Ｎ） ＝ ０

ｃｏ— ［ ｆ（ ｔ，Ｂ（ｘ，δ） ／ Ｎ）］，

其中 ｃｏ— ［Ｅ］ 表示集合 Ｅ 的闭凸包，Ｂ（ｘ，δ） ＝ ｙ ∶‖ｙ － ｘ‖ ≤ δ，μ（Ｎ） 是 Ｎ 上的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度．
定义 ４［２９］ 　 称函数 ｘ（ ｔ） 为非线性系统定义在非退化区间 Ｉ⊂ Ｒ 上的一个 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 解， 若

函数 ｘ（ ｔ） 在区间 Ｉ的任意子区间［ ｔ１， ｔ２］ 是绝对连续的， 并且其满足的微分包含 ｄｘ ／ ｄｔ∈Ｆ（ ｔ，
ｘ）， 几乎处处 ｔ ∈ Ｉ ．

下面定义系统（３）和（４）的 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 解．设集值映射为

　 　 ｃｏ［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ＝
ａｉｊ， ｜ ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ＞ Ｔ ｊ，
ｃｏ { ａｉｊ，ａｉｊ } ， ｜ ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ＝ Ｔ ｊ，
ａｉｊ， ｜ ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ＜ Ｔ ｊ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 　 ｃｏ［ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ＝
ｂｉｊ， ｜ ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ＞ Ｔ ｊ，

ｃｏ { ｂｉｊ，ｂｉｊ } ， ｜ ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ＝ Ｔ ｊ，

ｂｉｊ， ｜ ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ＜ Ｔ ｊ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 ｃｏ［ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ＝
ａｉｊ， ｜ ｙ ｊ（ ｔ） ｜ ＞ Ｔ ｊ，
ｃｏ { ａｉｊ，ａｉｊ } ， ｜ ｙ ｊ（ ｔ） ｜ ＝ Ｔ ｊ，
ａｉｊ， ｜ ｙ ｊ（ ｔ） ｜ ＜ Ｔ ｊ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 　 ｃｏ［ｂｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ＝
ｂｉｊ， ｜ ｙ ｊ（ ｔ） ｜ ＞ Ｔ ｊ，

ｃｏ { ｂｉｊ，ｂｉｊ } ， ｜ ｙ ｊ（ ｔ） ｜ ＝ Ｔ ｊ，

ｂｉｊ， ｜ ｙ ｊ（ ｔ） ｜ ＜ Ｔ ｊ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

定义 ５［２９］ 　 称函数 ｘ（ ｔ）， ｙ（ ｔ） 分别为系统（３）和（４）定义在区间 ［０， Ｔ） 上的 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ
解， 若函数 ｘ（ ｔ）， ｙ（ ｔ） 在区间［０， Ｔ） 的任意子区间是绝对连续的， 并且满足

　 　 Ｄαｘｉ（ ｔ） ∈－ ｃｉｘｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｏ［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｏ［ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ＋ Ｉｉ （５）

和

　 　 Ｄαｙｉ（ ｔ） ∈－ ｃｉｙｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｏ［ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃｏ［ｂｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τ）） ＋ Ｉｉ ＋ ｕｉ（ ｔ）， （６）

其中 ０ ＜ α ＜ １， ｔ≥０， ｉ ＝ １， ２， …， ｎ， ｃｏ［ｕ， ｖ］ 表示由实数 ｕ， ｖ或是实矩阵 ｕ， ｖ 产生的凸

闭包．
或等价地， 对于几乎处处 ｔ ∈ ［０， Ｔ）， ｉ， ｊ ＝ １， ２， …， ｎ， 存在

　 　 ρ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ∈ ｃｏ［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］， γ ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ∈ ｃｏ［ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］，
　 　 α ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ∈ ｃｏ［ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］， β ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ∈ ｃｏ［ｂｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］，
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使得

　 　 Ｄαｘｉ（ ｔ） ＝ － ｃｉｘｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ρ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
α ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ＋ Ｉｉ （７）

和

　 　 Ｄαｙｉ（ ｔ） ＝ － ｃｉｙｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
γ ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
β ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τ）） ＋ Ｉｉ ＋ ｕｉ（ ｔ） ． （８）

通过运用微分包含和集值映射等理论， 系统（３）和（４）在 Ｆｉｌｉｐｐｏｖ 意义下， 等价于分数阶微分

包含系统（５）和（６）．
为了获得主动系统和反应系统的修正投影同步， 本文给出了如下假设、定义和引理．
假设 １　 函数 ｆ ｊ 满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件，即对任意的 ｕ ｊ， ｖｊ ∈Ｒ， 存在常数 Ｌ ｊ ＞ ０， 使得 ｜ ｆ ｊ（ｕ ｊ）

－ ｆ ｊ（ｖｊ） ｜ ≤ Ｌ ｊ ｜ ｕ ｊ － ｖｊ ｜ ，ｊ ＝ １， ２， …， ｎ 成立．
定义 ６ 　 若存在控制函数 ｕｉ（ ｔ） 和非零对角常数矩阵 Θ ∈ Ｒｎ×ｎ 使得下列等式

ｌｉｍｔ→∞ ‖ｙ（ ｔ） －Θｘ（ ｔ）‖ ＝ ０ 成立，则称分数阶时滞主动系统（４）和反应系统（５）是修正投影同

步的．
引理 １［３２］ 　 设 Ｖ（ ｔ） 是［０， ＋ ∞） 上的一个连续函数，且满足 ＤαＶ（ ｔ） ≤－ λＶ（ ｔ）， 则 Ｖ（ ｔ）

≤ Ｖ（ ｔ０）·Ｅα（ － λ（ ｔ － ｔ０） α）， 其中 α ∈ （０，１）， λ 是正常数．
引理 ２［３２］ 　 设 α ＜ ２， β 是任意实数， πα ／ ２ ＜ μ ＜ ｍｉｎ { π， πα } ，Ｃ 是一个实常数， 使得

下列式子成立：

　 　 ｜ Ｅα， β（ ｚ） ｜ ≤ Ｃ
１ ＋｜ ｚ ｜

， μ ≤｜ ａｒｇ（ ｚ） ｜ ≤ π，　 　 ｜ ｚ ｜ ＞ ０．

引理 ３［３３］ 　 设 ｈ（ ｔ） ∈ Ｃ１（［０， ＋ ∞］，Ｒ） 是一个连续可导的函数， 对于任意 α ∈（０， １），
有下列不等式成立： Ｄα ｜ ｈ（ ｔ） ｜ ≤ ｓｇｎ（ｈ（ ｔ））Ｄαｈ（ ｔ） ．

引理 ４　 在假设 １ 成立的情况下， 如果 ｆ ｊ（ ± Ｔ ｊ） ＝ ０， ｊ ＝ Ｎ， 则

　 　 ｜ ｃｏ［ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｃｏ［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤ ａ－ ｉｊＬ ｊ ｜ ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ，

　 　 ｜ ｃｏ［ｂｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｃｏ［ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤ ｂ
－
ｉｊＬ ｊ ｜ ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ．

即对任意

　 　 ρ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ∈ ｃｏ［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］， γ ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ∈ ｃｏ［ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］，
　 　 α ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ∈ ｃｏ［ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］， β ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ∈ ｃｏ［ｂｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］，

有下列不等式成立：
　 　 ｜ γ ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ρ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤ ａ－ ｉｊＬ ｊ ｜ ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ，

　 　 ｜ β ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － α ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤ ｂ
－
ｉｊＬ ｊ ｜ ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ，

其中　 　 ａ－ ｉｊ ＝ ｍａｘ { ｜ ａｉｊ ｜ ， ｜ ａｉｊ ｜ } ，ｂ
－
ｉｊ ＝ ｍａｘ { ｜ ｂｉｊ ｜ ， ｜ ｂｉｊ ｜ } ．

证明　 分以下情形讨论：
① 当 ｜ ｘ ｊ ｜ ， ｜ ｙ ｊ ｜ ＞ Ｔ ｊ 时， 有
　 　 ｜ ｃｏ［ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｃｏ［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ＝
　 　 　 　 ｜ ａｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ａｉｊ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤ ａ－ ｉｊＬ ｊ ｜ ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ，
　 　 ｜ ｃｏ［ｂｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｃｏ［ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ＝
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　 　 　 　 ｜ ｂｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｂｉｊ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤ ｂ
－
ｉｊＬ ｊ ｜ ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ．

② 当 ｜ ｘ ｊ ｜ ， ｜ ｙ ｊ ｜ ＜ Ｔ ｊ 时， 有

　 　 ｜ ｃｏ［ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｃｏ［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ＝
　 　 　 　 ｜ ａｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ａｉｊ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤ ａ－ ｉｊＬ ｊ ｜ ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ，
　 　 ｜ ｃｏ［ｂｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｃｏ［ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ＝

　 　 　 　 ｜ ｂｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｂｉｊ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤ ｂ
－
ｉｊＬ ｊ ｜ ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ．

③ 当 ｜ ｘ ｊ ｜ ≤ Ｔ ｊ ≤｜ ｙ ｊ ｜ 或 ｜ ｙ ｊ ｜ ≤ Ｔ ｊ ≤｜ ｘ ｊ ｜ 时，不妨设 ｜ ｘ ｊ ｜ ≤ Ｔ ｊ ≤｜ ｙ ｊ ｜ ， 若 ｙ ｊ ＜ － Ｔ ｊ，
则有

　 　 ｜ ｃｏ［ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｃｏ［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ＝
　 　 　 　 ｜ ａｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ａｉｊ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤｜ ａｉｊ ｜ ｜ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｆ ｊ（ － Ｔ ｊ） ｜ ＋
　 　 　 　 ｜ ａｉｊ ｜ ｜ ｆ ｊ（ － Ｔ ｊ） － ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤ ａ－ ｉｊＬ ｊ ｜ ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ，
　 　 ｜ ｃｏ［ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｃｏ［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ＝
　 　 　 　 ｜ ｂｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｂｉｊ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤｜ ｂｉｊ ｜ ｜ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｆ ｊ（ － Ｔ ｊ） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ｂｉｊ ｜ ｜ ｆ ｊ（ － Ｔ ｊ） － ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤ ｂ
－
ｉｊＬ ｊ ｜ ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ．

若 ｙ ｊ ＞ Ｔ ｊ， 则有

　 　 ｜ ｃｏ［ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｃｏ［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ＝
　 　 　 　 ｜ ａｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ａｉｊ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤｜ ａｉｊ ｜ ｜ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｆ ｊ（Ｔ ｊ） ｜ ＋
　 　 　 　 ｜ ａｉｊ ｜ ｜ ｆ ｊ（Ｔ ｊ） － ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤ ａ－ ｉｊＬ ｊ ｜ ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ，
　 　 ｜ ｃｏ［ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｃｏ［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ＝
　 　 　 　 ｜ ｂｉｊ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｂｉｊ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤｜ ｂｉｊ ｜ ｜ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｆ ｊ（Ｔ ｊ） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ ｂｉｊ ｜ ｜ ｆ ｊ（Ｔ ｊ） － ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｜ ≤ ｂ
－
ｉｊＬ ｊ ｜ ｙ ｊ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ） ｜ ．

对于 ｜ ｙ ｊ ｜ ≤ Ｔ ｊ ≤｜ ｘ ｊ ｜ 情形，可类似地证明．

２　 修正投影同步一般方法

本文考虑基于忆阻器分数阶时滞神经网络的修正投影同步，其主要目的是设计一个合适

的控制器使得反应系统和主动系统得到同步．
定义同步误差： ｅｉ（ ｔ） ＝ ｙｉ（ ｔ） － θ ｉｘｉ（ ｔ） ．
选择控制函数 ｕｉ（ ｔ） 如下：
　 　 ｕｉ（ ｔ） ＝ ｖｉ（ ｔ） ＋ ｗ ｉ（ ｔ）， （９）

其中

　 　 ｖｉ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））［θ ｊ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） － ｆ ｊ（θ ｊｘ ｊ（ ｔ））］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
θ ｊ［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） － ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｂｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））［θ ｊ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ）） － ｆ ｊ（θ ｊｘ ｊ（ ｔ － τ））］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
θ ｊ［ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） － ｂｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ）） ＋ （θ ｉ － １） Ｉｉ，

　 　 ｗ ｉ（ ｔ） ＝ － ｄｉ［ｙｉ（ ｔ） － θ ｉｘｉ（ ｔ）］ － ｄｉ［ｙｉ（ ｔ － τ） － θ ｉｘｉ（ ｔ － τ）］ ，
ｄｉ， ｄｉ都是控制常数，θ ｉ 是投影系数．

３４２一类基于忆阻器分数阶时滞神经网络的修正投影同步



联合系统（５）和（６），得到误差系统：

　 　 Ｄαｅｉ（ ｔ） ∈ － ｃｉｅｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｃｏ［ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｃｏ［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（θ ｊｘ ｊ（ ｔ））） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｃｏ［ｂｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τ）） － ｃｏ［ｂｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（θ ｊｘ ｊ（ ｔ － τ））） －

　 　 　 　 ｄｉ［ｙｉ（ ｔ） － θ ｉｘｉ（ ｔ）］ － ｄｉ［ｙｉ（ ｔ － τ） － θ ｉｘｉ（ ｔ － τ）］ ． （１０）
或者等价于下式：

　 　 Ｄαｅｉ（ ｔ） ＝ － ｃｉｅｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［γ ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ρ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（θ ｊｘ ｊ（ ｔ））］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［β ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τ）） － α ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（θ ｊｘ ｊ（ ｔ － τ））］ －

　 　 　 　 ｄｉ［ｙｉ（ ｔ） － θ ｉｘｉ（ ｔ）］ － ｄｉ［ｙｉ（ ｔ － τ） － θ ｉｘｉ（ ｔ － τ）］ ． （１１）
定理 １　 在假设 １ 成立的情况下， 基于控制函数 ｕｉ（ ｔ） 满足式（９），则系统（３）和（４）可获

得全局渐近修正投影同步．
证明　 根据引理 ３， 有
　 　 Ｄα ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ≤ ｓｇｎ（ｅｉ（ ｔ））Ｄαｅｉ（ ｔ） ． （１２）

构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ． （１３）

根据引理 ４ 和式（１２）， 得到

　 　 ＤαＶ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｄα ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｇｎ（ｅｉ（ ｔ）） { － ｃｉｅｉ（ ｔ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［γ ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ρ ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（θ ｊｘ ｊ（ ｔ））］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［β ｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τ）） － α ｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（θ ｊｘ ｊ（ ｔ － τ））］ －

　 　 　 　 ｄｉ［ｙｉ（ ｔ） － θ ｉｘｉ（ ｔ）］ － ｄｉ［ｙｉ（ ｔ － τ） － θ ｉｘｉ（ ｔ － τ）］ } ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
{ － ｃｉ ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ａ－ ｉｊＬ ｊ ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｂ
－
ｉｊＬ ｊ ｜ ｅｊ（ ｔ － τ） ｜ － ｄｉ ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ｄｉ ｜ ｅｉ（ ｔ － τ） ｜ } ＝

　 　 　 　 － ∑
ｎ

ｉ ＝ １
{ ｃｉ ＋ ｄｉ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ａ－ ｉｊＬ ｊ } ｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ － ∑

ｎ

ｉ ＝ １
{ ｄｉ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂ
－
ｉｊＬ ｊ } ｜ ｅｉ（ ｔ － τ） ｜ ．

选择合适的自适应常数 ｄｉ 可使得 ｄｉ ＞ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａ－ ｉｊＬ ｊ － ｃｉ， ｄｉ ＞ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂ
－
ｉｊＬ ｊ ．记

　 　 λ １ ＝ ｍｉｎ { ｃｉ ＋ ｄｉ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａ－ ｉｊＬ ｊ } ， λ ２ ＝ ｍｉｎ { ｄｉ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂ
－
ｉｊＬ ｊ } ，

则有

　 　 ＤαＶ（ ｔ） ≤－ λ １∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ － λ ２∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｅｉ（ ｔ － τ） ｜ ≤－ λ １∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｅｉ（ ｔ） ｜ ＝ － λ １Ｖ（ ｔ） ．

由引理 １ 和引理 ２，基于忆阻器分数阶时滞神经网络（４）全局修正投影同步于系统（３）．

注 １　 当 Θ ＝ Ｉ， 系统（３） 和（４） 称为全局渐近完全同步，其控制函数 ｕｉ（ ｔ） 简化为
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　 　 ｕｉ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） － ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） － ｂｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ））］ ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ）） －

　 　 　 　 ｄｉ［ｙｉ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）］ － ｄ ｉ［ｙｉ（ ｔ － τ） － ｘｉ（ ｔ － τ）］ ． （１４）
注 ２　 当 Θ ＝ － Ｉ， 系统（３） 和（４） 称为全局渐近反向同步，其控制函数 ｕｉ（ ｔ） 简化为

　 　 ｕｉ（ ｔ） ＝ － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ － ｘ ｊ（ ｔ）） － ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］ － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
［ｂｉｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ － ｘ ｊ（ ｔ － τ）） －

　 　 　 　 ｂｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ｆ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ））］ － ２Ｉｉ － ｄｉ［ｙｉ（ ｔ） ＋ ｘｉ（ ｔ）］ － ｄ ｉ［ｄｉ（ ｔ － τ） ＋ ｘｉ（ ｔ － τ）］ ． （１５）
注 ３　 当 Θ为对角线上的元素都相等的对角阵，则系统（３）和（４）称为投影同步．
注 ４　 由于时滞不可避免地存在于系统中， 并且时滞能引起系统更复杂的动力学行为， 所以考虑时滞因

素有其必要性和重要性．然而， 文献［６⁃７］研究的是不带时滞的神经网络的投影同步， 本文推广了这些文献的

结果．

３　 数 值 模 拟

例 １　 本文考虑下面的基于忆组器分数阶时滞神经网络系统：
　 　 Ｄαｘ（ ｔ） ＝ － Ｃｘ（ ｔ） ＋ Ａ（ｘ（ ｔ）） ｆ（ｘ（ ｔ）） ＋ Ｂ（ｘ（ ｔ）） ｆ（ｘ（ ｔ － τ）） ＋ Ｉ， （１６）

其中

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ （ｘ１（ ｔ）， ｘ２（ ｔ））， α ＝ ０．９８， Ｃ ＝ ｄｉａｇ（１， １），
　 　 ｆ（ｘ（ ｔ）） ＝ （ｓｉｎ（ ｜ ｘ１（ ｔ） ｜ － １），ｔａｎｈ（ ｜ ｘ２（ ｔ） ｜ － １）），
　 　 Ｌ１ ＝ Ｌ２ ＝ １， τ ＝ ０．５， Ｉ ＝ （０， ０） Ｔ，

　 　 Ａ（ｘ（ ｔ）） ＝
１ ａ１２（ｘ２）

ａ２１（ｘ１） １．８
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｂ（ｘ（ ｔ）） ＝

ｂ１１（ｘ１） ｂ１２（ｘ２）
ｂ２１（ｘ１） ｂ２２（ｘ２）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

　 　 ａ１２（ｘ２） ＝
７， ｜ ｘ２ ｜ ＜ １，
５， ｜ ｘ２ ｜ ＞ １，{ 　 ａ２１（ｘ１） ＝

０．８， ｜ ｘ１ ｜ ＜ １，
１， ｜ ｘ１ ｜ ＞ １，{

　 　 ｂ１１（ｘ１） ＝
－ １．５， ｜ ｘ１ ｜ ＜ １，
－ １．２， ｜ ｘ１ ｜ ＞ １，{ 　 ｂ１２（ｘ２） ＝

１．０， ｜ ｘ２ ｜ ＜ １，
０．８， ｜ ｘ１ ｜ ＞ １，{

　 　 ｂ２１（ｘ１） ＝
０．８， ｜ ｘ１ ｜ ＜ １，
１．０， ｜ ｘ１ ｜ ＞ １，{ 　 ｂ２２（ｘ２） ＝

－ １．４， ｜ ｘ２ ｜ ＜ １，
－ １．６， ｜ ｘ２ ｜ ＞ １ ．{

图 １　 同步误差 ｅ１ 图 ２　 同步误差 ｅ２
Ｆｉｇ． １　 Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｅ１ Ｆｉｇ． ２　 Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｅ２

５４２一类基于忆阻器分数阶时滞神经网络的修正投影同步



图 ３　 状态变量 ｘ１， ｙ１ 的同步轨迹 图 ４　 状态变量 ｘ２， ｙ２ 的同步轨迹

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｘ１， ｙ１ Ｆｉｇ． ４　 Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｘ２， ｙ２

设 ｄ１ ＝ １４， ｄ２ ＝ １４， ｄ１ ＝ １２， ｄ２ ＝ １４，通过简单计算可得 ｄｉ ＞ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａ－ ｉｊＬ ｊ － ｃｉ，ｄｉ ＞ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂ
－
ｉｊＬ ｊ，

ｉ ＝ １，２．选择投影系数 θ １ ＝ θ ２ ＝ ２， 初始值 ｘ１（０） ＝ １，ｘ２（０） ＝ ２， ｙ１（０） ＝ ５， ｙ２（０） ＝ ６， 获得同

步误差如图 １ 和图 ２，同步轨迹如图 ３ 和图 ４．

４　 结 束 语

由于时滞不可避免地存在于神经网络中， 研究时滞神经网络的动力学形式具有重要性和

必要性．本文研究了基于忆阻器分数阶时滞神经网络的修正投影同步．为了获得主要结果， 设

计了一个有效控制器， 根据分数阶微分不等式，得到了主动⁃被动系统同步的充分条件．数值模

拟证实了理论的有效性和可行性．
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