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摘要：　 以 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的正则变换和生成函数为基础研究线性时变 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题的保

辛数值求解算法．根据第二类生成函数系数矩阵与状态传递矩阵的关系，构造了生成函数系数矩阵

的区段合并递推算法，并进一步将递推算法推广到线性非齐次边值问题中；然后利用生成函数的

性质将边值问题转化为初值问题，最后采用初值问题的保辛算法求解以达到整个 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统保

辛的目的．数值算例表明该方法能够有效地求解线性齐次与非齐次问题，并能很好地保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
系统的固有特性．
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引　 　 言

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题广泛存在于最优控制［１］、 天体力学、 气体动力学和量子物理学的

研究中．相比于初值问题， 边值问题解的存在性和唯一性要复杂得多， 因此对于边值问题求解

理论和数值方法的研究就非常重要．常用的边值问题求解算法包括打靶法、 差分法和有限元

法等［２］ ．
Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统有很多优越的内在特性，如状态变换为辛变换、相流形保持相空间的面积和

体积不变、保持能量和动量不变等［３］ ．数值仿真过程自然希望数值算法能够保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统

这些特性．然而，传统的边值问题求解算法并没有考虑 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的特性，其数值结果往往

会歪曲相流的整体特征．
近年来，利用正则变换和生成函数理论来构造 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题的求解算法，以达

到整个系统保辛目的的研究受到了学者的广泛关注．钟万勰等［４⁃５］从计算结构力学与最优控制

模拟理论出发，在统一的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下采用区段混合能理论提出了一系列高性能的数值解

法．Ｋｏｂｉｌａｒｏｖ 和 Ｍａｒｓｄｅｎ［６］采用离散形式的变分原理，构造了一类离散力学最优控制（ＤＭＯＣ）
方法，用于求解最优控制问题．Ｇｕｉｂｏｕｔ 和 Ｐａｒｋ 等［７⁃９］ 在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下发展了一套基于生成

函数的两点边值问题求解算法，并应用于连续推力下航天器的交会对接和卫星编队重构等问

题的求解．Ｗｕ（吴志刚）等［１０］利用生成函数得到硬终端约束控制问题最优控制律，避免了在末
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端时刻出现无穷大的反馈增益．彭海军等以时间区段两端状态为独立变量并在区段内采用插

值近似，构造了基于四类生成函数的非线性系统最优控制辛算法［１１⁃１２］，并将生成函数的方法

推广到了滚动时域控制中［１３］ ．
本文以 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的正则变换和生成函数理论为基础来构造 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题

的保辛求解算法．与文献［４⁃５，１０］不同的是，上述文献针对的是线性二次型最优控制问题控制

律的求解研究，而本文研究并给出了一般线性时变 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题的一类保辛数值方

法．通过构造生成函数系数矩阵的区段递推算法，并利用生成函数性质将边值问题转化为初值

问题，进而采用初值问题的保辛算法求解，使得数值结果能够保持原系统的几何结构特征．本
文还将上述求解算法推广到了线性非齐次 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题中．

１　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统正则变换与边值问题描述

对于一个 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，可以描述成［３］

　 　 ｄｚ
ｄｔ

＝ ｆ（ ｔ，ｚ） ＝ Ｊ －１ ∂Ｈ（ ｔ，ｚ）
∂ｚ

， （１）

其中， ｚ ＝ ［ｑ１ ｑ２ … ｑｎ ｐ１ ｐ２ … ｐｎ］ Ｔ ∈ Ｒ２ｎ，Ｊ 为单位辛矩阵，Ｈ（ ｔ，ｚ） 称为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
函数．变量 ｑ ＝ ［ｑ１ ｑ２ … ｑｎ］ Ｔ，ｐ ＝ ［ｐ１ ｐ２ … ｐｎ］ Ｔ 为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的对偶变量，方程

（１）可表示为如下对偶正则方程的形式：

　 　 ｑ ＝ ∂Ｈ
∂ｐ

， ｐ ＝ － ∂Ｈ
∂ｑ

． （２）

对于线性系统，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程（２）可表述成如下线性形式：

　 　
ｑ
ｐ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ Ａ（ ｔ）

ｑ
ｐ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （３）

线性 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程（３）状态变量之间的正则变换关系可用状态传递矩阵表述为

　 　
ｑ
ｐ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ Φ（ ｔ０，ｔ）

ｑ０

ｐ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （４）

其中

　 　 Φ（ ｔ０，ｔ） ＝
Φ１１（ ｔ，ｔ０） Φ１２（ ｔ，ｔ０）
Φ２１（ ｔ，ｔ０） Φ２２（ ｔ，ｔ０）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （５）

式中状态传递矩阵 Φ（ ｔ０，ｔ） 是辛矩阵，即 Φ（ ｔ０，ｔ） ＴＪΦ（ ｔ０，ｔ） ＝ Ｊ ．
Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程是 ２ｎ 维的一阶常微分方程组，需要 ２ｎ 个边界条件才能进行求解．对于两点

边值问题，边界条件通常在 ｔ０，ｔｆ 两端给定，如
　 　 ｑ（ ｔ０） ＝ ｑ０， ｑ（ ｔｆ） ＝ ｑｆ ． （６）
边界条件的提法是多样的，本文仅以上述标准形式为例给出 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题的保

结构求解算法，结论可推广适用于其他形式的边界条件．

２　 线性时变 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题

２．１　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的生成函数及性质

根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系理论［１４］，正则变换可以通过相空间坐标混合函数 Ｆ 来描述，Ｆ 的变量

一半来自旧变量组、另一半来自新变量组．混合函数 Ｆ 就像是两组正则变量之间的桥梁，因此
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被称为变换的生成函数．
Ｇｕｉｂｏｕｔ 等［７⁃９］ 采用初始时刻状态变量和当前时刻状态变量来构造生成函数，发展了一套

基于生成函数的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题求解方法．以第二类生成函数 Ｆ２ 为例，Ｆ２ 是以初始时

刻状态变量 ｐ０ 和当前时刻状态变量 ｑ 为变量的混合函数，可表述为 Ｆ２（ｑ，ｐ０，ｔ，ｔ０） ．对于线性

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，可将其 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数表示成二次型形式：

　 　 Ｈ（ｑ，ｐ，ｔ） ＝ １
２

ｑ
ｐ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ Ｂ（ ｔ） Ｃ（ ｔ）
Ｄ（ ｔ） Ｅ（ ｔ）

é

ë
ê
ê

ù

û
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ú
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ｐ
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ú ． （７）

其第二类生成函数可以定义成如下二次型形式：

　 　 Ｆ２（ｑ，ｐ０，ｔ，ｔ０） ＝ １
２

ｑ
ｐ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ Ｆ１１（ ｔ，ｔ０） Ｆ１２（ ｔ，ｔ０）
Ｆ２１（ ｔ，ｔ０） Ｆ２２（ ｔ，ｔ０）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑ
ｐ０
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ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （８）

其中 Ｆ１１（ ｔ，ｔ０），Ｆ１２（ ｔ，ｔ０）（ ＝ ＦＴ
２１（ ｔ，ｔ０）），Ｆ２２（ ｔ，ｔ０） 是二次型形式的生成函数 Ｆ２（ｑ，ｐ０，ｔ，ｔ０） 的

待求系数矩阵．根据第二类生成函数的性质可得

　 　
ｑ０ ＝

∂Ｆ２

∂ｐ０

＝ Ｆ２１（ ｔ，ｔ０）ｑ ＋ Ｆ２２（ ｔ，ｔ０）ｐ０，

ｐ ＝
∂Ｆ２

∂ｑ
＝ Ｆ１１（ ｔ，ｔ０）ｑ ＋ Ｆ１２（ ｔ，ｔ０）ｐ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（９）

当 ｔ ＝ ｔｆ 时，根据式（９）的第一个方程可得到

　 　 ｐ０ ＝ Ｆ －１
２２ （ ｔｆ，ｔ０）（ｑ０ － Ｆ２１（ ｔｆ，ｔ０）ｑｆ） ． （１０）

上式表明可以通过已知的两端边值条件来确定未知的初值条件，得到完备的初值条件 ［ｑ０；
ｐ０］， 从而可将边值问题转化为初值问题来求解，上述解法的关键在于确定生成函数系数矩阵

的值．
根据第二类生成函数的性质式（９），可以将 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数用生成函数表示成

　 　 Ｈ ｑ，
∂Ｆ２

∂ｑ
，ｔ
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ø
÷ ＝ １

２
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Ｔ Ｉ Ｆ１１

０ Ｆ２１
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Ｉ ０
Ｆ１１ Ｆ１２

é

ë
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ú
ú

ｑ
ｐ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１１）

此外，生成函数 Ｆ２（ｑ，ｐ０，ｔ，ｔ０） 满足 Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ 方程：

　 　
∂Ｆ２（ｑ，ｐ０，ｔ，ｔ０）

∂ｔ
＋ Ｈ ｑ，

∂Ｆ２

∂ｑ
，ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （１２）

将式（８）和（１１）代入上述 Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｊａｃｏｂｉ 方程中，根据向量的任意性可得到一组生成函

数系数矩阵的微分方程：

　 　

Ｆ１１ ＋ Ｂ ＋ Ｆ１１Ｄ ＋ ＣＦ１１ ＋ Ｆ１１ＥＦ１１ ＝ ０，

Ｆ１２ ＋ １
２
（ＤＴＦ１２ ＋ ＣＦ１２ ＋ Ｆ１１（Ｅ ＋ ＥＴ）Ｆ１１） ＝ ０，

Ｆ２２ ＋ Ｆ２１ＥＦ１２ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１３）

当 ｔ ＝ ｔ０ 时，第二类生成函数描述的是单位变换，即 Ｆ２（ｑ，ｐ０，ｔ ＝ ｔ０，ｔ０） ＝ ｑＴｐ０， 从而有

　 　 Ｆ１１（ ｔ０，ｔ０） ＝ ０， Ｆ１２（ ｔ０，ｔ０） ＝ Ｉ， Ｆ２２（ ｔ０，ｔ０） ＝ ０． （１４）
式（１４）给出了微分方程组（１３）的初始条件，据此可以通过数值积分方法求解微分方程组

（１３），从而确定生成函数 Ｆ２（ｑ，ｐ０，ｔ，ｔ０） 的系数矩阵．
２．２　 区段合并递推计算公式

关于生成函数 Ｆ２（ｑ，ｐ０，ｔ，ｔ０） 系数矩阵的确定，求解微分方程组（１３）是一种方法，而本小

０９９ 线性 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题的保辛数值方法



节将从另一个角度，根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统状态变量的正则变换性质，导出系数矩阵的区段合并

递推计算公式，从而求解生成函数的系数矩阵．
根据式（９），状态变量之间的正则变换关系式（４）可用生成函数的系数矩阵表示成

　 　
ｑ
ｐ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

Ｆ －１
２１ （ ｔ，ｔ０） － Ｆ －１

２１ （ ｔ，ｔ０）Ｆ２２（ ｔ，ｔ０）

Ｆ１１（ ｔ，ｔ０）Ｆ
－１
２１ （ ｔ，ｔ０） Ｆ１２（ ｔ，ｔ０） － Ｆ１１（ ｔ，ｔ０）Ｆ

－１
２１ （ ｔ，ｔ０）Ｆ２２（ ｔ，ｔ０）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｑ０

ｐ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１５）

将时间区域 ［ ｔ０，ｔｆ］ 离散，考虑任意 ３ 个时刻 ｔｉ ＜ ｔ ｊ ＜ ｔｋ，为了表述方便，将区段［ ｔｉ，ｔ ｊ］ 记

作区段 ａ，区段［ ｔ ｊ，ｔｋ］ 记作区段 ｂ，区段［ ｔｉ，ｔｋ］ 记作区段 ｃ，３个时间区段对应的状态传递矩阵分

别为 Φ（ａ），Φ（ｂ），Φ（ｃ） ．根据方程（１５）可得

　 　 Φ（ａ） ＝
Ｆ －１

２１ （ａ） － Ｆ －１
２１ （ａ）Ｆ２２（ａ）

Ｆ１１（ａ）Ｆ
－１
２１ （ａ） Ｆ１２（ａ） － Ｆ１１（ａ）Ｆ

－１
２１ （ａ）Ｆ２２（ａ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （１６）

　 　 Φ（ｂ） ＝
Ｆ －１

２１ （ｂ） － Ｆ －１
２１ （ｂ）Ｆ２２（ｂ）

Ｆ１１（ｂ）Ｆ
－１
２１ （ｂ） Ｆ１２（ｂ） － Ｆ１１（ｂ）Ｆ

－１
２１ （ｂ）Ｆ２２（ｂ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （１７）

　 　 Φ（ｃ） ＝
Ｆ －１

２１ （ｃ） － Ｆ －１
２１ （ｃ）Ｆ２２（ｃ）

Ｆ１１（ｃ）Ｆ
－１
２１ （ｃ） Ｆ１２（ｃ） － Ｆ１１（ｃ）Ｆ

－１
２１ （ｃ）Ｆ２２（ｃ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （１８）

状态传递矩阵之间具有如下传递关系：
　 　 Φ（ｃ） ＝ Φ（ｂ）Φ（ａ） ． （１９）
将式（１６） ～ （１８）代入传递关系式（１９），整理后可得生成函数系数矩阵的区段合并关系：
　 　 Ｆ１１（ｃ） ＝ Ｆ１１（ｂ） ＋ Ｆ１２（ｂ）Ｆ１１（ａ）Ｓ

－１Ｆ２１（ｂ）， （２０）
　 　 Ｆ２１（ｃ） ＝ Ｆ２１（ａ）Ｓ

－１Ｆ２１（ｂ）， （２１）
　 　 Ｆ２２（ｃ） ＝ Ｆ２２（ａ） ＋ Ｆ２１（ａ）Ｓ

－１Ｆ２２（ｂ）Ｆ１２（ａ）， （２２）
其中

　 　 Ｓ ＝ Ｉ － Ｆ２２（ｂ）Ｆ１１（ａ） ． （２３）
在本文的递推算法中，将时间区域 ［ ｔ０，ｔｆ］ 离散成 Ｎ 个子时间区段，每个子时间区段步长

为 τ，即 ｔ０ ＝ ｔ０，ｔ１ ＝ ｔ０ ＋ τ，…，ｔｋ ＝ ｔ０ ＋ ｋτ，…，ｔＮ ＝ ｔ０ ＋ Ｎτ ．若每个子时间区段的生成函数系数

矩阵都已知（方法见下小节），那么按照式（２０） ～ （２３）进行递推运算，就可求得第二类生成函

数 Ｆ２（ｑ，ｐ０，ｔ，ｔ０） 系数矩阵随时间变化的值，并用来确定初值条件以及求解相应的初值问题．
２．３　 生成函数与状态传递矩阵之间的关系

对比式（４）和（１５），可得到生成函数系数矩阵与传递函数系数矩阵之间的关系：

　 　

Φ１１（ ｔ，ｔ０） ＝ Ｆ －１
２１ （ ｔ，ｔ０），

Φ１２（ ｔ，ｔ０） ＝ － Ｆ －１
２１ （ ｔ，ｔ０）Ｆ２２（ ｔ，ｔ０），

Φ２１（ ｔ，ｔ０） ＝ Ｆ１１（ ｔ，ｔ０）Ｆ
－１
２１ （ ｔ，ｔ０），

Φ２２（ ｔ，ｔ０） ＝ Ｆ１２（ ｔ，ｔ０） － Ｆ１１（ ｔ，ｔ０）Ｆ
－１
２１ （ ｔ，ｔ０）Ｆ２２（ ｔ，ｔ０），

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２４）

以及与上式互逆的函数关系

　 　

Ｆ１１（ ｔ，ｔ０） ＝ Φ２１（ ｔ，ｔ０）Φ
－１
１１ （ ｔ，ｔ０），

Ｆ１２（ ｔ，ｔ０） ＝ Φ－Ｔ
１１ （ ｔ，ｔ０），

Ｆ２１（ ｔ，ｔ０） ＝ Φ－１
１１ （ ｔ，ｔ０），

Ｆ２２（ ｔ，ｔ０） ＝ － Φ－１
１１ （ ｔ，ｔ０）Φ１２（ ｔ，ｔ０） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２５）
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理论推导表明，生成函数与状态变换在理论上是等价的．然而这并不意味着两种方法可以

得到相同的数值结果．当积分区间远大于线性时变系统的特征时间时，状态传递矩阵的数值计

算结果存在数值溢出的风险，导致问题的病态；而通过生成函数构造的算法，可避免病态问题

的发生．
根据上述理论，生成函数解法的最后一个要点在于如何高精度、高效率地获得系数矩阵在

每个子时间区段的值：采用 Ｍａｇｎｕｓ 级数方法［１５］计算出每个子时间区段的传递辛矩阵，再根据

转换关系（２５）即可得到生成函数系数矩阵在每个子时间区段的值．Ｍａｇｎｕｓ 级数本质上是一种

保辛矩阵指数乘法摄动，属于保结构的几何积分方法，因此用上述方法求得的生成函数系数矩

阵递推公式不仅具有很高的数值精度，还能保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的几何结构［１０］ ．

３　 线性非齐次 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题

考虑线性 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统含有非齐次项的情况，即 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程为如下形式：

　 　
ｑ
ｐ

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ Ａ（ ｔ）

ｑ
ｐ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

ｆ１
ｆ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （２６）

对于非齐次方程，需要求解由于非齐次项产生的 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分．文献［１６］给出了非齐次项

为多项式、弦函数、指数函数以及它们的组合近似表达时，Ｄｕｈａｍｅｌ 项的精细积分递推计算格

式．线性非齐次 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程（２６）的解可表述成

　 　
ｑ
ｐ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ Φ（ ｔ０，ｔ）

ｑ０

ｐ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

ｒ１
ｒ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２７）

其中 ｒ ＝ ［ｒ１；ｒ２］ 为 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分项的计算值．
类比于线性齐次 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，线性非齐次系统第二类生成函数可以定义成如下形式：

　 　 Ｆ２（ｑ，ｐ０，ｔ，ｔ０） ＝ １
２

ｑ
ｐ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ Ｆ１１（ ｔ，ｔ０） Ｆ１２（ ｔ，ｔ０）
Ｆ２１（ ｔ，ｔ０） Ｆ２２（ ｔ，ｔ０）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑ
ｐ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ＯＨＯＴ， （２８）

其中 ＯＨＯＴ 表示生成函数表达式中的高阶项．
根据第二类生成函数的性质，可得

　 　
ｑ０

ｐ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

∂Ｆ２ ／ ∂ｐ０

∂Ｆ２ ／ ∂ｑ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Ｆ２１（ ｔ，ｔ０） Ｆ２２（ ｔ，ｔ０）
Ｆ１１（ ｔ，ｔ０） Ｆ１２（ ｔ，ｔ０）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑ
ｐ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

ｈ１

ｈ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２９）

其中 ｈ ＝ ［ｈ１；ｈ２］ 对应于生成函数的高阶偏导项．当 ｔ ＝ ｔｆ 时，根据式（２９）第一个方程可得到初

值条件：
　 　 ｐ０ ＝ Ｆ －１

２２ （ ｔｆ，ｔ０）（ｑ０ － Ｆ２１（ ｔｆ，ｔ０）ｑｆ － ｈ１（ ｔｆ，ｔ０）） ． （３０）
根据式（２９），线性非齐次 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程的解（２７）可用生成函数表示成

　 　
ｑ
ｐ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

Ｆ －１
２１ （ ｔ，ｔ０） － （Ｆ －１

２１ Ｆ２２）（ ｔ，ｔ０）

（Ｆ１１Ｆ
－１
２１ ）（ ｔ，ｔ０） Ｆ１２（ ｔ，ｔ０） － （Ｆ１１Ｆ

－１
２１ Ｆ２２）（ ｔ，ｔ０）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ｑ０

ｐ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

　 　 　 　
－ Ｆ －１

２１ （ ｔ，ｔ０）ｈ１

ｈ２ － （Ｆ１１Ｆ
－１
２１ ）（ ｔ，ｔ０）ｈ１

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （３１）

对比式（２７）和（３１）可以看出，线性非齐次系统中生成函数系数矩阵与传递矩阵之间的关

系与线性系统一致，而非齐次项部分之间的关系为

　 　
ｒ１ ＝ － Ｆ －１

２１ （ ｔ，ｔ０）ｈ１，

ｒ２ ＝ ｈ２ － （Ｆ１１Ｆ
－１
２１ ）（ ｔ，ｔ０）ｈ１，

{ （３２）
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以及与上式互逆的函数关系

　 　
ｈ１ ＝ － Ｆ２１（ ｔ，ｔ０）ｒ１，
ｈ２ ＝ ｒ２ － Ｆ１１（ ｔ，ｔ０）ｒ１ ．

{ （３３）

同样将时间区域 ［ ｔ０，ｔｆ］ 离散，考虑任意 ３ 个时刻 ｔｉ ＜ ｔ ｊ ＜ ｔｋ，时间区段 ａ，ｂ，ｃ 的定义与前文一

致．根据式（２７）可得到各个区段间的传递关系：

　 　
ｑ ｊ

ｐ ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Φ（ａ）

ｑｉ

ｐｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

ｒ１（ａ）
ｒ２（ａ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （３４）

　 　
ｑｋ

ｐｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Φ（ｂ）

ｑ ｊ

ｐ ｊ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

ｒ１（ｂ）
ｒ２（ｂ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （３５）

　 　
ｑｋ

ｐｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Φ（ｃ）

ｑｉ

ｐｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

ｒ１（ｃ）
ｒ２（ｃ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （３６）

联立对比式（３４） ～ （３６），可得到非齐次项对应的区段合并公式：

　 　
ｒ１（ｃ）
ｒ２（ｃ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Φ（ｂ）

ｒ１（ａ）
ｒ２（ａ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋

ｒ１（ｂ）
ｒ２（ｂ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （３７）

根据关系式（３２）可得到

　 　
ｒ１（ａ）
ｒ２（ａ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

－ Ｆ －１
２１ （ａ）ｈ１（ａ）

ｈ２（ａ） － Ｆ１１（ａ）Ｆ
－１
２１ （ａ）ｈ１（ａ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （３８）

　 　
ｒ１（ｂ）
ｒ２（ｂ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

－ Ｆ －１
２１ （ｂ）ｈ１（ｂ）

ｈ２（ｂ） － Ｆ１１（ｂ）Ｆ
－１
２１ （ｂ）ｈ１（ｂ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
， （３９）

　 　
ｒ１（ｃ）
ｒ２（ｃ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

－ Ｆ －１
２１ （ｃ）ｈ１（ｃ）

ｈ２（ｃ） － Ｆ１１（ｃ）Ｆ
－１
２１ （ｃ）ｈ１（ｃ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （４０）

将式（１７）、（２０） ～ （２３）及（３８） ～ （４０）代入非齐次项对应的区段合并公式（３７），整理后可

得到生成函数高阶偏导项的区段合并关系：
　 　 ｈ１（ｃ） ＝ ｈ１（ａ） ＋ Ｆ２１（ａ）Ｓ

－１（Ｆ２２（ｂ）ｈ２（ａ） ＋ ｈ１（ｂ））， （４１）
　 　 ｈ２（ｃ） ＝ Ｆ１２（ｂ）Ｆ１１（ａ）Ｓ

－１（Ｆ２２（ｂ）ｈ２（ａ） ＋ ｈ１（ｂ）） ＋ Ｆ１２（ｂ）ｈ２（ａ） ＋ ｈ２（ｂ） ． （４２）
按照与生成函数系数矩阵相同的计算步骤：将时间区域 ［ ｔ０，ｔｆ］ 离散成 Ｎ 个子时间区段，

每个子时间区段的高阶偏导项 ｈ 可通过式（３３）求得，再根据式（４１）、（４２）进行递推运算，即可

求得第二类生成函数高阶偏导项随时间变化的值，从而可确定式（３０）的初值条件并求解相应

的初值问题．

４　 初值问题的保辛数值算法

根据第 ２、３ 节的理论推导，得到了线性齐次和非齐次系统初始端未知的状态变量 ｐ０， 这

样就得到了完备的初始条件，从而可将 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题转化为初值问题求解．辛几何是

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系的数学框架，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系的算法必须是从辛几何框架中提出的能保证该体系

基本特征的算法［３］，称之为辛算法．针对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统初值问题的保辛数值求解算法已经有很

多研究，学者们提出了诸如辛 Ｅｕｌｅｒ 法、辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法、辛精细积分法等多种保辛算法．其中

基于 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 算法构造的辛算法，因其构造简单、适用范围广，获得了广泛的应用．
对于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程（１）， ｓ 级隐式 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的一般格式为
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ｚｎ＋１ ＝ ｚｎ ＋ τ∑

ｓ

ｉ ＝ １
ｂｉｋｉ，

ｋｉ ＝ ｆ ｔｎ ＋ ｃｉτ，ｚｎ ＋ τ∑
ｓ

ｊ ＝ １
ａｉｊｋ ｊ( ) ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４３）

其中 ｉ， ｊ ＝ １，２，…，ｓ，ｃｉ ≥０，∑ ｓ

ｉ ＝ １
ｃｉ ＝ １，∑ ｓ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ＝ ｃｉ，∑ ｓ

ｉ ＝ １
ｂｉ ＝ １．上述 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的系

数满足以下条件时为辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法：
　 　 ｂｉｂ ｊ － ａｉｊｂｉ － ａ ｊｉｂ ｊ ＝ ０． （４４）

上述系数取不同值时可得到不同的辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法．一种常用的二级四阶辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ
格式的系数为

　 　
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

１
４

１
４

－ ３
６

１
４

＋ ３
６

１
４
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ê
ê
ê
ê
ê
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û

ú
ú
ú
ú
ú

，
ｂ１

ｂ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

１
２
１
２

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

，
ｃ１
ｃ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

１
２

－ ３
６

１
２

＋ ３
６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

． （４５）

５　 数值仿真算例

５．１　 算例 １
考虑在地球中心引力场范围内航天器的交会对接问题．根据圆形参考轨道作线性化处理，

得到平面内的航天器的相对运动微分方程组（无量纲化），即 Ｃｌｏｈｅｓｓｙ⁃Ｗｉｌｔｓｈｉｒｅ 方程：

　 　

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ４

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

＝
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ｘ３

ｘ４
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ú
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ú

ｕ１

ｕ２
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ë
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ê
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ú
ú
⇔ ｘ ＝ Ｐｘ ＋ Ｑｕ，

其中 ［ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４］ Ｔ ＝ ［ｘ ｙ ｘ ｙ］ Ｔ 为航天器的状态变量，ｕ ＝ ［ｕ１ ｕ２］ Ｔ 为控制力向量．
航天器在平面内最优轨道交会问题要求在指定的时间 ｔｆ 内，从初始状态 ｘ０ 调整到期望状态 ｘｆ ．
交会过程中要求航天器消耗能量最省，即使得如下性能指标最小：

　 　 Ｊ ＝ １
２ ∫

ｔｆ

ｔ０
ｕＴ（ ｔ）ｕ（ ｔ）ｄｔ ．

图 １　 控制力变化曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｏｒｃｅｓ

根据最优控制理论可将该问题转化为一个 Ｈａｍ⁃
ｉｌｔｏｎ 系统边值问题求解．上述最优轨道交会问题对应

的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为

　 　 Ｈ（ｘ，λ，ｔ） ＝ １
２

ｘ
λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

Ｔ ０ ＰＴ

Ｐ － ＱＱＴ
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ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｘ
λ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

考虑初始条件 ｘ０ ＝ ［ － ０．１， － ０．１，０，０］ 和末端条

件 ｘｆ ＝ ［０，０，０，０］，交会时间 ｔｆ ＝ １．根据第 ３ 节提出的

递推算法求出高精度的初始协态变量 λ０， 并分别利

用辛算法（辛 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法，简记为 ＳＲＫ 法）和非辛

算法（经典 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法，简记为 ＲＫ 法）求解对应

的初值问题．
图 １ 给出了最优交会问题的控制力的大小，图 ２ 为最优交会过程中的位置变化曲线和速
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度变化曲线．其中实线为本文算法的计算结果，符号“∗”为参考解（采用 ＧＰＯＰＳ 工具箱［１７］ 求

解）．从图 １、图 ２ 可看出本文算法结果与参考解吻合，表明本文提出的算法能够有效地求解

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题．

（ａ） 相对位置变化曲线 （ｂ） 相对速度变化曲线

（ａ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ
图 ２　 状态变量

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｔａｔｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ

图 ３　 最优轨道交会问题的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数相对误差

Ｆｉｇ． ３　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｒｅｎｄｅｚｖｏｕｓ ｐｒｏｂｌｅｍ

图 ３ 为最优轨道交会问题的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数相对误差变化曲线 （ΔＨ），其中图 ３（ａ）、（ｂ）分
别为步长取 ０．００２ 时辛算法和非辛算法的计算结果，图 ３（ｃ）、（ｄ）分别为步长取 ０．０２ 时辛算法

和非辛算法的计算结果 ΔＨ（ ｔ） ＝ （Ｈ（ ｔ） － Ｈ（０）） ／ Ｈ（０），Ｈ（０） 为Ｈ在 ｔ ＝ ０ 时刻的取值．可以看

出，采用非辛算法求解得到的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数相对误差随积分时间线性增长，且误差与积分步

长有关，步长越大误差也越大；而采用辛算法计算能够高精度地保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的相对误

差，其振荡幅值不随时间而改变，且积分步长改变并不会影响 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的计算精度，说明
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辛算法能够很好地保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的定性性质．
５．２　 算例 ２

考虑一个竖直放置的弹簧振子系统，不受外力作用．其动力学方程可在 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 体系下表

示成
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其中 ｍ 为振子质量，ｋ 为弹簧刚度系数．系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为

　 　 Ｈ ＝ ｐ２

２ｍ
＋ １

２
ｋｑ２ ＋ ｍｇｑ ．

图 ４　 弹簧振子的位移曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｐｒｉｎｇ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ

这是一个线性非齐次 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，选取两

端边界条件 ｑ０ ＝ ０ ｍ， ｑｆ ＝ － ０．０９８ ｍ，积分时长 ｔｆ ＝
（π ／ ４） ｓ ．系统参数取为 ｍ ＝ ０．１ ｋｇ， ｋ ＝ １０ Ｎ ／ ｍ， ｇ
＝ ９．８ ｍ ／ ｓ２ ．

图 ４ 给出了弹簧振子的位移变化曲线，图 ５
给出了弹簧振子系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数相对误差变

化曲线．通过分析图 ４、图 ５，可以得到结论：对于

非齐次问题，本文提出的非齐次递推算法可以有

效地求解，且采用辛算法计算时同样能够很好地

保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的定性性质．

图 ５　 弹簧振子系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数相对误差

Ｆｉｇ． ５　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｐｒｉｎｇ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｓｙｓｔｅｍ

６　 结　 　 论

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的一个主要性质就是相流保持辛结构，然而传统的边值问题求解算法并没

有考虑系统的特性，其数值结果往往会歪曲相流的整体特征．本文针对线性齐次和非齐次

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题，基于正则变换和生成函数理论构造了一类保辛数值求解算法．文中根

据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统正则变换的辛矩阵描述，导出了生成函数系数矩阵的保结构递推算法，从而

得到高精度的未知初始状态参数，进而采用初值问题的保辛算法求解，使得数值结果能够保持

原系统的几何结构特征．数值仿真算例说明： １） 本文提出的递推算法能够有效地求解线性齐

次和非齐次 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的边值问题； ２） 采用保辛数值算法求解时，能够保持连续系统的辛

几何性质，在大步长离散情况下依然能很好地保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的固有特性．

６９９ 线性 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统边值问题的保辛数值方法
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