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摘要：　 研究了带有变化分布时滞的复值神经网络 Ｌａｇｒａｎｇｅ 稳定性问题．通过构造合适的 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函， 并使用矩阵不等式技巧，建立了网络全局指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ 稳定性的判定条件．
提供的判据是复值线性矩阵不等式， 能够使用 ＭＡＴＬＡＢ 软件的 ＹＡＬＭＩＰ 工具箱快速计算．
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引　 　 言

自 １９８２ 年美国加州理工学院生物物理学家 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 建立了神经网络的数学模型以来［１］，
许多神经网络模型被陆续提出， 它们的动力学行为被研究．神经网络现已广泛应用于图像处

理、信号处理、模式识别、联想记忆、优化计算、保密通讯等诸多领域．应用神经网络解决实际问

题时， 首要任务是要考虑模型的稳定性［２］ ．然而， 在用硬件实现神经网络的过程中， 由于放大

器转换速度的限制， 传递延迟是不可避免的［３］，时滞的出现不仅会降低网络的传递速度， 而

且会导致本来稳定的网络变得不稳定， 并有可能引起震荡甚至出现混沌现象［４］ ．因此，将时滞

引入神经网络， 建立时滞神经网络模型并研究其稳定性具有重要的理论意义和实用价值［５］ ．
近年来， 各类时滞神经网络的稳定性得到了大量的研究， 许多稳定性结果相继被提出［２⁃９］ ．

以上提到的神经网络是实值神经网络，即网络的神经元状态、输出、权值和激活函数都取

实数值．虽然实值神经网络已在诸多领域得到了应用， 但也有其局限性［１０］， 如在电子信息工

程领域， 人们就需要处理复数数据．因此， 复值神经网络应运而生［１１］ ．复值神经网络的神经元

状态、输出、权值和激活函数都为复值， 能够直接处理复值数据．正因如此， 复值神经网络稳定

性研究受到人们的特别关注， 并先后获得了一些 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 全局稳定性结论［１２⁃２１］ ．
众所周知， 当神经网络用于优化时， 要求网络有唯一平衡点， 该平衡点对应于待求解的

目标， 而且随着时间的增加， 要求网络的所有状态趋近于这个平衡点．从动力系统的观点来

看， 神经网络 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 全局稳定性是单稳定性， 这就意味着神经网络具有唯一平衡点，并且
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所有轨线都趋于该平衡点［１］ ．当神经网络用于图像处理时， 希望网络的平衡点尽可能多， 这样

就可以将处理后的结果存储于这些平衡点上， 而且网络的状态在一段时间后也要趋近于某个

平衡点，此时的神经网络不再是全局稳定的．因此 Ｌａｇｒａｎｇｅ 稳定性被提出， 它是 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 全局

稳定性的拓展［２２］ ．近年来， 实值神经网络的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 稳定性问题得到了较多的研究［２２⁃２５］ ．复值

神经网络的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 稳定性问题也开始受到人们的关注．最近， 文献［２６］研究了带有离散变

化时滞的复值神经网络 Ｌａｇｒａｎｇｅ 稳定性问题，在激活函数分解为实部函数和虚部函数的情形

下， 通过将复值神经网络分解为两个实值动力系统， 建立了网络的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 稳定性条件．本文

继续了这方面的工作， 研究带有变化分布时滞的复值神经网络 Ｌａｇｒａｎｇｅ 稳定性问题， 建立网

络 Ｌａｇｒａｎｇｅ 稳定性判据．不同于文献［２６］的研究方法， 本文没有将复值神经网络分解为两个

实值动力系统来进行研究．

１　 预 备 知 识

本文考虑如下带有变化分布时滞的复值神经网络模型：

　 　 ｚ（ ｔ） ＝ － Ｃｚ（ ｔ） ＋ Ａｆ（ｚ（ ｔ）） ＋ Ｂ∫ｔ
ｔ －σ（ ｔ）

ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ ＋ Ｊ，　 　 ｔ ≥ ０， （１）

其中 ｚ（ ｔ） ＝ （ ｚ１（ ｔ），ｚ２（ ｔ），…，ｚｎ（ ｔ）） Ｔ ∈ ＣＣ ｎ表示 ｔ 时刻 ｎ 个神经元的状态向量；σ（ ｔ） 是变化分

布时滞并且满足 ０ ≤ σ（ ｔ） ≤ σ， σ 是正常数；Ｃ ＝ ｄｉａｇ（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ） ∈ ＲＲ ｎ×ｎ，ｃｊ ＞ ０ （ ｊ ＝ １，２，
…，ｎ） 表示自反馈连接权矩阵； ｆ（ｚ（ ｔ）） ＝ （ ｆ１（ ｚ１（ ｔ））， ｆ２（ ｚ２（ ｔ）），…， ｆｎ（ ｚｎ（ ｔ））） Ｔ ∈ＣＣ ｎ表示神

经元激活函数；Ａ 和 Ｂ 分别表示连接权矩阵和分布时滞连接权矩阵；Ｊ ∈ＣＣ ｎ 表示外部输入常向量．
模型（１）的初始条件为

　 　 ｚ（ ｓ） ＝ φ（ ｓ），　 　 ｓ ∈ ［ － σ，０］，
其中 φ（ ｓ） 在［ － σ，０］ 内有界且连续．

本文给出如下假设：
（Ｈ）　 对于任意 ｉ∈ { １，２，…，ｎ } ， 存在一个正对角矩阵 Ｌ ＝ ｄｉａｇ（ ｌ１，ｌ２，…，ｌｎ） 使得 ｆｉ（０）

＝ ０ 并且对于任意的 α１ ≠ α２， 有

　 　 ｜ ｆｉ（α１） － ｆｉ（α２） ｜ ≤ ｌｉ ｜ α１ － α２ ｜ ．
定义 １［２２］ 　 对于任意的正实数 α ＞ ０， 如果存在一个常数 Ｋ ＝ Ｋ（α） ＞ ０， 使得 ‖ｚ（ ｔ，

φ）‖ ＜ Ｋ对任意的初始条件φ∈ Ｃα ＝ {φ∈ Ｃ（［ － ｈ，０］，ＣＣ ｎ） ｜ ‖φ‖ ＜ Ｋ， ｔ≥０ } 都成立，
则称复值神经网络模型（１）是一致 Ｌａｇｒａｎｇｅ 稳定的．

定义 ２［２２］ 　 如果存在一个径向无界正定函数 Ｖ（·） 和一个非负连续函数 Ｋ（·）， 两个正常

数 β 和 ε， 使得对于模型（１） 的任意解 ｚ（ ｔ），当 Ｖ（ｚ（ ｔ）） ＞ β 时， 有 Ｖ（ｚ（ ｔ）） － β ≤ Ｋ（φ）ｅ －ε ｔ

对于任意的 ｔ≥０和φ∈ Ｃα 时都成立，则称复值神经网络模型（１） 是全局指数吸引的， 并称Ω
＝ { ｚ（ ｔ） ∈ ＣＣ ｎ ｜ Ｖ（ｚ（ ｔ）） ≤ β } 是模型（１）的吸引集．

定义 ３［２２］ 　 如果复值神经网络模型（１）既是一致 Ｌａｇｒａｎｇｅ 稳定的， 又是全局指数吸引

的， 则称它是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 全局指数稳定的．
引理 １［１８］ 　 对于任意的 ａ，ｂ ∈ ＣＣ ｎ， 如果 Ｐ ∈ ＣＣ ｎ×ｎ 是一个正定 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵， 则 ａ∗ｂ ＋

ｂ∗ａ ≤ ａ∗Ｐａ ＋ ｂ∗Ｐ －１ｂ ．
引理 ２［１０］ 　 对于任意的常数矩阵 Ｗ ∈ ＣＣ ｍ×ｍ，Ｗ ＞ ０（正定） 和向量函数 ω：［ａ，ｂ］ → ＣＣ ｍ，

ａ ＜ ｂ， 则

　 　 ∫ｂ
ａ
ω（ ｓ）ｄｓ( )

∗
Ｗ ∫ｂ

ａ
ω（ ｓ）ｄｓ( ) ≤ （ｂ － ａ）∫ｂ

ａ
ω∗（ ｓ）Ｗω（ ｓ）ｄｓ ．
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引理 ３［２２］ 　 设 Ｖ（ ｔ） ∈ Ｃ（［０， ＋ ∞），ＲＲ ）， 如果存在正常数 α 和 β 使得

　 　 Ｄ ＋Ｖ（ ｔ） ≤－ αＶ（ ｔ） ＋ β，　 　 ｔ ≥ ０
成立， 则有

　 　 Ｖ（ ｔ） － β
α

≤ Ｖ（０） － β
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －αｔ，　 　 ｔ ≥ ０．

２　 主 要 结 果

定理 １　 在假设（Ｈ）条件下， 如果存在 ３ 个正定 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵 Ｐ１， Ｐ２ 和Ｗ，使得复值线性

矩阵不等式

　 　 Π ＝

Π１１ Ｐ１Ａ Ｐ１Ｂ Ｐ１

Ａ∗Ｐ１ σＰ２ － Ｒ ０ ０

Ｂ∗Ｐ１ ０ － ｅ －ασ

σ
Ｐ２ ０

０ ０ ０ － Ｗ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

＜ ０ （２）

（负定）成立， 其中 Π１１ ＝ αＰ１ － Ｐ１Ｃ － ＣＰ１ ＋ ＬＲＬ， 则复值神经网络（１）是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 全局指数

稳定的，并且复值神经网络（１）的吸引集为

　 　 Ω ＝ { ｚ（ ｔ） ∈ ＣＣ ｎ： ‖ｚ（ ｔ）‖ ≤ Ｊ∗ＷＪ
αλｍｉｎ（Ｐ１）

} ． （３）

证明　 构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函

　 　 Ｖ（ ｔ） ＝ Ｖ１（ ｔ） ＋ Ｖ２（ ｔ）， （４）
其中

　 　 Ｖ１（ ｔ） ＝ ｚ∗（ ｔ）Ｐ１ｚ（ ｔ）， （５）

　 　 Ｖ２（ ｔ） ＝ ∫０
－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

ｅα（ ｓ－ｔ） ｆ∗（ｚ（ ｓ））Ｐ２ ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓｄξ ． （６）

则 Ｖ１（ ｔ） 沿着模型（１） 对 ｔ 求导， 并应用引理 １， 得

　 　 Ｖ１（ ｔ） ＝ ｚ∗（ ｔ）Ｐ１ｚ（ ｔ） ＋ ｚ∗（ ｔ）Ｐ１ｚ（ ｔ） ＝
　 　 　 　 － αＶ１（ ｔ） ＋ αｚ∗（ ｔ）Ｐ１ｚ（ ｔ） ＋ ｚ∗（ ｔ）Ｐ１ｚ（ ｔ） ＋ ｚ∗（ ｔ）Ｐ１ｚ（ ｔ） ＝
　 　 　 　 － αＶ１（ ｔ） ＋ αｚ∗（ ｔ）Ｐ１ｚ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｚ∗（ ｔ）Ｐ１ － Ｃｚ（ ｔ） ＋ Ａｆ（ｚ（ ｔ）） ＋ Ｂ∫ｔ
ｔ －σ（ ｔ）

ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ ＋ Ｊ( ) ＋

　 　 　 　 － Ｃｚ（ ｔ） ＋ Ａｆ（ｚ（ ｔ）） ＋ Ｂ∫ｔ
ｔ －σ（ ｔ）

ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ ＋ Ｊ( )
∗
Ｐ１ｚ∗（ ｔ） ≤

　 　 　 　 － αＶ１（ ｔ） ＋ ｚ∗（ ｔ）（αＰ１ － Ｐ１Ｃ － ＣＰ１ ＋ Ｐ１Ｗ
－１Ｐ１）ｚ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｚ∗（ ｔ）Ｐ１Ａｆ（ｚ（ ｔ）） ＋ ｚ∗（ ｔ）Ｐ１Ｂ∫ｔ
ｔ －σ（ ｔ）

ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ｆ∗（ｚ（ ｔ））Ａ∗Ｐ１ｚ（ ｔ） ＋ ∫ｔ
ｔ －σ（ ｔ）

ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ( )
∗
Ｂ∗Ｐ１ｚ（ ｔ） ＋ Ｊ∗ＷＪ ． （７）

计算 Ｖ２（ ｔ） 对 ｔ 的导数， 注意到 ０ ＜ σ（ ｔ） ≤ σ， 并应用引理 ２， 有

　 　 Ｖ２（ ｔ） ＝ － α∫０
－σ
∫ｔ
ｔ ＋ξ

ｅα（ ｓ－ｔ） ｆ∗（ｚ（ ｓ））Ｐ２ ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓｄξ ＋

　 　 　 　 σｆ∗（ｚ（ ｔ））Ｐ２ ｆ（ｚ（ ｔ）） － ∫ｔ
ｔ －σ

ｅα（ ｓ－ｔ） ｆ∗（ｚ（ ｓ））Ｐ２ ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ ＝
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　 　 　 　 － αＶ２（ ｔ） ＋ σｆ∗（ｚ（ ｔ））Ｐ２ ｆ（ｚ（ ｔ）） － ∫ｔ
ｔ －σ

ｅα（ ｓ－ｔ） ｆ∗（ｚ（ ｓ））Ｐ２ ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ ≤

　 　 　 　 － αＶ２（ ｔ） ＋ σｆ∗（ｚ（ ｔ））Ｐ２ ｆ（ｚ（ ｔ）） － ｅ －ασ

σ ∫ｔ
ｔ －σ（ ｔ）

ｆ∗（ｚ（ ｓ））Ｐ２ ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ ≤

　 　 　 　 － αＶ２（ ｔ） ＋ σｆ∗（ｚ（ ｔ））Ｐ２ ｆ（ｚ（ ｔ）） －

　 　 　 　 ｅ －ασ

σ ∫ｔ
ｔ －σ（ ｔ）

ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ( )
∗
Ｐ２ ∫ｔ

ｔ －σ（ ｔ）
ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ( ) ． （８）

由式（７）和（８）得
　 　 Ｖ（ ｔ） ≤－ αＶ（ ｔ） ＋ ｚ∗（ ｔ）（αＰ１ － Ｐ１Ｃ － ＣＰ１ ＋ Ｐ１Ｗ

－１Ｐ１）ｚ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｚ∗（ ｔ）Ｐ１Ａｆ（ｚ（ ｔ）） ＋ ｚ∗（ ｔ）Ｐ１Ｂ∫ｔ
ｔ －σ（ ｔ）

ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ｆ∗（ｚ（ ｔ））Ａ∗Ｐ１ｚ（ ｔ） ＋ ∫ｔ
ｔ －σ（ ｔ）

ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ( )
∗
Ｂ∗Ｐ１ｚ（ ｔ） ＋ Ｊ∗ＷＪ ＋

　 　 　 　 σｆ∗（ｚ（ ｔ））Ｐ２ ｆ（ｚ（ ｔ）） － ｅ －ασ

σ ∫ｔ
ｔ －σ（ ｔ）

ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ( )
∗
Ｐ２ ∫ｔ

ｔ －σ（ ｔ）
ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ( ) ． （９）

使用假设（Ｈ）能够得到

　 　 ０ ≤ ｚ∗（ ｔ）ＬＲＬｚ（ ｔ） － ｆ∗（ｚ（ ｔ））Ｒｆ（ｚ（ ｔ）） ． （１０）
由式（９）和（１０）， 得

　 　 Ｖ（ ｔ） ≤－ αＶ（ ｔ） ＋ ｚ∗（ ｔ）（αＰ１ － Ｐ１Ｃ － ＣＰ１ ＋ Ｐ１Ｗ
－１Ｐ１ ＋ ＬＲＬ）ｚ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ｚ∗（ ｔ）Ｐ１Ａｆ（ｚ（ ｔ）） ＋ ｚ∗（ ｔ）Ｐ１Ｂ∫ｔ
ｔ －σ（ ｔ）

ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ｆ∗（ｚ（ ｔ））Ａ∗Ｐ１ｚ（ ｔ） ＋ ∫ｔ
ｔ －σ（ ｔ）

ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ( )
∗
Ｂ∗Ｐ１ｚ（ ｔ） ＋ Ｊ∗ＷＪ ＋

　 　 　 　 ｆ∗（ｚ（ ｔ））（σＰ２ － Ｒ） ｆ（ｚ（ ｔ）） －

　 　 　 　 ｅ －ασ

σ ∫ｔ
ｔ －σ（ ｔ）

ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ( )
∗
Ｐ２ ∫ｔ

ｔ －σ（ ｔ）
ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ( ) ＝

　 　 　 　 － αＶ（ ｔ） ＋ η∗（ ｔ）Ξη（ ｔ） ＋ Ｊ∗ＷＪ， （１１）
其中

　 　 η（ ｔ） ＝ ｚ∗（ ｔ）， ｆ∗（ｚ（ ｔ）），∫ｔ
ｔ －σ（ ｔ）

ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓ( )
∗
，

并且

　 　 Ξ ＝

Ξ１１ Ｐ１Ａ Ｐ１Ｂ

Ａ∗Ｐ１ σＰ２ － Ｒ ０

Ｂ∗Ｐ１ ０ － ｅ －ασ

σ
Ｐ２

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

，

　 　 Ξ１１ ＝ αＰ１ － Ｐ１Ｃ － ＣＰ１ ＋ Ｐ１Ｗ
－１Ｐ１ ＋ ＬＲＬ ．

由条件（２）， 运用 Ｓｃｈｕｒ（舒尔）定理， 得到 Ξ ＜ ０．因此

　 　 Ｖ（ ｔ） ≤－ αＶ（ ｔ） ＋ Ｊ∗ＷＪ ． （１２）
应用引理 ３ 得到

　 　 Ｖ（ ｔ） － Ｊ∗ＷＪ
α

≤ Ｖ（０） － Ｊ∗ＷＪ
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －αｔ，　 　 ｔ ≥ ０． （１３）

因此复值神经网络模型（１）是全局指数吸引的．

３８１１张　 　 磊　 　 　 宋　 　 乾　 　 坤



由 Ｖ（ ｔ） 的定义有

　 　 λｍｉｎ（Ｐ１）‖ｚ（ ｔ）‖２ ≤ Ｖ（ ｔ）， （１４）
并且

　 　 Ｖ（０） ＝ ｚ∗（０）Ｐ１ｚ（０） ＋ ∫０
－σ
∫０
ξ
ｅαｓｆ∗（ｚ（ ｓ））Ｐ２ ｆ（ｚ（ ｓ））ｄｓｄξ ≤

　 　 　 　 λｍａｘ（Ｐ１）‖ｚ（０）‖２ ＋ ‖Ｐ２‖ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

{ ｌｉ ２ } ｓｕｐ
ｓ∈ ［ －σ，０］

‖φ（ ｓ）‖２ ≤

　 　 　 　 （λｍａｘ（Ｐ１） ＋ ‖Ｐ２‖ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

{ ｌｉ ２ } ） ｓｕｐ
ｓ∈ ［ －σ，０］

‖φ（ ｓ）‖２ ． （１５）

因此

　 　 ‖ｚ（ ｔ）‖ ≤

　 　 　 　
（λｍａｘ（Ｐ１） ＋ ‖Ｐ２‖ ｍａｘ

１≤ｉ≤ｎ
{ ｌｉ ２ } ） ｓｕｐ

ｓ∈ ［ －σ，０］
‖φ（ ｓ）‖２

λｍｉｎ（Ｐ１）
＋ Ｊ∗ＷＪ
αλｍｉｎ（Ｐ１）

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

１ ／ ２

． （１６）

从而复值神经网络（１）是一致 Ｌａｇｒａｎｇｅ 稳定的．故复值神经网络（１）是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 全局指数稳定

的，并且它的吸引集为

　 　 Ω ＝ { ｚ（ ｔ） ∈ ＣＣ ｎ： ‖ｚ（ ｔ）‖ ≤ Ｊ∗ＷＪ
αλｍｉｎ（Ｐ１）

} ．

证毕．

３　 结　 　 论

本文研究了带有变化分布时滞的复值神经网络的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 稳定性问题．在激活函数不分

解为实部函数和虚部函数的情形下，通过构造合适的复值域上的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函， 并

使用复值域上的矩阵不等式技巧，获得了网络全局指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ 稳定的一个判定条件．由于提

供的判据是复值线性矩阵不等式， 能够使用 ＭＡＴＬＡＢ 软件的 ＹＡＬＭＩＰ 工具箱快速求解．
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