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摘要：　 针对某型民用航空发动机双频带激励特点，建立了单自由度线性振子耦合非线性能量阱

（ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋ，ＮＥＳ）的动力学模型．根据典型双转子发动机在巡航状态下低、高特征频率比

（１ ∶ ４．７４），为系统设定双频带简谐外激励．利用四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 算法，研究了耦合 ＮＥＳ 振子时系

统的振动抑制特征，并从外激励频率对系统主振子动能、系统总体能量的影响等方面，与未耦合

ＮＥＳ 系统、耦合线性动力吸振器两种情况下的数值计算结果进行对比分析．研究结果表明 ＮＥＳ 对

双频带外激励具有更好的振动抑制效果，用 ＮＥＳ 降低航空发动机振动有可行性．
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引　 　 言

民用航空发动机属于大型旋转类流体机械，调查表明：即使对于目前最为先进的民航飞

机，由发动机振动所导致如局部结构裂纹、管路渗漏等故障现象仍频繁出现．发动机的振动通

过吊挂传递至飞机机体结构，也会通过噪声的形式传递至座舱，进而影响着客舱的乘坐舒适

性．现代民航涡扇发动机普遍采用双转子布局，低压及高压压气机转子分别带动相应涡轮旋

转，从而产生典型的双频激励形式［１⁃３］ ．
在航空发动机振动研究方面，文献［１］发现当发动机风扇处于低转速工况时，其振动频谱

会向低频段转移并接近飞机结构固有频率，从而可能产生共振，带来严重的结构损伤；文献

［２］借助实验及仿真的方法，对比了在航空发动机吊点处安装液弹阻尼器和硬连接时的振动

传递效率，发现采用液弹阻尼器后在发动机 Ｎ１ 频率下能够减少发动机前吊点大约 １０ ｄＢ 的振

动载荷分量；文献［３］根据某型涡扇发动机的实测振动谱，经研究表明，振动能量主要集中在

发动机低压、高压转子的转频 Ｎ１，Ｎ２ 及其倍频处，并借助有限元方法对发动机振动沿吊挂向机

翼、机身结构传递的路径等进行了分析，发现振动载荷的主传递路径为发动机后挂点、吊挂中
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连接点、机翼后梁，最后传递至飞机机身．
与传统线性动力学吸振器相比，ＮＥＳ（也称非线性动力吸振器）具有吸振频带宽、能量耗散

率高等优点，其理论研究与应用探讨得到越来越多的重视．
在理论方面，主要涉及系统稳态及瞬态动力学分析、ＮＥＳ 设计及优化等．文献［４⁃５］研究了

附加 ＮＥＳ 的调谐强迫线性系统的吸引子问题，从 ＮＥＳ 参数设计的角度分析了其吸能效果，研
究结果表明，在一定的阻尼及频率范围设定下，ＮＥＳ 具有比传统线性动力吸能器更佳的吸能效

果，同时分析了 ＮＥＳ 参数的优化设计方法；文献［６⁃７］分析了 ＮＥＳ 与两自由度线性主系统之间

的内共振问题，随后研究了含 ＮＥＳ 系统在 １ ∶ １ ∶ １ 内共振准周期强迫激励以及随机激励下的

响应机制，证实了通过设计 ＮＥＳ 参数可有效减少准周期甚至是随机外激励引发的振动；文献

［８］采用非光滑 ＮＥＳ 方法研究了两自由度机械系统中靶能量传递的基本特征；文献［９］采用

多尺度法研究了时滞 ＮＥＳ 对两自由度主系统的减振效果；文献［１０］研究了简谐激励下两自由

度 ＮＥＳ 的振动抑制效果；文献［１１⁃１２］对 ＮＥＳ 中非线性耦合振子间产生靶能量传递的初始条

件进行了分析，提出可将其应用于 ＮＥＳ 立方刚度设计，并研究了 ＮＥＳ 对双共振峰抑制的力学

特性方法；文献［１３］发现窄带随机激励下 ＮＥＳ 具备比同条件下最优线性动力吸振器更好的抑

振效果．
在工程应用方面，讨论的对象包括机翼、高耸结构、壁板结构等．部分研究者将 ＮＥＳ 应用

于飞机机翼主系统减振，如文献［１４⁃１５］设计了在可折叠式后掠机翼翼尖附加单自由度 ＮＥＳ
的缩比实物模型，从实验角度研究了机翼与 ＮＥＳ 之间的靶能量传递特征，与有限元仿真结果

进行了对比，另外对翼尖 ＮＥＳ 的设计过程进行了描述；文献［１６］研究了耦合 ＮＥＳ 的二维翼型

的极限环振荡抑制问题；文献［１７］则进一步提出在二维机翼前、后缘分别安装 ＮＥＳ，可以拓宽

其靶能量传递以及共振捕获对应的频带．ＮＥＳ 也可应用于高耸结构的振动抑制，如文献［１８］发
现存在 ＮＥＳ 最优参数能非常明显地抑制高耸结构振动，且最多可将结构振动减至原来的 ２０％
左右；文献［１９］利用解析法研究了振动控制中 ＮＥＳ 的较优刚度计算方法，并通过试验方法验

证了 ＮＥＳ 具有较好的宽频抑振效果；文献［２０］借助振动台实验研究了轨道型 ＮＥＳ 对建筑结

构的宽频带振动控制特点．同时 ＮＥＳ 在其他方面也有一定的应用，如文献［２１］用 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）
屈曲梁构建了 ＮＥＳ，并进行了振动抑制分析；文献［２２］研究表明 ＮＥＳ 可显著抑制一定风荷载

下超音速飞机复合材料层合板的剧烈振动．
尽管 ＮＥＳ 在理论及实验研究方面已有不少的研究成果，但对于双频激励下的研究还未开

展．本文分析受双频激励非线性系统的动力学行为，通过与未附加 ＮＥＳ 线性主振子以及附加

线性动力吸振器两种工况下的振动抑制情况进行比较，探讨双频带 ＮＥＳ 在民用航空发动机隔

振应用的可行性．

１　 双频带 ＮＥＳ 非线性动力学模型建立

１．１　 主系统动力学模型

为了分析 ＮＥＳ 对双频带激励的减振效果，首先建立带有一定阻尼项的单个线性主振子系

统动力学模型（如图 １ 所示），其动力学方程表示为

　 　 ｘ１ ＋ （１ ＋ εσ）ｘ１ ＋ ελｘ１ ＝ ε（Ａ１ｃｏｓ（ω１ ｔ） ＋ Ａ２ｃｏｓ（ω２ ｔ））， （１）
式中， ｘ１ 为线性振子位移， σ为系统频率失谐参数， ελ为线性主振子阻尼系数．εＡ１ 和 εＡ２ 为系

统外激励幅值， ε 为远小于 １ 的参数，而 ω１ 和 ω２ 为外激励特征频率，外激励设定为具有典型

双转子发动机频率比特征的两个简谐激励项．
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１．２　 耦合 ＮＥＳ的系统动力学模型

如图 ２ 所示为单个线性主振子耦合单个 ＮＥＳ 的系统，其动力学方程表示为

　 　

ｘ１ ＋ （１ ＋ εσ）ｘ１ ＋ ελ（ｘ１ － ｘ２） ＋ ４
３

ε（ｘ１ － ｘ２） ３ ＝

　 　 ε（Ａ１ｃｏｓ（ω１ ｔ） ＋ Ａ２ｃｏｓ（ω２ ｔ）），

εｘ２ ＋ ελ（ｘ２ － ｘ１） ＋ ４
３

ε（ｘ２ － ｘ１） ３ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（２）

图 １　 主系统动力学模型示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ
ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｓｙｓｔｅｍ

式中参数已作无量纲化处理， ｘ１ 和 ｘ２ 分别表示线

性振子及 ＮＥＳ 振子位移， σ 为频率失谐参数， ελ
为阻尼系数．为了简化分析过程，这里取 ＮＥＳ 振

子对应的非线性立方刚度为 （４ ／ ３）ε ．系统中 εＡ１

和 εＡ２ 为两个外激励幅值，参数 ε远小于 １， ω１ 和

ω２ 为外激励特征频率．为了便于结果对比，外激

励设定为与单个线性主振子系统（１）相同的两个

简谐激励项．
１．３　 耦合线性动力吸振器的系统动力学模型

为了与传统线性吸振器的振动抑制效果进

行比较，建立单个线性主振子耦合单个线性动力

吸振器的系统，其动力学方程表示为

　 　
ｘ１ ＋ （１ ＋ εσ）ｘ１ ＋ ελ（ｘ１ － ｘ２） ＋ ｋＬｉｎ（ｘ１ － ｘ２） ＝
　 　 ε（Ａ１ｃｏｓ（ω１ ｔ） ＋ Ａ２ｃｏｓ（ω２ ｔ）），
εｘ２ ＋ ελ（ｘ２ － ｘ１） ＋ ｋＬｉｎ（ｘ２ － ｘ１） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

式中， ｋＬｉｎ 为该动力吸振器振子的线性刚度， ελ 为动力吸振器振子阻尼系数．其余参数设定及

双频带外激励加载情况仍与系统（２）保持一致．

图 ２　 耦合 ＮＥＳ 系统动力学模型示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｃｏｕｐｌｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＮＥＳ

在以上建立的系统动力学模型的基础上，根据相关能量准则［２３］可将上述 ３ 个系统主振子

动能均设为

　 　 Ｅｋｉｎ ＝
ｘ２
１

２
． （４）

耦合 ＮＥＳ 系统总体能量可设为

　 　 Ｅ ｔｏｔ＿ＮＥＳ ＝
ｘ２
１

２
＋ ε

ｘ２
２

２
＋
ｘ２
１

２
＋ εｋ

（ｘ１ － ｘ２） ４

４
． （５）
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另外，对耦合线性动力吸振器系统其总体能量同样可设为

　 　 Ｅ ｔｏｔ＿Ｌｉｎ ＝
ｘ２
１

２
＋ ε

ｘ２
２

２
＋
ｘ２
１

２
＋ ｋＬｉｎ

（ｘ１ － ｘ２） ２

２
． （６）

２　 与主系统减振效果对比

考虑某典型民航发动机在巡航状态 Ｎ１，Ｎ２ 转速对应的特征频率比为 １ ∶ ４．７４，将主系统模

型（１）中参数设定为 σ ＝ ０，ε ＝ ０．０１，λ ＝ ０．２，ω１ 和 ω２ 分别取 １ 和 ４．７４， Ａ１ ＝ １．３，Ａ２ ＝ ０．１．其中

主系统总体能量为式（５）去除 ＮＥＳ 振子相关项剩余的部分，即只包含主系统振子的动能和势

能两部分，耦合 ＮＥＳ 系统（２）其余参数与主系统保持相同参数设定．

（ａ） 带 ＮＥＳ （ｂ） 无 ＮＥＳ
（ａ） Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＮＥＳ （ｂ） Ｗｉｔｈｏｕｔ ｔｈｅ ＮＥＳ

图 ３　 与主系统主振子位移响应对比

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｓｙｓｔｅｍ

（ａ） 带 ＮＥＳ （ｂ） 无 ＮＥＳ
（ａ） Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＮＥＳ （ｂ） Ｗｉｔｈｏｕｔ ｔｈｅ ＮＥＳ

图 ４　 与主系统主振子相图对比

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｓｙｓｔｅｍ

基于 ＭＡＴＬＡＢ 中四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 数值算法，将系统（１）和系统（２）中各振子的初始位移

及初始速度均设为 ０，耦合 ＮＥＳ 系统与主系统主振子位移响应及相图计算结果对比如图 ３ 及

图 ４ 所示．
与主系统相比，耦合 ＮＥＳ 的系统其主振子整体位移更小．若保持 ω１ 为单位频率，同时单调
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增加 ω２， 根据式（４）、（５）研究其对系统主振子位移幅值、主振子动能及系统总体能量的影响．
其计算结果如图 ５～图 ７ 所示，其中， ω２ 从 ２ 变化到 ５ 时，图中曲线规律保持不变．

图 ５　 与主系统 ω２ 对主振子幅值的影响对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ω２ ｏｎ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｓｙｓｔｅｍ

图 ６　 与主系统 ω２ 对主振子动能的影响对比

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ω２ ｏｎ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｋｉｎｅｔｉｃ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｓｙｓｔｅｍ

图 ７　 与主系统 ω２ 对系统总能量的影响对比

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ω２ ｏｎ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｓｙｓｔｅｍ
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由以上数值计算结果可见，随着 ω２ 的逐渐增大，含有 ＮＥＳ 系统的主振子幅值、主振子动

能以及系统总体能量数值明显更低，说明 ＮＥＳ 振子对主系统的减振效果十分显著．

３　 与附加线性动力吸振器的系统减振效果对比

同样选取飞机巡航阶段民航发动机低、高特征频率比为 １ ∶ ４．７４，研究系统（３）中耦合线

性动力吸振器时系统的抑振情况，为了与系统（２）中 ＮＥＳ 振子减振效果开展对比分析，选取参

数 ｋＬｉｎ 大小等于 （４ ／ ３）ε， 其余系统特征参数保持相同的设定．借助于四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 数值算

法，将系统（２）和系统（３）中各振子的初始位移及初始速度均设为 ０，对比研究耦合 ＮＥＳ 及线

性动力吸振器两种典型情况，其系统主振子位移响应、动力吸振器振子位移响应、两振子相对

位移响应及主振子相图计算结果对比如图 ８～图 １１ 所示．

（ａ） 非线性 （ｂ） 线性

（ａ） Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ （ｂ） Ｌｉｎｅａｒ

图 ８　 与线性动力吸振器系统主振子位移响应对比

Ｆｉｇ． ８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

ｃｏｕｐｌｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｂｓｏｒｂｅｒ

（ａ） 非线性 （ｂ） 线性

（ａ） Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ （ｂ） Ｌｉｎｅａｒ

图 ９　 ＮＥＳ 振子与线性动力吸振器振子位移响应对比

Ｆｉｇ． ９　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ＮＥＳ ａｎｄ

ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｂｓｏｒｂｅｒ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｓ
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（ａ） 非线性 （ｂ） 线性

（ａ） Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ （ｂ） Ｌｉｎｅａｒ

图 １０　 与线性动力吸振器系统振子相对位移响应对比

Ｆｉｇ． １０　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

ｗｉｔｈ ａ ｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｂｓｏｒｂｅｒ

（ａ） 非线性 （ｂ） 线性

（ａ） Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ （ｂ） Ｌｉｎｅａｒ

图 １１　 与线性动力吸振器系统主振子相图对比

Ｆｉｇ． １１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

ｗｉｔｈ ａ ｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｂｓｏｒｂｅｒ

与附加线性动力吸振器系统相比，虽然耦合 ＮＥＳ 系统的主振子及 ＮＥＳ 振子位移瞬态峰值

略大，但其主振子与 ＮＥＳ 振子的相对位移幅值变化很大，且图 １０（ａ）中呈现出典型的强调制

响应（ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｍｏｄｕｌａｔｅｄ ｒｅｓｐｏｎｓｅ，ＳＭＲ） ［２３］模式，表明 ＮＥＳ 振子抑振效果明显．
结合 Ｓｔａｒｏｓｖｅｔｓｋｙ 等的相关研究［５］，系统内动力吸振器减振效果的优化设计准则应主要考

虑主振子动能峰值、系统总体能量峰值以及系统总体能量曲线与横轴所围总面积．因此，取 ω１

为单位频率，单调增加 ω２， 根据式（４） ～ （６）研究其对主振子动能以及系统总体能量的影响．此
时计算结果如图 １２ 及图 １３ 所示， ω２ 从 ２ 变化到 ５ 时，图中曲线规律保持不变．

上述计算结果表明，随着 ω２ 逐渐增大，耦合 ＮＥＳ 系统的主振子动能均值低于耦合线性动

力吸振器系统，且系统总体能量峰值明显小于附加线性动力吸振器时的情况．表明在相同系统

特征参数设定下，ＮＥＳ 在较宽的频率范围内对典型双频带外激励的减振效果更佳．
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图 １２　 与线性动力吸振器系统 ω２ 对主振子动能影响对比

Ｆｉｇ． １２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ω２ ｏｎ ｔｈｅ ｍａｉｎ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｋｉｎｅｔｉｃ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

ｃｏｕｐｌｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｂｓｏｒｂｅｒ

图 １３　 与线性动力吸振器系统 ω２ 对系统总能量影响对比

Ｆｉｇ． １３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ω２ ｏｎ ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

ｃｏｕｐｌｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｂｓｏｒｂｅｒ

４　 结　 　 语

本文采用四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 算法研究了耦合 ＮＥＳ 系统在典型发动机双频带外激励下的抑

振效果，数值计算及结果分析表明：
１） 附加 ＮＥＳ 系统与同参数设定下无 ＮＥＳ 系统相比，在双频带外激励作用下，ＮＥＳ 具有吸

振效果明显、适用频带宽等特点，能够适用于民航发动机典型双频带振动工况．
２） 与相同典型特征参数选取时的含线性动力吸振器的系统相比，ＮＥＳ 减振效果更佳，有

效减振频带范围宽，主振子与 ＮＥＳ 振子间相对位移呈现典型的 ＳＭＲ ．
总之，应用 ＮＥＳ 降低双频激励非线性系统的振动有可行性．作为具有双频激励特征的双

转子航空发动机减振问题，可以考虑利用 ＮＥＳ 来解决．另外双频带 ＮＥＳ 系统受非线性因素的

影响，其系统内部能量耗散机理较为复杂，要解决振动 ＮＥＳ 设计问题，还需要深入理论探讨．
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