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摘要：　 自适应混沌控制方法是一种高效、稳健的逆可靠度分析方法，但在求解强非线性凹功能函

数时，计算效率仍然有待提高，且可能会陷入局部最优．通过对混沌控制因子更新策略进行改进，提
出了基于改进自适应混沌控制的逆可靠度分析方法．数值算例分析表明：该方法能够有效地改善混

沌控制因子自适应选取时的合理性，具有更好的收敛性和更高的计算效率，为结构可靠度分析和

可靠度优化问题提供了更加高效、稳健的求解途径．
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引　 　 言

近年来，基于可靠度的结构优化设计受到广泛关注［１⁃５］ ．如何求解概率约束是可靠度优化

的核心问题，可靠度分析［６⁃７］和逆可靠度分析［１， ８⁃９］是两种主要的求解策略，分别将概率约束转

化为可靠度约束和功能函数值约束，二者互为逆问题．逆可靠度分析是在给定可靠度或失效概

率下确定设计参数，可表示为标准正态空间内的一个优化问题［１］：

　 　
ｆｉｎｄ　 ｕ∗，
ｍｉｎ　 ｇ（ｕ），
ｓ．ｔ．　 ‖ｕ‖ ＝ β ｔ，

ì

î

í

ïï

ïï

式中， ｕ 是在标准正态空间下的随机变量，ｇ（ｕ） 表示功能函数，β ｔ 为目标可靠度指标，该优化

模型的最优解ｕ∗ 是最小功能目标点（ｍｉｎｉｍｕｍ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｔａｒｇｅｔ ｐｏｉｎｔ， ＭＰＴＰ），所对应的功能

函数值为概率功能度量 Ｇｐ ＝ ｇ（ｕ∗） ．
相关研究表明，与可靠度分析相比，逆可靠度分析具有更好的数值稳定性和更高的计算效

率［１０⁃１１］ ．目前逆可靠度分析方法种类很多，最早由 ｄｅｒ Ｋｉｕｒｅｇｈｉａｎ 等［１２］基于一次二阶矩法给出

了逆可靠度分析的迭代公式．Ｌｉ 和 Ｆｏｓｃｈｉ［１３］将改进均值（ａｄｖａｎｃｅｄ ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ， ＡＭＶ）法应用于
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地震与海岸工程的逆可靠度分析中，因其形式简单、效率高，在逆可靠度分析中被广泛应

用［１４⁃１５］ ．对于非线性程度较高或非凸的功能函数，ＡＭＶ 法会出现混沌、周期解等不稳定结果．
Ｙｏｕｎ 等提出了共轭均值法［１６］、混合均值法［１１］ 和增强混合均值法［１０，１７］，可以有效改善最小功

能目标点（ＭＰＴＰ）搜索过程的数值稳定性．然而对于强非线性功能函数，这些方法依然无法得

到收敛解．
为了解决迭代过程中的振荡、分叉和混沌等现象，Ｙａｎｇ 和 Ｙｉ 提出了混沌控制（ｃｈａｏｓ ｃｏｎ⁃

ｔｒｏｌ， ＣＣ）法［１５］；Ｍｅｎｇ 等［１８］进一步提出了修正混沌控制（ｍｏｄｉｆｉｅｄ ｃｈａｏｓ ｃｏｎｔｒｏｌ， ＭＣＣ）法，大大

提高了计算效率，并通过引入功能函数凹凸性判定准则，提出了混合混沌控制（ｈｙｂｒｉｄ ｃｈａｏｓ
ｃｏｎｔｒｏｌ， ＨＣＣ）法．Ｌｉ 等［１９］在 ＨＣＣ 法的基础上提出了自适应混沌控制（ａｄａｐｔｉｖｅ ｃｈａｏｓ ｃｏｎｔｒｏｌ，
ＡＣＣ）方法，给出了混沌控制因子自适应更新策略，进一步提高了算法的效率和鲁棒性．Ｋｅｓｈｔｅ⁃
ｇａｒ 等［２０］提出了放松均值（ｒｅｌａｘｅｄ ｍｅａｎ ｖａｌｕｅ， ＲＭＶ）法，Ｙｉ 等［２１］ 提出了步长调整（ｓｔｅｐ ｌｅｎｇｔｈ
ａｄｊｕｓｔｍｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ＳＬＡ）法，对计算性能有所改进．

本文在总结 ＡＣＣ 方法的基础上，提出了一种更加高效和稳健的改进自适应混沌控制算

法，给出了新的振荡判断准则，通过循环得到每个迭代步合适的混沌控制因子．数值算例结果

表明，与 ＡＣＣ 及其他算法相比，本文提出的算法有效地改善了混沌控制因子自适应选取时的

合理性，具有更好的收敛性和更高的计算效率．

１　 自适应混沌控制方法

由于 ＣＣ 和 ＭＣＣ 方法的混沌控制因子都是固定的，对每个迭代步的混沌控制不一定有

效，Ｌｉ 等［１９］提出的 ＡＣＣ 方法，可以自适应地调整每个迭代步的混沌控制因子，该方法的迭代

公式为

　 　 ｕｋ＋１
ＡＭＶ ＝ β ｔｎｋ，　 　 ｎｋ ＝ －

Ñｕｇ（ｕｋ）
‖ Ñｕｇ（ｕｋ）‖

， （１）

　 　

ｕｋ＋１ ＝ ｕｋ＋１
ＡＭＶ （ζ ｋ＋１ ＞ ０），

ｕｋ＋１ ＝ β ｔ ｕｋ ＋ λ ｋ＋１（ｕｋ＋１
ＡＭＶ － ｕｋ）

‖ｕｋ ＋ λ ｋ＋１（ｕｋ＋１
ＡＭＶ － ｕｋ）‖

（ζ ｋ＋１ ≤ ０），
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（２）

式（１）中 ｕｋ＋１
ＡＭＶ 是基于 ＡＭＶ 方法所得的下一个迭代点，计算过程采用最速下降方向 ｎｋ；式（２）

中 ζ ｋ＋１ 表示最速下降方向的夹角关系，其表达式为 ζ ｋ＋１ ＝ （ｎｋ＋１ － ｎｋ）·（ｎｋ － ｎｋ－１） ．ＡＣＣ 方法中

将 ζ ｋ＋１ ＞ ０ 和 ζ ｋ＋１ ≤ ０ 分别作为不振荡（功能函数为凸）和振荡（功能函数为凹）的判据，结合

混沌控制因子 λ ｋ 更新下一个迭代点．在判断为振荡时混沌控制因子 λ ｋ 的更新策略为

　 　 λ ｋ＋１ ＝

０．２λ ｋ， ０．２θ ｋ＋１ ＞ θ ｋ，

λ ｋθ ｋ ／ θ ｋ＋１， θ ｋ＋１ ＞ θ ｋ ≥ ０．２θ ｋ＋１，

λ ｋ， θ ｋ＋１ ≤ θ ｋ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３）

式中， θ ｋ 和 θ ｋ＋１ 均表示迭代点间构成的一种夹角关系，如图 １ 所示，且二者满足下列关系：

　 　 ｃｏｓ θ ｋ ＝ ｕｋ·ｕｋ－１

‖ｕｋ‖·‖ｕｋ－１‖
； ｃｏｓ θ ｋ＋１ ＝ ｕｋ＋１·ｕｋ

‖ｕｋ＋１‖·‖ｕｋ‖
． （４）

ＡＣＣ 方法中基于角度的更新策略虽然可以自适应地调整混沌控制因子大小，但同时也存

在以下问题： １） 基于最速下降方向建立的夹角关系不一定能直接反映迭代振荡行为； ２）
ＡＣＣ 方法更新策略中控制因子在一次缩减后对于某些情况依然会振荡；３） ＡＣＣ 方法需要选
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取初始控制因子，且对不同问题的适用性不同．

２　 改进自适应混沌控制方法

本文提出了改进自适应混沌控制（ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ａｄａｐｔｉｖｅ ｃｈａｏｓ ｃｏｎｔｒｏｌ， ＩＡＣＣ）方法，主要改进

之处在于振荡判断准则和无附加计算量的混沌控制因子循环更新策略．
迭代过程中是否振荡直接表现为 ３ 个连续迭代点间的位置关系，如图 １ 所示，不振荡时 ３

个迭代点 ｕｋ－１，ｕｋ 和 ｕｋ＋１ 在 β 环上依次排列，而振荡时 ｕｋ＋１ 位于 ｕｋ－１ 和 ｕｋ 之间或者 ｕｋ－１ 位于

ｕｋ 和 ｕｋ＋１ 之间．由于 ｕｋ 和 ｎｋ 通常不在同一方向上，因此 ＡＣＣ 法中基于 ｎｋ 的振荡判断准则不能

直接反映振荡行为．

（ａ） 不振荡 （φ ｋ＋１ ≤ ９０°） （ｂ） 振荡 （φ ｋ＋１ ＞ ９０°）

（ａ） Ｔｈｅ ｎｏｎ⁃ｏｓｃｉｌｌａｔｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ （φ ｋ＋１ ≤ ９０°） （ｂ） Ｔｈｅ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｎｇ ｐｒｏｃｅｓｓ （φ ｋ＋１ ＞ ９０°）
图 １　 改进自适应混沌控制方法的 ＭＰＴＰ 搜索过程

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ＭＰＴＰ ｓｅａｒｃｈ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ａｄａｐｔｉｖｅ ｃｈａｏｓ ｃｏｎｔｒｏｌ ｍｅｔｈｏｄ

由于迭代点的位置关系可通过两个连续迭代步向量 ｕｋ＋１ － ｕｋ，ｕｋ － ｕｋ－１ 的夹角确定，当夹

角为锐角时，说明 ３ 个迭代点依次排列；而夹角为钝角时，说明 ３ 个迭代点发生错序．本文提出

的振荡判断准则中判定指标可表示为

　 　 ξ ｋ＋１ ＝ ｃｏｓ φ ｋ＋１ ＝ （ｕｋ＋１ － ｕｋ）·（ｕｋ － ｕｋ－１）
‖ｕｋ＋１ － ｕｋ‖·‖ｕｋ － ｕｋ－１‖

， （５）

式中， φ ｋ＋１ 为第 ｋ，ｋ ＋ １ 两个迭代步向量间的夹角，ｕｋ＋１ 的更新公式为

　 　 ｕｋ＋１ ＝ β ｔ ｕｋ ＋ λ ｋ＋１（ｕｋ＋１
ＡＭＶ － ｕｋ）

‖ｕｋ ＋ λ ｋ＋１（ｕｋ＋１
ＡＭＶ － ｕｋ）‖

． （６）

因此，本文采用如下振荡判断准则：如果 ξ ｋ＋１ ≥ ０， 说明两个连续迭代步向量的夹角为锐

角或直角，迭代不振荡；否则夹角为钝角，迭代振荡．
逆可靠度分析的计算成本主要在于功能函数的计算次数，而式（５）的表达式中不含有功

能函数，只涉及迭代点向量的计算；式（６）是对下一个迭代点的预测与更新，也不涉及功能函

数计算．因此，本文提出的振荡判断准则在使用过程中不会增加计算成本，这样就可以通过不

断更新式（６）的混沌控制因子 λ ｋ＋１， 并循环使用该判断准则，在不增加计算量的情况下得到合

适的混沌控制因子．
理论上每个迭代步都会存在一个最优的混沌控制因子可保证快速收敛，ＡＣＣ 法的控制因
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子单次缩减方法不能保证逼近最优因子，而本文在单个迭代步内采用循环迭代的方式对混沌

控制因子进行更新，不断逼近最优因子．首先假定混沌控制因子的变化范围 ［λ Ｌ
ｋ＋１ ， λＵ

ｋ＋１］，然
后取上界 λＵ

ｋ＋１、下界 λ Ｌ
ｋ＋１ 的平均值作为当前混沌控制因子 λ ｋ＋１， 代入式（６）更新迭代点，并根

据式（５）判断是否振荡．如果不振荡，说明当前混沌控制因子相对最优因子偏小，需要增大，则
λ Ｌ

ｋ＋１ ＝ λ ｋ＋１， 然后重新取平均值循环迭代；如果振荡，说明当前混沌控制因子相对最优因子偏

大，需要减小，则 λＵ
ｋ＋１ ＝ λ ｋ＋１， 然后重新取平均值循环迭代．最后当上、下界的差别充分小时，则

循环结束．
通过上述循环更新策略，当前混沌控制因子会出现两种情况：充分小（本文取 λ ｋ＋１ ＜

１０ －４） 和 １０ －４ ≤ λ ｋ＋１ ≤１， 其中第一种情况的产生是由于上一迭代步步长过大，使得在判断准

则和循环策略下控制因子已充分小，但仍然振荡；而第二种情况对应振荡可消除．
为了保证收敛，混沌控制因子应该逐渐减小，因此针对第二种情况（振荡可消除），采用式

（７）对当前控制因子进一步确定

　 　 λ ｋ＋１ ＝ ｍｉｎ（λ ｋ＋１，λ ｋ）， （７）
式中， λ ｋ 为第 ｋ 个迭代步已确定的混沌控制因子．

振荡不代表不能收敛，如图 １（ｂ）所示，迭代点 ｕｋ＋１ 位于 ｕｋ－１ 和 ｕｋ 之间表示当前振荡有收

敛趋势．因此针对第一种情况（振荡无法避免），首先需要适当增大当前充分小的混沌控制因

子．为了使增大后的因子 λ∗
ｋ＋１ 确保振荡小且快速收敛，θ ｋ 和 θ ｋ＋１ 需要满足如下关系：

　 　 ０．２ ≤ θ ｋ＋１ ／ θ ｋ ＜ ０．２５， （８）
θ ｋ 和 θ ｋ＋１ 的表达式如式（４）所示．

然后采用式（９）进一步确定第一种情况下的混沌控制因子

　 　 λ ｋ＋１ ＝ ｍｉｎ（λ∗
ｋ＋１，λ ｋ） ． （９）

图 ２　 基于改进自适应混沌控制的逆可靠度分析方法流程图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ａｄａｐｔｉｖｅ ｃｈａｏｓ ｃｏｎｔｒｏｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｉｎｖｅｒｓｅ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ａｎａｌｙｓｉｓ

如图 ２ 所示，基于改进自适应混沌控制的逆可靠度分析方法的主要步骤为：
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① 选择随机变量的均值作为初始迭代点，并用 Ｒｏｓｅｎｂｌａｔｔ 或 Ｎａｔａｆ 变换把随机变量变换至

标准正态空间．
② 用 ＡＭＶ 方法进行第一步迭代，计算第二个迭代点．
③ 根据循环更新策略，得到当前混沌控制因子，并根据大小情况采用式（７）或式（９）进一

步确定混沌控制因子大小．
④ 将最后确定的混沌控制因子代入式（６）计算下一步的迭代点，并将其变换至物理随机

空间．
⑤ 如果前后迭代点误差满足精度需求，则停止迭代．否则返回步骤③继续迭代直至收敛．

３　 算 例 分 析

算例 １［２２］ 　 四维强非线性功能函数

　 　 Ｇ（ｘ） ＝ － ｘ１ － ｘ２ ＋ α（０．７５ｘ１ － ｘ２） ２ － ０．５ｅｘｐ（ｘ１ － ｘ２） － ｘ３ － ｘ４ ＋ ７， （１０）
式中， α 越大，功能函数的非线性程度也越高，本文取 α ＝ １１．４ 个独立的随机变量均服从标准

正态分布，目标可靠度指标 β ｔ ＝ ３．０．
表 １ 和图 ３ 为不同算法下的结果比较，其中 ＴＮＦＥ 表示功能函数计算次数（ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｆｕｎｃ⁃

ｔｉｏｎ ｅｖａｌｕａｔｉｏｎｓ， ＮＦＥ）．从图表中可以看出，在允许的最大迭代次数（８００ 次）下，ＣＣ 和 ＭＣＣ 方

法都不能收敛，固定的混沌控制因子 ０．１ 使迭代过程发生了周期振荡．ＡＣＣ 方法在不同的初始

混沌控制因子下，收敛性和计算效率各有不同，初始混沌控制因子太大可能发生振荡，太小可

能导致计算效率太低，且收敛结果较差．本文提出的 ＩＡＣＣ 方法通过改善混沌控制因子自适应

选取时的合理性，与 ＡＣＣ 方法最好情况 （λ ０ ＝ ０．７） 比较，不仅计算效率提高了１０倍以上，而且

所得的概率功能度量值 Ｇｐ 更小，可见 ＩＡＣＣ 计算结果更为准确和高效．

图 ３　 不同方法下算例 １ 的功能函数值迭代历程

Ｆｉｇ． ３　 Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｖａｌｕｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １
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表 １　 不同方法下算例 １ 的计算结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ １

ｍｅｔｈｏｄ Ｇｐ ＭＰＴＰ ｕ∗ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ＴＩ ＴＮＦＥ

ＣＣ （λ ＝ ０．１） ｐｅｒｉｏｄｉｃ⁃２ ｐｅｒｉｏｄｉｃ⁃２ ８００ ４ ００１

ＭＣＣ （λ ＝ ０．１） ｐｅｒｉｏｄｉｃ⁃２ ｐｅｒｉｏｄｉｃ⁃２ ８００ ４ ００１
ＡＣＣ （λ ０ ＝ ０．９） ｐｅｒｉｏｄｉｃ⁃２ ｐｅｒｉｏｄｉｃ⁃２ ８００ ４ ００１
ＡＣＣ （λ ０ ＝ ０．７） ０．２５０ ４６ （１．８４７ ８０， １．３５１ ９９， １．３７０ ７２， １．３７０ ７２） １６７ ８３６
ＡＣＣ （λ ０ ＝ ０．５） ０．２５３ ８８ （１．８６４ ２５， １．３７０ ０７， １．３５０ ４６， １．３５０ ４６） １７９ ８９６
ＡＣＣ （λ ０ ＝ ０．３） ０．２５５ ０９ （１．８６２ ３４， １．３７４ ２９， １．３４９ ６３， １．３４９ ６３） ２８８ １ ４４１
ＡＣＣ （λ ０ ＝ ０．１） ０．２７２ ２７ （１．８４９ ９２， １．３９４ ６８， １．３４７ ７２， １．３４７ ７２） ７５４ ３ ７７１

ＩＡＣＣ ０．２４７ １０ （１．７８８ ５１， １．３０８ ２３， １．４２９ ９９， １．４２９ ９９） １３ ６６

　 　 算例 ２［２１］ 　 二维非线性凹功能函数

　 　 Ｇ（ｘ） ＝ ｘ３
１ ＋ ｘ２

１ｘ２ ＋ ｘ３
２ － １８， （１１）

式中，两个独立的随机变量均服从正态分布， ｘ１ ～ Ｎ（１０，５２），ｘ２ ～ Ｎ（９．９，５２），目标可靠度指

标 β ｔ ＝ ３．０．

（ａ） ＣＣ （ｂ） ＭＣＣ （ｃ） ＡＣＣ

（ｄ） ＳＬＡ （ｅ） ＩＡＣＣ
图 ４　 不同方法下算例 ２ 的 ＭＰＴＰ 搜索历程

Ｆｉｇ． ４　 ＭＰＴＰ ｓｅａｒｃｈ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２

图 ４ 为该算例在不同方法下 ＭＰＴＰ 的搜索历程，其中蓝色实线代表各方法求得的概率功

能度量值下的功能函数曲线，而红色三角实线代表 ＩＡＣＣ 的结果．从表 ２ 和图 ４ 中可以看出，
ＣＣ、ＭＣＣ、ＡＣＣ、ＳＬＡ 方法［２１］以及 ＩＡＣＣ ５ 种方法均可以得到收敛解，但前三种方法所得的概率

功能度量值并非最小，概率功能度量值下的功能函数曲线除了局部非凸部分与 β 环相切外，其
他部分还会与 β 环发生相交，而所得的 ＭＰＴＰ 是 β 环与功能函数曲线局部非凸部分的切点，可

４８９ 李　 　 彬　 　 　 郝　 　 鹏　 　 　 孟　 　 增　 　 　 李　 　 刚



见 ＣＣ、ＭＣＣ 和 ＡＣＣ 这 ３ 种方法陷入了局部最优．而图 ４（ｄ）和（ｅ）显示，根据 ＳＬＡ 和 ＩＡＣＣ 两

种方法，二者的概率功能度量值下的功能函数曲线几乎重合，均与 β 环全局相切，可求得概率

功能度量的全局最小值．但在计算效率方面，ＩＡＣＣ 方法的迭代次数和函数计算次数均比 ＳＬＡ
方法少．可见 ＩＡＣＣ 方法在求解高非线性凹功能函数时，不仅保证了结果的准确性，而且保证了

计算的高效性．
表 ２　 不同方法下算例 ２ 的计算结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ ｅｘａｍｐｌｅ ２

ｍｅｔｈｏｄ Ｇｐ ＭＰＴＰ ｕ∗ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ＴＩ ＴＮＦＥ

ＣＣ （λ ＝ ０．１） －２１．６７１ ３６ （－２．３９７ ０５， －１．８０３ ８９） １１７ ３５２

ＭＣＣ （λ ＝ ０．１） －２１．６７２ ２６ （－２．３９７ ０９， －１．８０３ ８８） １２ ３７
ＡＣＣ （λ ０ ＝ ０．５） －２１．６７２ ２６ （－２．３９７ ０９， －１．８０３ ８８） １２ ３７

ＳＬＡ －７６．０３６ ５０ （－１．０５６ ８０， －２．８０７ ７０） ２７ ８２

ＩＡＣＣ －７６．０３６ ５２ （－１．０５６ ５４， －２．８０７ ８０） １２ ３７

４　 结　 　 论

本文提出了基于改进自适应混沌控制的逆可靠度分析方法，根据两个连续迭代步向量间

的夹角关系给出了新的振荡判断准则，在更新控制因子时采用循环迭代的方式，每个迭代步所

确定的迭代点会再次反馈给振荡判断准则以判定控制因子是否合适，并且还增加了一些公式

以确保振荡小且快速收敛，算法自适应性得到进一步提高．算例结果表明，本文提出的方法计

算效率高，计算结果准确，可有效避免陷入局部最优，为复杂工程问题的可靠度分析及可靠度

优化提供了更加高效、稳健的求解途径．
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