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摘要：　 提出了有限位移理论线弹性力学二类混合变量和三类混合变量的变分原理．考虑已知边界

条件的变化并应用有限位移理论的功的互等定理，在导出上述两类变分原理的过程中起到了关键

作用和桥梁作用．首先，考虑已知位移边界条件的变化和应用功的互等定理，导出了二类混合变量

的最小势能原理．用类似的方法，导出了二类混合变量的驻值余能原理．应用应变能密度和应力余

能密度的关系式于上述两个变分原理，得到三类混合变量的变分原理．然后，给出了二类和三类混

合变量的虚功原理和虚余功原理．同时，应用拉氏乘子法导出了广义变分原理．以一个算例说明了

在某些情况下拉氏乘子法会失效，介绍了构成广义变分原理泛函的半逆法．最后，应用二类混合变

量最小势能原理计算了一大挠度悬臂梁的弯曲．

关　 键　 词：　 有限位移理论；　 线弹性力学；　 二（三）类混合变量的变分原理；　 混合变量的虚

（余）功原理；　 广义变分原理；　 半逆法
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引　 　 言

两个原理是有限位移理论变分公式的基础．其中之一是对位移的变分原理，这一原理导致

最小势能原理［１⁃５］ ．而另外一个是对位移和应力的变分原理，这一原理导致驻值余能原理［３⁃９］ ．
引入拉氏乘子到变分表达式的框架中，得到广义变分原理［５，１０⁃１６］ ．众所周知，上述两个原理没有

统一的变分变量．在导出上述原理的变分过程中假定在 Ｓｕ 和 Ｓｐ 上指定的边界条件保持不变．
在本文中，导出的变分原理将考虑已知边界条件的变化．首先将考虑位移边界条件的变

化．在这种情况下，由体内位移的变分、由在 Ｓｐ 界面上位移的变分 δｕｉ 和由在 Ｓｕ 界面上位移变

分 δ ｕｉ 所引起应变能的增量能被得到．应用有限位移理论的功的互等定理，定义该应变能增量

的表达式，得到一个新的泛函，称为二类混合变量的总势能，它是一个位移和应力的泛函．此总

势能对应力和位移取极值变分，得到平衡方程，静力边界条件和位移边界条件为 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）
方程．于是，有限位移理论二类混合变量的最小势能原理被导出．应用类似的方法，考虑到静力

边界条件的变分，应用有限位移理论的功的互等定理得到了二类混合变量的驻值余能原理．在
该原理中的二类混合变量总余能也是一个应力和位移的泛函，该总余能对应力和位移取变分

驻值，得到应力⁃位移关系，位移边界条件和静力边界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．
分别应用应变势能密度和应力余能密度的关系式于二类混合变量的总势能和总余能，得
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到三类混合变量的总势能和总余能．它们都是位移、应力和应变的泛函．对三类混合变量的总

势能取位移、应力和应变的变分极值，则得应变⁃应力关系，平衡方程，静力边界条件和位移边

界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．对三类混合变量的总余能取位移、应力和应变的变分驻值，则得应力⁃应
变关系，应变⁃位移关系，位移边界条件和静力边界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．

能够看到，在二类混合变量的变分原理中，位移和应力为变分变量，相应泛函取极值或驻

值的等价方程为三类．在三类混合变量的变分原理中，位移、应力和应变为变分变量，相应泛函

取极值或驻值的等价方程为四类．与 Ｌａｇｒａｎｇｅ、Ｃａｓｔｉｇｌｉａｎｏ 和 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 变分原理相比较，二类和

三类混合变量的变分原理都具有相同的变分变量和较多的等价方程．
在小位移理论中，最小势能原理以位移向量作为变分变量；在最小余能原理中以应力张量

作为变分变量．在有限位移理论中，最小势能原理仍以位移向量为唯一的变分变量．对于驻值

余能原理，有三类变分原理．其一是，以 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力张量和位移向量为变分变量的 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ
变分原理［１７⁃２０］，它常被称为不是纯粹的余能原理．其二是，Ｌｅｖｉｎｓｏｎ 原理［２０⁃２３］，它是以 Ｐｉｏｌａ 应

力张量为变分变量，曾被称为真正的余能原理，但它不是总能成立的．最后是，Ｆｒａｅｉｊｓ ｄｅ
Ｖｅｕｂｅｋｅ 原理［２４⁃２９］，在该原理中，除了 Ｐｉｏｌａ 应力张量外，转动张量也是作为变分变量出现，这
又没有达到人们对原理期待的“纯粹性”．

半个多世纪以来，学界内的一些人士期望，能像在小位移理论中的最小余能原理一样，在
有限位移理论的驻值余能原理中也有一独立的变分变量存在，从而构造成一个“纯粹的”驻值

余能原理．看来，为了和其他 ３ 个变分原理相统一，试图只取一类独立的变分变量来研究有限

位移理论的驻值余能原理可能误入了歧途．
与前述 Ｌｅｖｉｎｓｏｎ 原理和 Ｆｒａｅｉｊｓ ｄｅ Ｖｅｕｂｅｋｅ 原理的出发点不相同，本文不是试图采用一种

变分变量，而是采用了位移和应力两种变分变量和采用位移、应力和应变 ３ 种变分变量为统一

变分变量，从而导出有限位移理论二类和三类混合变量的最小势能原理和驻值余能原理．在小

位移理论中也存在与上述两个原理相应的变分原理．在小位移理论和有限位移理论中能导出

混合变量的势能原理和余能原理是由于考虑了边界条件变化，以及应用小位移理论的修正的

功的互等定理和有限位移理论的功的互等定理的结果．可以认为，上述过程是导出变分原理的

一个新途径．

１　 基 本 方 程

本文将采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 描述．在这一描述中，确定变形前物体一点的坐标被用来确定该点在

随后变形中的位置．
在这一描述中，在直角坐标中有限位移理论的基本方程可被表达为

　 　 ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （１）

　 　 ｅｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）， ｘｉ ∈ Ｖ， （２）

　 　 （δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ ＝ ｐｉ， ｘｉ ∈ Ｓｐ， （３）
　 　 ｕｉ ＝ ｕｉ， ｘｉ ∈ Ｓｕ， （４）

　 　
∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

＝ σｉｊ， ｘｉ ∈ Ｖ， （５ａ）

　 　
∂Ｂ（σｉｊ）

∂σｉｊ

＝ ｅｉｊ， ｘｉ ∈ Ｖ ． （５ｂ）
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对于各向同性材料线性弹性体，式（５ａ）和式（５ｂ）分别被简化为

　 　 σｉｊ ＝ ２Ｇｅｉｊ ＋ λｅｋｋδｉｊ，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （６ａ）

　 　 ｅｉｊ ＝
１
２Ｇ

σｉｊ －
ν
Ｇ

σｋｋδｉｊ，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （６ｂ）

其中 σｉｊ 为 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力张量， ｅｉｊ 为 Ｇｒｅｅｎ 应变张量， Ａ（ｅｉｊ） 为应变能密度，Ｂ（σｉｊ） 为余能密

度，Ｇ ＝ Ｅ ／ （２（１ ＋ ν）），λ ＝ νＥ ／ （（１ ＋ ν）（１ － ２ν）），Ｅ 为弹性模量，ν 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比．

２　 有限位移理论三维线弹性的功的互等定理

考虑有限位移的两个线性弹性体．它们具有相同的几何形状、尺寸和本构关系，但具有不

同的位移边界条件和静力边界条件．它们在各自外力作用下都处于真实状态．其中之一称为第

一弹性体，它的相应力学量表示为（·）１；另一个称为第二弹性体，相应的力学量表示为（·）２ ．
根据文献［３０］，有限位移理论三维线弹性力学功的互等定理可表示为

　 　 ∫∫
Ｓ１ｐ

ｐ１ｉ ｕ２ｉｄｓ ＋ ∫∫
Ｓ１ｕ
ｐ１ｉｕ２ｉｄｓ ＋ ∫∫∫

Ｖ
Ｆ１ｉｕ２ｉｄｖ ＋ ∫∫∫

Ｖ
σ１ｉｊ

１
２

ｕ２ｋ，ｉｕ２ｋ， ｊ － ｕ１ｋ，ｉｕ２ｋ， ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫
Ｓ２ｐ

ｐ２ｉ ｕ１ｉｄｓ ＋ ∫∫
Ｓ２ｕ
ｐ２ｉｕ１ｉｄｓ ＋ ∫∫∫

Ｖ
Ｆ２ｉｕ１ｉｄｖ ＋ ∫∫∫

Ｖ
σ２ｉｊ

１
２

ｕ１ｋ，ｉｕ１ｋ， ｊ － ｕ２ｋ，ｉｕ１ｋ， ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｖ ．

（７）
从式（７）可以看到，两边的力学量对脚标“１”和“２”具有倒易性．

３　 二类混合变量最小势能原理的推导

３．１　 余功的零变分关系

考虑第 ２ 节所述的两个弹性体，取第一弹性体的状态为

　 　

Ｖ Ｖ Ｓｐ Ｓｕ

σｉｊ Ｆ ｉ ｐｉ ｐｉ

ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δ ｕｉ

而第二弹性体的状态为

　 　

Ｖ Ｖ Ｓｐ Ｓｕ

σｉｊ Ｆ ｉ ｐｉ ｐｉ ＋ δｐｉ

ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ

应用功的互等定理式（７）于这两个状态，得

　 　 ∫∫
Ｓｕ
（ｕｉ δｐｉ ＋ ｐｉδ ｕｉ）ｄｓ ＝ ∫∫

Ｓｕ
δ（ｕｉｐｉ）ｄｓ ＝ ０， （８）

它被称为 Ｓｕ 外表面部分余功的零变分关系．
另一方面，需要引入关系

　 　 ∫∫
Ｓｕ
δ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊｕｉ］ｄｓ ＝ ０， （９）

它被称为 Ｓｕ 内表面部分余功的零变分关系．它是为导出后面二类混合变量最小势能原理所必

须遵守的附加条件．
３．２　 弱容许位移和协调弱容许应力

为后面导出二类混合变量的最小势能原理，首先引进下面两个定义：
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弱容许位移：满足应变⁃位移关系（２）的位移．
协调弱容许应力：当位移是弱容许时，满足 Ｓｕ 内表面部分余功的零变分关系式（９）并遵守

Ｈｏｏｋｅ（胡克）定律（６ａ）的应力．
３．３　 二类混合变量最小势能原理

如所周知，在推导最小势能原理、驻值余能原理和它们的两族变分原理时，都假定，在变分

过程中，在 Ｓｕ 上和 Ｓｐ 上的指定边界条件保持不变．本文将考虑指定边界条件的变化．
首先考虑位移边界条件的变化．在 Ｓｕ 上指定的位移分量给出无限小的增量 δｕｉ，而体力和在

Ｓｐ 上的力的边界条件保持不变，在体内和在 Ｓｐ 上所引起的无限小的位移增量都用 δｕｉ 表示．假
设，这些无限小的位移增量产生一个新的位形，于是有［５］

　 　 ∫∫∫
Ｖ
δＡ（ｅｉｊ）ｄｖ ＝ ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉδｕｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｕ
ｐｉδ ｕｉｄｓ， （１０）

利用外表面部分余功的零变分关系式（８），把式（１０）转换为

　 　 ∫∫∫
Ｖ
δＡ（ｅｉｊ）ｄｖ ＝ ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉδｕｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ ． （１１）

如果引入一个新的泛函 Π２ｍｐ， 并且让它的变分 δΠ２ｍｐ ＝ ０， 则有

　 　 Π２ｍｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ
Ａ（ｅｉｊ）ｄｖ － ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉｕｉｄｖ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｕ
ｕｉｐｉｄｓ （１２）

和

　 　 δΠ２ｍｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ
δＡ（ｅｉｊ）ｄｖ － ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉδｕｉｄｖ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ ＝ ０， （１３）

这里 Π２ｍｐ 被称为有限位移理论线弹性力学二类混合变量的总势能．它表示，该总势能等于应

变能减去体力 Ｆ ｉ 和表面力 ｐｉ 作用于相应弱容许位移 ｕｉ 上的势，加上已知表面位移 ｕｉ 作用于相

应弱容许协调表面反力的余势．
在式（１２）中，对弱容许位移 ｕｉ， 弱容许应变 ｅｉｊ 和协调弱容许表面力 ｐｉ 取极值变分，则得

式（１３）．
对应变能进行变分，并注意位移是弱容许的，则

　 　 ∫∫∫
Ｖ
δＡ（ｅｉｊ）ｄｖ ＝ ∫∫∫

Ｖ

∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

δｅｉｊｄｖ ＝ ∫∫∫
Ｖ

∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

１
２

δ（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）ｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ

∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

１
２
（δｕｉ， ｊ ＋ δｕ ｊ，ｉ ＋ δｕｋ，ｉｕｋ， ｊ ＋ ｕｋ，ｉδｕｋ， ｊ）ｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ

∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

（δｕｉ， ｊ ＋ ｕｋ，ｉδｕｋ， ｊ）ｄｖ ＝ ∫∫∫
Ｖ

∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）δｕｋ， ｊｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ

∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）δｕｋ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

， ｊ

－
∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

， ｊ

δｕｋ{ } ｄｖ ． （１４）

通过分部积分，应用 Ｇｒｅｅｎ 公式和 Ｈｏｏｋｅ 定律（５ａ），式（１４）被转换成

　 　 ∫∫∫
Ｖ
δＡ（ｅｉｊ）ｄｖ ＝ ∫∫

Ｓｐ
（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊδｕｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｕ
（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊδｕｉｄｓ －

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊδｕｉｄｖ ． （１５）

将内表面部分余功的零变分关系式（９）代入到式（１５）中，则得

　 　 ∫∫∫
Ｖ
δＡ（ｅｉｊ）ｄｖ ＝ ∫∫

Ｓｐ
（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊδｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
ｕｉδ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ －
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　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊδｕｉｄｖ， （１６）

式（１６）代入到式（１３）后，则得

　 　 δΠ２ｍｐ ＝ － ∫∫∫
Ｖ

{ ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ } δｕｉｄｖ ＋ ∫∫
Ｓｐ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ］δｕｉｄｓ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）δ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ ＝ ０． （１７）

根据变分法基本预备定理，最后得到 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　 ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （１８）
　 　 （δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ ＝ ｐｉ， ｘｉ ∈ Ｓｐ， （１９）
　 　 ｕｉ － ｕｉ ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｓｕ ． （２０）
此后，将要证明对于真实解，Π２ｍｐ 将取绝对极小值．让 ｕｉ 和 ｐｉ 分别表示真实解在 Ｓｕ 面上的

位移分量和表面反力分量．δｕｉ 和 δｐｉ 分别表示在 Ｓｕ 面上的弱容许位移的变分和协调弱容许反

力的变分．并且设 ｕ∗
ｉ ＝ ｕｉ ＋ δｕｉ，ｐ∗

ｉ ＝ ｐｉ ＋ δｐｉ， 于是有

　 　 Π∗
２ｍｐ（ｕｉ ＋ δｕｉ，…） ＝ Π２ｍｐ ＋ δΠ２ｍｐ ＋ δ２Π２ｍｐ， （２１）

　 　 Ａ（ｅｉｊ ＋ δｅｉｊ） ＝ Ａ（ｅｉｊ） ＋ δＡ（δｅｉｊ） ＋ １
２

∂２Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ∂ｅｋｌ

δｅｉｊδｅｋｌ， （２２）

　 　 Π∗
２ｍｐ（ｕｉ ＋ δｕｉ） ＝ ∫∫∫

Ｖ
Ａ（ｅｉｊ ＋ δｅｉｊ）ｄｖ － ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉ（ｕｉ ＋ δｕｉ）ｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｐ
ｐｉ（ｕｉ ＋ δｕｉ）ｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｕ
ｕｉ（ｐｉ ＋ δｐｉ）ｄｓ ． （２３）

注意到式（１２）和式（１３）成立，以及物体是线弹性的，于是有

　 　 δ２Π２ｍｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ

１
２

∂２Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ∂ｅｋｌ

δｅｉｊδｅｋｌｄｖ ＝ ∫∫∫
Ｖ

１
２

δσｉｊδｅｉｊｄｖ ＝ ∫∫∫
Ｖ
Ａ（δｅｉｊ）ｄｖ ≥ ０， （２４）

进一步必得

　 　 Π∗
２ｍｐ ≥ Π２ｍｐ ． （２５）

于是得出结论，在真实状态下，二类混合变量总势能取极小值．
该原理要求，弱容许位移和协调弱容许应力的条件应该得到满足．

４　 二类混合变量驻值余能原理的推导

４．１　 功的零变分关系

其次，将考虑有限位移的另外两个弹性体．第一弹性体的状态为

　 　

Ｖ Ｖ Ｓｐ Ｓｕ

σｉｊ ＋ δσｉｊ Ｆ ｉ ｐｉ ＋ δｐｉ ｐｉ ＋ δｐｉ

ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ｕｉ

和第二弹性体的状态为

　 　

Ｖ Ｖ Ｓｐ Ｓｕ

σｉｊ ＋ δσｉｊ Ｆ ｉ ｐｉ ｐｉ ＋ δｐｉ

ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ

应用功的互等定理式（７）于上述两个状态，得到
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　 　 ∫∫
Ｓｐ
（ｐｉ δｕｉ ＋ ｕｉδｐｉ）ｄｓ ＝ ∫∫

Ｓｐ
δ（ｐｉｕｉ）ｄｓ ＝ ０， （２６）

它被称为 Ｓｐ 外表面部分功的零变分关系．
另一方面需要引入关系式

　 　 ∫∫
Ｓｐ
δ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊｕｉ］ｄｓ ＝ ０， （２７）

它被称为 Ｓｐ 内表面部分功的零变分关系．关系式（２７）是为导出后面二类混合变量驻值余能原

理所必须遵守的附加条件．
４．２　 弱容许应力和平衡弱容许位移

为了后面导出二类混合变量驻值余能原理，需要引进两个基本定义如下：
弱容许应力：满足平衡方程式（１）的应力．
平衡弱容许位移：当应力是一弱容许的，满足平衡方程式（１）和 Ｓｐ 内表面部分功的零变分

关系式（２７）并且遵守 Ｈｏｏｋｅ 定律（６ｂ）的位移．
４．３　 二类混合变量驻值余能原理

本小节将考虑静力边界条件的变化．在 Ｓｐ 表面上，指定表面力给出一无限小的增量 δｐｉ，
而在 Ｓｕ 面上的位移边界条件和体力保持不变，在体内无限小的应力增量和位移增量分别为

δσｉｊ 和 δｕｉ ．假设这些增量的应力和位移产生一个新的位形，于是有［５］

　 　 ∫∫∫
Ｖ
δＢ（σｉｊ）ｄｖ ＋ ∫∫∫

Ｖ

１
２

δ（σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）ｄｖ ＝ ∫∫
Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｕｉδｐｉｄｓ， （２８）

考虑外表面部分功的零变分关系式（２６），把式（２８）转换为

　 　 ∫∫∫
Ｖ
δＢ（σｉｊ）ｄｖ ＋ ∫∫∫

Ｖ

１
２

δ（σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）ｄｖ ＝ ∫∫
Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ ． （２９）

引入一个新的泛函 Π２ｍｃ 并且让它的变分为 ０，则有

　 　 Π２ｍｃ ＝ ∫∫∫
Ｖ

Ｂ（σｉｊ） ＋ １
２

σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ － ∫∫

Ｓｕ
ｕｉｐｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ （３０）

和

　 　 δΠ２ｍｃ ＝ ∫∫∫
Ｖ
δ Ｂ（σｉｊ） ＋ １

２
σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ － ∫∫

Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ ＝ ０， （３１）

这里 Π２ｍｃ 被称为有限位移理论线弹性力学二类混合变量的总余能．为了更清楚地说明这一原

理， ∫∫∫
Ｖ

１
２

σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊｄｖ 被称为耦合变形能．Π２ｍｃ 表示，二类混合变量的总余能等于余能加上耦

合变形能，减去指定表面位移作用在弱容许表面反力上的余势，再加上指定表面力作用在平衡

弱容许位移上的势．
在式（３０）中对 σｉｊ 和 ｕｉ 取驻值变分，得式（３１）．由于应力是弱容许的和位移是平衡弱容许

的，并且体力保持不变，于是有

　 　 ∫∫∫
Ｖ
ｕｉδ ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊｄｖ ＝ ０． （３２）

将式（３２）和式（３１）相加，得

　 　 δΠ２ｍｃ ＝ ∫∫∫
Ｖ
δ Ｂ（σｉｊ） ＋ １

２
σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ ＋ ∫∫∫

Ｖ
ｕｉδ ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ ＝ ０． （３３）
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在式（３３）对弱容许应力 σｉｊ 和平衡弱容许位移 ｕｉ 进行变分运算，得

　 　 ∫∫∫
Ｖ
δ Ｂ（σｉｊ） ＋ １

２
σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ

∂Ｂ（σｉｊ）
∂σｉｊ

δσｉｊ ＋
１
２

ｕｋ，ｉｕｋ， ｊδσｉｊ ＋ σｉｊｕｋ，ｉδｕｋ， ｊ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｖ （３４）

和

　 　 ∫∫∫
Ｖ
ｕｉδ ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ

{ ｕｉδ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ } ， ｊｄｖ － ∫∫∫
Ｖ
δ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ｕｉ， ｊｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
ｕｉδ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｕｉδ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ －

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
（δｕｋ，ｉσｋｊｕｉ， ｊ ＋ ｕｋ，ｉδσｋｊｕｉ， ｊ ＋ δσｉｊｕｉ， ｊ）ｄｖ ． （３５）

根据内表面部分功的零变分关系式（２７），再令 ｉ → ｋ → ｊ → ｉ， 式（３５）转换为

　 　 ∫∫∫
Ｖ
ｕｉδ ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊｄｖ ＝ ∫∫

Ｓｕ
ｕｉδ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｐ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］δｕｉｄｓ － ∫∫∫

Ｖ
（σｉｊｕｋ，ｉδｕｋ， ｊ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊδσｉｊ ＋ ｕｉ， ｊδσｉｊ）ｄｖ ． （３６）

将式（３４）和式（３６）代入到式（３３），得到

　 　 δΠ２ｍｃ ＝ ∫∫∫
Ｖ

∂Ｂ（σｉｊ）
∂σｉｊ

－ １
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δσｉｊｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）δ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｐ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ］δｕｉｄｓ ＝ ０． （３７）

根据变分法基本预备定理，则得 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　
∂Ｂ（σｉｊ）

∂σｉｊ

－ １
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ） ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （３８）

　 　 ｕｉ － ｕｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｓｕ， （３９）
　 　 （δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｓｐ ． （４０）
该原理要求弱容许应力和平衡弱容许位移的条件应该得到满足．

５　 三类混合变量变分原理的推导

５．１　 三类混合变量最小势能原理

将应变势能密度和应力余能密度的关系式

　 　 σｉｊｅｉｊ ＝ Ａ（ｅｉｊ） ＋ Ｂ（σｉｊ），　 　 ｘｉ ∈ Ｖ （４１）
代入二类混合变量总势能式（１２）中，得

　 　 Π３ｍｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ
［σｉｊｅｉｊ － Ｂ（σｉｊ）］ｄｖ － ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉｕｉｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｕ
ｕｉｐｉｄｓ， （４２）

式（４２）被称为三类变分变量的总势能．对式（４２）取 ｕｉ，σｉｊ 和 ｅｉｊ 的变分极值，得

　 　 δΠ３ｍｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ
σｉｊδｅｉｊ ＋ ｅｉｊ －

∂Ｂ（σｉｊ）
∂σｉｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δσｉｊ{ } ｄｖ － ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉδｕｉｄｖ －
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　 　 　 　 ∫∫
Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ ＝ ０． （４３）

仿照二类混合变量总势能式（１３） Π２ｍｐ 的变分运算，则得

　 　 δΠ３ｍｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ

ｅｉｊ －
∂Ｂ（σｉｊ）

∂σｉｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δσｉｊｄｖ － ∫∫∫

Ｖ
{ ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ } δｕｉｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｐ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ］δｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）δ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ ＝ ０． （４４）

根据变分法基本预备定理，则得 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　 ｅｉｊ －
∂Ｂ（σｉｊ）

∂σｉｊ

＝ ０，　 　 　 　 　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （４５）

　 　 ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｖ， （４６）
　 　 （δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｓｐ， （４７）
　 　 ｕｉ － ｕｉ ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｓｕ ． （４８）

５．２　 三类混合变量驻值余能原理

将式（４１）代入二类混合变量总余能式（３０）中，则得

　 　 Π３ｍｃ ＝ ∫∫∫
Ｖ

［σｉｊｅｉｊ － Ａ（ｅｉｊ）］ ＋ １
２

σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ{ } ｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
ｕｉｐｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ， （４９）

式（４９）被称为三类混合变量的总余能．对式（４９）取 ｕｉ，σｉｊ 和 ｅｉｊ 的变分驻值，得

　 　 δΠ３ｍｃ ＝ ∫∫∫
Ｖ
ｅｉｊδσｉｊ ＋ σｉｊ －

∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δｅｉｊ ＋

１
２

σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ{ } ｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ ＝ ０． （５０）

仿二类混合变量总余能式（３１） Π２ｍｃ 的变分运算，则得

　 　 δΠ３ｍｃ ＝ ∫∫∫
Ｖ

σｉｊ －
∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δｅｉｊｄｖ ＋ ∫∫∫

Ｖ
ｅｉｊ －

１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）

é

ë
êê

ù

û
úú δσｉｊｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）δ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｐ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ］δｕｉｄｓ ＝ ０． （５１）

根据变分法基本预备定理，则得 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　 σｉｊ －
∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

＝ ０，　 　 　 　 　 　 　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （５２）

　 　 ｅｉｊ －
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ） ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｖ， （５３）

　 　 ｕｉ － ｕｉ ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｓｐ， （５４）
　 　 （δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｓｕ ． （５５）

６　 混合变量的虚功原理和虚余功原理

６．１　 二类混合变量的虚功原理

首先给出如下两个基本定义：
弱虚位移：无限小的弱容许位移．
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协调弱虚应力：无限小的协调弱容许应力．
本小节将直接给出与 ３．３ 小节相对应的二类混合变量的虚功原理．
在式（１２）中对 σｉｊ 和 ｕｉ 取变分极值，则得

　 　 ∫∫∫
Ｖ
σｉｊδｅｉｊｄｖ ＝ ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉδｕｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ ． （５６）

应用与 ３．３ 小节相同的方法，根据式（５６）能导出式（１８） ～ （２０）．反向上述的推导，能用式

（１８） ～ （２０）导出式（５６）．于是，该原理可以表述为：若协调弱容许应力在相应的弱虚应变上所

做的总功等于指定的体力和表面力在相应的弱虚位移上所做的功减去指定表面位移在相应的

协调弱虚表面反力所做的余功，则该弹性体满足平衡方程、静力边界条件和位移边界条件，反
之亦然．

该原理要求弱虚位移和协调弱虚应力的条件应该得到满足．
比较二类混合变量虚功原理和虚功原理可以看出，前者对于后者的优点类似于二类混合

变量最小势能原理对于最小势能原理的优点．
６．２　 二类混合变量的虚余功原理

给出下面两个基本定义：
弱虚应力：无限小的弱容许应力．
平衡弱虚位移：无限小的弱平衡容许位移．
本小节将直接给出与 ４．３ 小节相对应的二类混合变量的虚余功原理．
在式（３１）中，对 σｉｊ 和 ｕｉ 取驻值变分，则得

　 　 ∫∫∫
Ｖ
ｅｉｊδσｉｊｄｖ ＋ ∫∫∫

Ｖ
σｉｊ

１
２

δ（ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ） ＋ １
２

ｕｋ，ｉｕｋ， ｊδσｉｊ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ ． （５７）

用与 ４．３ 小节类似的方法，根据式（５７）能导出方程式（２） ～ （４）．反向上述的推导，根据式

（２） ～ （４）能导出式（５７）．

为了更清楚地说明这一原理，现给出两个定义： ∫∫∫
Ｖ
σｉｊ

１
２

δ（ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）ｄｖ 定义为耦合弱虚

功，而 ∫∫∫
Ｖ

１
２

ｕｋ，ｉｕｋ， ｊδσｉｊｄｖ 定义为耦合弱虚余功．

于是该定理可被叙述为：若平衡弱虚应变作用在相应弱虚应力上的总余功，加上耦合虚功

和耦合虚余功等于指定表面位移作用在相应弱虚表面反力的余功，减去指定表面力作用在相

应弱虚平衡虚位移所做的功，则该弹性体满足应力⁃位移关系、位移边界条件和静力边界条件，
反之亦然．

该原理要求弱虚应力和平衡弱虚位移的条件应得到满足．
６．３　 三类混合变量的虚功原理

三类混合变量的虚功原理可表示为

　 　 ∫∫∫
Ｖ
σｉｊδｅｉｊｄｖ ＝ － ∫∫∫

Ｖ
ｅｉｊ －

∂Ｂ（σｉｊ）
∂σｉｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δσｉｊｄｖ ＋ ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉδｕｉｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ ． （５８）
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６．４　 三类混合变量的虚余功原理

三类混合变量的虚余功原理可表示为

　 　 ∫∫∫
Ｖ
ｅｉｊδσｉｊｄｖ ＋ ∫∫∫

Ｖ
σｉｊ

１
２

δ（ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ） ＋ １
２

ｕｋ，ｉｕｋ， ｊδσｉｊ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ ＝

　 　 　 　 － ∫∫∫
Ｖ

σｉｊ －
∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δｅｉｊｄｖ ＋ ∫∫

Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ ． （５９）

７　 广义变分原理

二类混合变量总势能式（１２）是一个应满足式（２）和式（９）附加条件的泛函．为消除上述两

个条件对泛函式（１２）的限制，需要应用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法，把它们置于该变分表达式中，于是有

　 　 Πｇｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ
Ａ（ｅｉｊ） － σｉｊ ｅｉｊ －

１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）

é

ë
êê

ù

û
úú{ } ｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
Ｆ ｉｕｉｄｖ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｕ
ｕｉｐｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊｕｉ］ｄｓ， （６０）

它被称为广义势能．对式（６０）取 ｕｉ，ｅｉｊ 和 σｉｊ 的驻值变分，得到式（１） ～（４）和式（５ｂ）为 Ｅｕｌｅｒ 方程．
　 　 应用相同的方法，得到广义余能

　 　 Πｇｃ ＝ ∫∫∫
Ｖ
σｉｊｅｉｊ － Ａ（ｅｉｊ） ＋ １

２
σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｖ ＋ ∫∫∫

Ｖ
{ ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ } ｕｉｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
ｕｉｐｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｐ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊｕｉ］ｄｓ ． （６１）

对式（６１）取 ｅｉｊ，σｉｊ 和 ｕｉ 的驻值变分，则得到式（１） ～ （４）和式（５ａ）为 Ｅｕｌｅｒ 方程．
二类混合变量变分原理导出三类等价方程；三类混合变量变分原理导出四类等价方程；广

义变分原理导出弹性力学的全部五类方程．
将式（６０）和式（６１）相加，得
　 　 Πｇｃ ＋ Πｇｐ ＝ ０， （６２）

它是被钱伟长导出的［１１］ ．

８　 拉氏乘子法的失效

在第 ７ 节中，应用拉氏乘子法导出了广义变分原理．但是，在某些情况下，如在 Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ⁃
Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 变分原理和 Ｈｕ⁃Ｗａｓｈｉｚｕ 变分原理中为消除应力⁃应变关系而采用拉氏乘子法时该法

会失效．现以小位移理论 Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ⁃Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 变分原理为例予以说明．
Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ⁃Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 变分原理的泛函为

　 　 ΠＨＲ ＝ ∫∫∫
Ｖ
［Ｂ（σｉｊ） ＋ （σｉｊ， ｊ ＋ Ｆ ｉ）ｕｉ］ｄｖ － ∫∫

Ｓｕ
σｉｊｎ ｊ ｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｐ
（σｉｊｎ ｊ － ｐｉ）ｕｉｄｓ， （６３）

现构成一新的泛函

　 　 Π∗
ＨＲ ＝ ΠＨＲ ＋ ∫∫∫

Ｖ

∂Ｂ（σｉｊ）
∂σｉｊ

－ ｅｉｊ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú λ ｉｊｄｖ， （６４）

式

　 　
∂Ｂ（σｉｊ）

∂σｉｊ

－ ｅｉｊ ＝ ０ （６５）

为 Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ⁃Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 变分方程的约束条件， λ ｉｊ 为一新引入的拉氏乘子，为一变分变量．
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对式（６４）取 ｕｉ，ｅｉｊ，σｉｊ 和 λ ｉｊ 的驻值变分，则得

　 　 δΠｋ
ＨＲ ＝ ∫∫∫

Ｖ

∂Ｂ（σｉｊ）
∂σｉｊ

－ １
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ） ＋

∂２Ｂ（σｉｊ）
∂σｉｊ∂σｋｌ

λｋｌ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δσｉｊ －{

　 　 　 　 λ ｉｊδｅｉｊ ＋ （σｉｊ，ｊ ＋ Ｆ ｉ）δｕｉ ＋
∂Ｂ（σｉｊ）

∂σｉｊ

－ ｅｉｊ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δλ ｉｊ} ｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）δσｉｊｎ ｊｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｐ
（σｋｊｎ ｊ － ｐｉ）δｕｉｄｓ ＝ ０． （６６）

按变分法基本预备定理，则得 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　
∂Ｂ（σｉｊ）

∂σｉｊ

－ １
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ） ＋

∂２Ｂ（σｉｊ）
∂σｉｊ∂σｋｌ

λｋｌ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （６７ａ）

　 　 λ ｉｊ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （６７ｂ）
　 　 σｉｊ， ｊ ＋ Ｆ ｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （６７ｃ）

　 　
∂Ｂ（σｉｊ）

∂σｉｊ

－ ｅｉｊ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （６７ｄ）

　 　 ｕｉ － ｕｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｓｕ， （６７ｅ）
　 　 σｉｊｎ ｊ － ｐｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｓｐ ． （６７ｆ）

由式（６７ｂ）知 λ ｉｊ ＝ ０， 于是式（６７ｄ）不一定成立；而式（６７ａ）、（６７ｃ）、（６７ｅ）和（６７ｆ）是 Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ⁃
Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 变分原理原泛函的 Ｅｕｌｅｒ 方程，于是，在这里拉氏乘子法失效，同理，也可以证明 Ｈｕ⁃
Ｗａｓｈｉｚｕ 变分原理为清除应力⁃应变关系应用拉氏乘子法也会失效．

９　 半 逆 法

半逆法是构建广义变分原理泛函的一个强有力的方法．为说明该方法的基本思想，以小变

形理论弹性力学最小势能原理推广为广义势能变分原理为例予以说明．最小势能原理总势能

的泛函为

　 　 Πｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ

１
２

ｅｉｊａｉｊｋｌｅｋｌ － ｆｉｕｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｖ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ ． （６８）

式（６８）中 Πｐ 是一个在下述方程约束下的泛函：
　 　 σｉｊ ＝ ａｉｊｋｌｅｋｌ，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （６９）

　 　 ｅｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ），　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （７０）

　 　 ｕｉ － ｕｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｓｕ ． （７１）
对总势能式（６８）取 ｕｉ 和 ｅｉｊ 的变分极限，则得 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　 σｉｊ， ｊ ＋ ｆｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （７２）
　 　 σｉｊｎ ｊ － ｐｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｓｐ ． （７３）

下面用半逆法构成一势能泛函，为此假设

　 　 Ｍｇｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ

１
２

ｅｉｊａｉｊｋｌｅｋｌ － ｆｉｕｉ ＋ Ｆ ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｖ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）γｉｄｓ ． （７４）

式（７４）中的 Ｆ ｉ 和 γｉ 是两个新引入的函数，它们取驻值的条件应满足式（６９） ～ （７１）．能够判断，
Ｆ ｉ 应该是 ｅｉｊ 的函数．对式（７４）的体积项取 ｅｉｊ 的偏导驻值，则得凑试 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　 ａｉｊｋｌｅｋｌ ＋
∂Ｆ ｉ

∂ｅｉｊ
＝ ０， （７５）
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于是有

　 　 Ｆ ｉ ＝ － ｅｉｊσｉｊ ＋ Ｆ１， （７６）
这里 Ｆ１ 是新引进的一个函数，它与 ｅｉｊ 无关．于是得 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ ＝ １
２

ｅｉｊａｉｊｋｌｅｋｌ － ｆｉｕｉ － ｅｉｊσｉｊ ＋ Ｆ１， （７７）

进一步可以判断， Ｆ１ 是 σｉｊ 的函数．对式（７７），对 σｉｊ 取偏导驻值，则得凑试 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　 － ｅｉｊ ＋
∂Ｆ１

∂σｉｊ

＝ ０， （７８）

于是得

　 　 Ｆ１ ＝ １
２
（ｕｉｊ ＋ ｕ ｊｉ）σｉｊ ． （７９）

易于得出

　 　 ｖｉ ＝ σｉｊｎ ｊ， （８０）
最后得出广义势能泛函为

　 　 Πｇｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ

１
２

ｅｉｊａｉｊｋｌｅｋｌ － ｆｉｕｉ － σｉｊ ｅｉｊ －
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ）

é

ë
êê

ù

û
úú{ } ｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）σｉｊｎ ｊｄｓ ． （８１）

１０　 应　 　 用

１０．１　 大挠度直梁二类混合变量的最小势能原理的应用

首先，应用有限位移理论二类混合变量的最小势能原理来计算一大挠度悬臂梁的弯曲．
图 １（ａ）为一受均布载荷作用的大挠度悬臂梁．解除其固定端的弯曲约束，代以作用在简

支端的弯矩 Ｍ０， 自由端的挠度为 ｗ ｌ， 则得图 １（ｂ）所示大挠度悬臂梁实际系统．

图 １（ａ） 　 均载作用下大挠度悬臂梁

Ｆｉｇ． １（ａ） 　 Ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ

图 １（ｂ） 　 均载作用下大挠度悬臂梁实际系统

Ｆｉｇ． １（ｂ） 　 Ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｌｏａｄ

该大挠度悬臂梁实际系统二类混合变量的总势能可表示为

　 　 Πｍｐ ＝ ∫ｌ
０
［Ａｂ（ｗ） ＋ Ａｍ（ｕ，ｗ）］ｄｘ － ∫ｌ

０
ｑｗｄｘ － Ｍ０

ｄｗ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ０
＋ Ｑｘ ＝ ｌ ｗ ｌ， （８２）

其中
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　 　 Ａｂ（ｗ） ＝ １
２

ＥＪ
ｄ２ｗ
ｄｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

， （８３）

　 　 Ａｍ（ｕ，ｗ） ＝ １
２

ＥＦ ｄｕ
ｄｘ

＋ １
２

ｄｗ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú

２

， （８４）

这里 ｗ 为弱容许挠度， ｕ 为弱容许轴向位移．并假设

　 　 ｗ（ｘ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２
Ａｍｓｉｎ（αｍｘ），　 　 ０ ≤ ｘ ＜ ｌ， （８５）

其中　 　 αｍ ＝ ｍπ
ｌ

．

将式（８３）和式（８４）代入式（８２）中，则得

　 　 Π２ｍｐ ＝ ∫ｌ
０

１
２

ＥＪ
ｄ２ｗ
ｄｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １
２

ＥＦ ｄｕ
ｄｘ

＋ １
２

ｄｗ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú

２

{ } ｄｘ －

　 　 　 　 ∫ｌ
０
ｑｗｄｘ － Ｍ０

ｄｗ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ０
－ ＥＪ

ｄ３ｗ
ｄｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ｌ
ｗ ｌ ． （８６）

对 Π２ｍｐ 取 Ａｍ 和 ｕ 的变分极值，则得

　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １，２

ｌ
２

ＥＪα４
ｍ ＋ ｌ

２
Ｎα２

ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ａｍ ＋{

　 　 　 　 ｑ １
αｍ

［（ － １）ｍ － １］ － Ｍ０αｍ ＋ （ － １）ｍＥＪα３
ｍ ｗ ｌ} δＡｍ ＋

　 　 　 　 （Ｎδｕ） ｌ
０ － ∫ｌ

０

ｄＮ
ｄｘ

δｕｄｘ ＝ ０． （８７）

再应用内边界位移余功的零变分关系

　 　 δ（ － ｕ０Ｎ０ ＋ ｕｌＮｌ） ＝ ０， （８８）
并据变分法基本预备定理，则得

　 　 Ａｍ ＝ １
（ｍπ ／ ｌ） ２ ＋ Ｎ ／ （ＥＪ）

２ｑｌ２

ＥＪ（ｍπ） ３［１ － （ － １）ｍ］ ＋
２ Ｍ０

ＥＪ（ｍπ）
＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　 （ － １）ｍ＋１ ２
ｌ

ｍπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ ｌ

ù

û
úú ， （８９）

　 　 ｄＮ
ｄｘ

＝ ０，　 　 ０ ≤ ｘ ≤ ｌ， （９０）

　 　 ｕ０ ＝ ０，　 　 ｘ ＝ ０， （９１）
　 　 ｕｌ ＝ ０，　 　 ｘ ＝ ｌ ． （９２）

将式（８９）代入式（８５），则得

　 　 ｗ（ｘ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２

１
（ｍπ ／ ｌ） ２ ＋ Ｎ ／ （ＥＪ）

２ｑｌ２

ＥＪ（ｍπ） ３［１ － （ － １）ｍ］ ＋
２ Ｍ０

ＥＪ（ｍπ）
＋é

ë

ê
ê

　 　 　 　 （ － １）ｍ＋１ ２
ｌ

ｍπ
ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ ｌ

ù

û
úú ｓｉｎ（αｍｘ），　 　 ０ ≤ ｘ ＜ ｌ ． （９３）

根据

　 　
ｓｉｎｈ（βｎｘ）
ｓｉｎｈ（βｎ ｌ）

＝ ２
ｌ ∑

∞

ｍ ＝ １，２

（ － １）ｍ＋１αｍ

α２
ｍ ＋ β２

ｎ

ｓｉｎ（αｍｘ）， （９４）
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可将式（９３）转换成

　 　 ｗ（ｘ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２

１
（ｍπ ／ ｌ） ２ ＋ Ｎ ／ （ＥＪ）

２ｑｌ２

ＥＪ（ｍπ） ３［１ － （ － １）ｍ］ ＋
２ Ｍ０

ＥＪ（ｍπ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ｓｉｎ（αｍｘ） ＋

　 　 　 　
ｓｉｎｈ（βｎｘ）
ｓｉｎｈ（βｎ ｌ）

ｗ ｌ，　 　 ０ ≤ ｘ ＜ ｌ ． （９５）

根据级数转换，有

　 　 Ｍ０ｓｉｎｈ（βｎ（ ｌ － ｘ）） ＝ ２
ｌ
Ｍ０ ∑

∞

ｍ ＝ １，２

αｍ

β２
ｎ ＋ α２

ｍ

ｓｉｎｈ（βｎ ｌ）ｓｉｎ（αｍｘ） ． （９６）

对式（９６）做一次不定积分，有

　 　 － １
βｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｍ０ｃｏｓｈ（βｎ（ ｌ － ｘ）） ＋ Ｃ ＝

　 　 　 　 ２
ｌ
Ｍ０ ∑

∞

ｍ ＝ １，２

αｍ

β２
ｎ ＋ α２

ｍ

ｓｉｎｈ（βｎ ｌ）·（ － １） １
αｍ

ｃｏｓ（αｍｘ）， （９７）

再做二次不定积分，有

　 　 １
β２
ｎ

Ｍ０ｓｉｎｈ（βｎ（ ｌ － ｘ）） ＋ Ｃｘ ＋ Ｄ ＝

　 　 　 　 ２
ｌ
Ｍ０ ∑

∞

ｍ ＝ １，２

αｍ

β２
ｎ ＋ α２

ｍ

ｓｉｎｈ（βｎ ｌ）·（ － １） １
α２

ｍ

ｓｉｎ（αｍｘ） ． （９８）

根据 ｘ ＝ ｌ 时，Ｍ０ ＝ ０ 和 ｘ ＝ ０ 时，Ｍ０ ＝ Ｍ０， 得

　 　 Ｄ ＝－ Ｍ０
１
β２
ｎ

ｓｉｎｈ（βｎ ｌ）， （９９）

　 　 Ｃ ＝ １
ｌ
Ｍ０

１
β２
ｎ

ｓｉｎｈ（βｎ ｌ）， （１００）

于是得

　 　
２Ｍ０

ＥＪ ∑
∞

ｍ ＝ １，２

１
（β２

ｎ ＋ α２
ｍ）ｍπ

ｓｉｎ（αｍｘ） ＝

　 　 　 　 －
Ｍ０

ＥＪ
ｓｉｎｈ（βｎ（ ｌ － ｘ））

ｓｉｎ（βｎ ｌ）
１
β２
ｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
－ １
ＥＪ

１
ｌ
Ｍ０

ｘ
β２
ｎ

－ Ｍ０
１
β２
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１０１）

将式（１０１）代入式（９５），最终得

　 　 ｗ（ｘ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２

［１ － （ － １）ｍ］
（ｍπ ／ ｌ） ２ ＋ Ｎ ／ （ＥＪ）

２ｑｌ２

ＥＪ（ｍπ） ３ ｓｉｎ（αｍｘ） －

　 　 　 　
Ｍ０

ＥＪ
ｓｉｎｈ（βｎ（ ｌ － ｘ））

β２
ｎｓｉｎ（βｎ ｌ）

－
Ｍ０

ＥＪ
１
β２
ｎ

ｘ
ｌ

－ １
β２
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｓｉｎｈ（βｎｘ）
ｓｉｎｈ（βｎ ｌ）

ｗ ｌ，　 　 ０ ≤ ｘ ≤ ｌ， （１０２）

其中　 　 βｎ ＝ Ｎ
ＥＪ

．

再根据边界条件

　 　 ｄｗ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ０
＝ ０， （１０３）
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　 　 Ｎｌ
ＥＪ

＝ ∫ｌ
０

１
２

ｄｗ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ， （１０４）

　 　 － ＥＪ ｄ３ｗ
ｄｘ３

＋ Ｎ ｄｗ
ｄｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｘ ＝ ｌ

＝ ０， （１０５）

可得 Ｎ，Ｍ０ 和ｗ ｌ， 于是问题得解．
１０．２　 大挠度直梁功的互等定理的应用

其次，应用大挠度直梁的功的互等定理来求解上述问题．
取一受单位集中载荷作用的小挠度简支梁为基本系统，如图 ２ 所示．在图 １（ｂ）所示大挠

度直梁和图 ２ 所示小挠度简支梁之间应用大挠度直梁功的互等定理，则得

　 　 ｗ（ξ） － ξ
ｌ
ｗ ｌ ＝ ∫ｌ

０
ｑ ＋ Ｎ ｄ２ｗ

ｄｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ１（ｘ，ξ）ｄｘ ＋ Ｍ０

ｄｗ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ０
， （１０６）

其中 ｗ１（ｘ，ξ） 为基本解，可表示为

　 　 ｗ１（ｘ，ξ） ＝ １
ＥＪ ∑

∞

ｍ ＝ １，２

２ｌ３

（ｍπ） ４ ｓｉｎ（αｍｘ）ｓｉｎ（αｍξ） ． （１０７）

图 ２　 小挠度简支梁基本系统

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ａ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｓｍａｌｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

假设

　 　 ｗ（ξ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２
Ａｍｓｉｎ（αｍξ），　 　 ０ ≤ ξ ＜ ｌ， （１０８）

　 　 ｗ（ｘ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２
Ａｍｓｉｎ（αｍｘ），　 　 ０ ≤ ｘ ＜ ｌ， （１０９）

将式（１０７） ～ （１０９）代到式（１０６）中，经过计算，则得与式（９３）相同的表达式 ｗ（ξ）， 再经过式

（９４）和式（１０１）的转换，则得

　 　 ｗ（ξ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １，２

［１ － （ － １）ｍ］
（ｍπ ／ ｌ） ２ ＋ Ｎ ／ （ＥＪ）

２ｑｌ２

ＥＪ（ｍπ） ３ ｓｉｎ（αｍξ） －

　 　 　 　
Ｍ０

ＥＪ
ｓｉｎｈ（βｎ（ ｌ － ξ））

β２
ｎｓｉｎ（βｎ ｌ）

－
Ｍ０

ＥＪ
１
β２
ｎ

ξ
ｌ

－ １
β２
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｓｉｎｈ（βｎξ）
ｓｉｎｈ（βｎ ｌ）

ｗ ｌ，　 　 ０ ≤ ξ ≤ ｌ， （１１０）

式（１１０）和式（１０２）相同．说明直梁大挠度混合变量变分原理的正确性．

１１　 结　 　 论

１） 本文提出了有限位移理论线弹性力学中的二类混合变量和三类混合变量的最小势能

原理和驻值余能原理．
２） 考虑到指定边界条件的变化，并应用有限位移理论的功的互等定理在导出上述两类变

分原理的过程中起到了关键作用和桥梁作用．这是推导变分原理的一个新途径．
３） 在二类混合变量最小势能原理中，二类混合变量的总势能是位移和应力的泛函．该泛
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函对位移和应力取变分极值，导出平衡方程，静力边界条件和位移边界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．对于

二类混合变量驻值余能原理，二类混合变量的总余能也是位移和应力的泛函．该泛函对位移和

应力取变分驻值，则得应力⁃位移关系，位移边界条件和静力边界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．
４） 在三类混合变量的最小势能原理中，三类混合变量的总势能是位移、应力和应变的泛

函．该泛函对位移、应力和应变取变分极值，则得应变⁃应力关系，平衡方程，静力边界条件和位

移边界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．对于三类混合变量的驻值余能原理，三类混合变量的总余能也是位

移、应力和应变的泛函．该泛函对位移、应力和应变取变分驻值，则得应力⁃应变关系，应变⁃位移

关系，位移边界条件和静力边界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．
５） 给出了有限位移理论线弹性力学二类和三类混合变量的虚功原理和虚余功原理；并应

用拉氏乘子法导出了有限位移线弹性力学的广义势能原理和广义余能原理．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ Ｊ． Ｎｅｗ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｏｒ Ｓｔａｔｉｃｓ［Ｍ］ ． １７２５．
［２］　 Ｌａｇｒａｎｇｅ Ｊ Ｌ． Ｍéｃａｎｉｑｕｅ Ａｎａｌｙｔｉｑｕｅ［Ｍ］ ． １７８８．
［３］　 Ｌｏｖｅ Ａ Ｅ Ｈ， Ｍ Ａ， Ｓｃ Ｄ， ｅｔ ａｌ． Ｔｈｅ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ：

ＭｃＧｒａｗ⁃Ｈｉｌｌ Ｂｏｏｋ Ｃｏ， １９４４．
［４］ 　 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ Ｓ Ｐ， Ｇｏｏｄｉｅｒ Ｊ Ｎ． Ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ Ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｍ］ ． ３ｒｄ ｅｄ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： ＭｃＧｒａｗ⁃Ｈｉｌｌ

Ｂｏｏｋ Ｃｏ， １９７０．
［５］　 Ｗａｓｈｉｚｕ Ｋ． Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ａｎｄ Ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｍ］ ． ２ｎｄ ｅｄ． Ｐｅｒｇａｍｏｎ Ｐｒｅｓｓ，

１９７５．
［６］　 Ｃａｓｔｉｇｌｉａｎｏ Ａ． Ｎｕｏｖａ ｔｅｏｒｉａ ｉｎｔｏｒｎｏ ｄｅｌｌｅｑｕｉｌｉｂｒｉｏ ｄｅｉｓｉｓｔｒｍｉ ｅｌａｓｔｉｃｉ［Ｊ］ ． Ａｔｔｉ Ａｃｃ Ｓｃｉ， Ｔｏｒｉｎｏ，

１８７５．
［７］　 钱令希． 余能原理［ Ｊ］ ． 中国科学， １９５０， １： ４４９⁃４５６．（ＴＳＩＥＮ Ｌｉｎｇ⁃ｈｉ． Ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｅｎｅｒｇｙ

ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｔｉａ Ｓｉｎｉｃａ， １９５０， １： ４４９⁃４５６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））
［８］　 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ Ｅ． Ｏｎ ａ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ ｉｎ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｐｈｙｓｉｃｓ，

１９５０， ２９（２）： ９０⁃９５．
［９］ 　 Ｒｅｉｓｓｅｒ Ｅ． Ｏｎ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｉｎ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｃ］ ／ ／ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇ ｏｆ Ｓｙｍｐｏｓｉａ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ． ＭｃＧｒａｗ Ｈｉｌｌ， １９５８， ８： １⁃６．
［１０］　 胡海昌． 论弹性体力学与受范性体力学中的一般变分原理［ Ｊ］ ． 物理学报， １９５４， １０（３）： ２５９⁃

２９０．（ＨＵ Ｈａｉ⁃ｃｈａｎｇ． Ｏｎ ｓｏｍｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ
ｐｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｐｈｙｓｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， １９５４， １０（３）： ２５９⁃２９０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１１］　 钱伟长． 变分法及有限元法［Ｍ］ ． 科学出版社， １９８０．（ＣＨＩＥＮ Ｗｅｉ⁃ｚａｎｇ． Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ
ａｎｄ Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄｓ［Ｍ］ ． Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， １９８０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 钱伟长． 广义变分原理［Ｍ］ ． 上海： 知识出版社， １９８５．（ＣＨＩＥＮ Ｗｅｉ⁃ｚａｎｇ． Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｖａｒｉａ⁃
ｔｉｏｎａｌ Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ［Ｍ］ ． Ｓｈａｎｇｈａｉ： Ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ Ｐｒｅｓｓ， １９８５．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１３］　 ＨＥ Ｊｉ⁃ｈｕａｎ． Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｓｈｅｌｌ ｄｅｒｉｖｅｄ ｆｒｏｍ ａ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｌｅｔｔｅｒｓ， ２０１７， ６４： ９４⁃１００．

［１４］　 Ｔｏｎｔｉ Ｅ． Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｉｎ ｅｌａｓｔｏｓｔａｔｉｃｓ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃａ， １９６７， ４（２）： ２０１⁃２０８．
［１５］　 钱令希， 钟万勰． 论固体力学中的极限分析并建立一个一般的变分原理［Ｊ］ ． 力学学报， １９６３， ６

（４）： ２８７⁃３０３．（ＴＳＩＥＮ Ｌｉｎｇ⁃ｈｉ， ＴＳＯＯＮ Ｗａｎ⁃ｓｈｉａ． Ｔｈｅ ｌｉｍｉｔ ａｎａｌｙｓｉｓ ｉｎ ｓｏｌｉｄ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ ａ
ｓｕｇｇｅｓｔｅｄ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｇａ Ｓｉｎｉｃａ， １９６３， ６（４）： ２８７⁃３０３．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１６］　 Фу Бао⁃Лянь． Об обобщенных вариационных принципах термоупругости［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｔｉａ Ｓｉｎｉｃａ，

６６２１ 付　 　 宝　 　 连



１９６４， １３（９）： １５０７⁃１５０９．（ＦＵ Ｂａｏ⁃ｌｉａｎ． Ｏｎ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｏｆ ｔｈｅｒｍｏ ｅｌａｓｔｉｃ⁃
ｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｔｉａ Ｓｉｎｉｃａ， １９６４，１３ （９）：１５０７⁃１５０９．（ ｉｎ Ｒｕｓｓｉａ））

［１７］ 　 Ｒｅｉｓｓｎｅｒ Ｅ． Ｏｎ ａ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ ｆｏｒ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ｓｔｕｄｉｅｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， １９５３， ３２（１ ／ ４）： １２９⁃１３５．

［１８］　 Ｔｒｕｅｓｄｅｌｌ Ｃ， Ｎｏｌｌ Ｗ． Ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ Ｆｉｅｌｄ Ｔｈｅｏｒｉｅｓ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｍ］ ． Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， １９６５．
［１９］　 Ｎｅｍａｔ⁃Ｎａｓｓｅｒ Ｓ． Ｇｅｎｅｒａｌ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｉｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ａｎｄ ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｗｉｔｈ ａｐｐｌｉｃａ⁃

ｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ Ｔｏｄａｙ， １９７２， １： ２１４⁃２６１．
［２０］　 Ｌｅｖｉｎｓｏｎ Ｍ． Ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｅｎｅｒｇｙ ｔｈｅｏｒｅｍ ｉｎ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ

Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ．， １９６５， ３２（４）： ８２６⁃８２８．
［２１］　 Ｚｕｂｏｖ Ｌ Ｍ． Ｔｈｅ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｗｏｒｋ ｉｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ：

ＰＭＭ Ｖｏｌ ３４， ｎ ＝ ２，１９７０， ｐｐ： ２４１⁃２４５［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
１９７０， ３４（２）： ２２８⁃２３２．

［２２］　 Ｋｏｉｔｅｒ Ｗ Ｔ． Ｏｎ ｔｈｅ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｅｎｅｒｇｙ ｉｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｅ⁃
ｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， １９７３， ２５（３）： ４２４⁃４３４．

［２３］　 Ｋｏｉｔｅｒ Ｗ Ｔ． Ｏｎ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｅｎｅｒｇｙ ｔｈｅｏｒｅｍ ｉｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｔｈｅｏｒｙ［Ｃ］ ／ ／ Ｔｒｅｎｄｓ
ｉｎ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｐｕｒｅ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｔｏ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， Ｃｏｎｆ Ｕｎｉｖ Ｌｅｃｃｅ． Ｌｅｃｃｅ， １９７５： ２０７⁃２３２．

［２４］　 Ｆｒａｅｉｊｓ ｄｅ Ｖｅｕｂｅｋｅ Ｂ． Ａ ｎｅｗ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｆｏｒ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａ⁃
ｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｓｃｉｅｎｃｅ， １９７２，１０（９）：７４５⁃７６３．

［２５］　 Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｒｓｅｎ Ｊ． Ｏｎ Ｚｕｂｏｖ’ｓ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｅｎｅｒｇｙ ａｎｄ ａ ｒｅｌａｔｅｄ ｐｒｉｎ⁃
ｃｉｐｌｅ［Ｒ］ ． Ｒｅｐ Ｎｏ： ４４， Ｄａｎｉｓｈ Ｃｅｎｔｅｒ ｆｏｒ Ａｐｐｌ Ｍａｔｈ ａｎｄ Ｍｅｃｈ， １９７３．

［２６］　 Ｏｇｄｅｎ Ｒ Ｗ． Ａ ｎｏｔｅ ｏｎ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｔｈｅｏｒｅｍｓ ｉｎ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｏｓｔａｔｉｃｓ［ Ｊ］ ． Ｍａｔｈ Ｐｒｏｃ Ｃａｍ⁃
ｂｒｉｄｇｅ Ｐｈｉｌｏｓ Ｓｏｃ， １９７５， ７７： ６０９⁃６１５．

［２７］　 Ｄｉｌｌ Ｅ Ｈ． Ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｅｎｅｒｇｙ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｉｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｌｅｔｔ Ａｐｐｌ ａｎｄ Ｅｎｇｎｇ
Ｓｃｉ， １９７７， ５： ９５⁃１０６．

［２８］　 Ｏｇｄｅｎ Ｒ Ｗ． Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｉｏｎ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｓｔｒｅｓｓ⁃ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ
ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｉｍｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｐｈｉｌｏｓｏｐｈｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ，
１９７７， ８１（２）： ３１３⁃３２４．

［２９］　 Ｏｇｄｅｎ Ｒ Ｗ． Ｅｘｔｒｅｍｕｍ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｉｎ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ⁃
Ⅰ： ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｌｉｄｓ ａｎｄ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， １９７８， １４（４）： ２６５⁃２８２．

［３０］　 付宝连． 弯曲薄板的修正的功的互等定理及其应用［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１４， ３５（１１）： １１９７⁃
１２０９．（ＦＵ Ｂａｏ⁃ｌｉａｎ． Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｅｄ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ ｏｆ ｂｅｎｄｉｎｇ ｏｆ ｔｈｉｎ ｐｌａｔｅｓ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａ⁃
ｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１４， ３５（１１）： １１９７⁃１２０９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［３１］　 付宝连． 三维线弹性力学修正的功的互等定理及其应用［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１５， ３６（５）：
５２３⁃５３８．（ＦＵ Ｂａｏ⁃ｌｉａｎ． Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｅｄ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ
ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１５， ３６（５）： ５２３⁃５３８．（ ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

［３２］　 付宝连． 有限位移理论的功的互等定理及其应用［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１５， ３６（１０）： １０１９⁃
１０３４．（ＦＵ Ｂａｏ⁃ｌｉａｎ． Ｔｈｅ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｍｓ ｆｏｒ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ
［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１５， ３６（１０）： １０１９⁃１０３４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

７６２１有限位移理论线弹性力学二类和三类混合变量的变分原理及其应用



Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｆｏｒ Ｄｕａｌ ａｎｄ Ｔｒｉｐｌｅ Ｍｉｘｅｄ
Ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｏｆ Ｌｉｎｅａｒ Ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ Ｗｉｔｈ Ｆｉｎｉｔｅ

Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ

ＦＵ Ｂａｏ⁃ｌｉａｎ
（Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， Ｙａｎｓｈａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

Ｑｉｎｈｕａｎｇｄａｏ， Ｈｅｂｅｉ ０６６００４，Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｆｏｒ ｄｕａｌ ａｎｄ ｔｒｉｐｌｅ ｍｉｘｅｄ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｗｉｔｈ ｆｉ⁃
ｎｉｔｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｗｅｒｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ． Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
ａｎｄ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｐｌａｙｅｄ ｔｈｅ ｋｅｙ ａｎｄ ｂｒｉｄｇｉｎｇ ｒｏｌｅｓ ｉｎ
ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ． Ｆｉｒｓｔ， ｉｎ ｖｉｅｗ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄ
ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｔｈｅｏｒｅｍ， ｔｈｅ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｍｉｎｉ⁃
ｍｕｍ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｗｉｔｈ ｄｕａｌ ｍｉｘｅｄ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｗａｓ ｄｅｒｉｖｅｄ． Ｉｎ ａ ｓｉｍｉｌａｒ ｗａｙ， ｔｈｅ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ
ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｅｎｅｒｇｙ ｗｉｔｈ ｄｕａｌ ｍｉｘｅｄ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｗａｓ ａｌｓｏ ｇｉｖｅｎ． Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ
ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｔｒａｉｎ ｅｎｅｒｇｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｅｎｅｒｇｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｗａｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ａ⁃
ｂｏｖｅ ２ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ， ａｎｄ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｗｉｔｈ ｔｒｉｐｌｅ ｍｉｘｅｄ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｗａｓ ｄｅｄｕｃｅｄ． Ｉｎ
ｔｕｒｎ， ｔｈｅ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｏｆ ｖｉｒｔｕａｌ ｗｏｒｋ ａｎｄ ｖｉｒｔｕａｌ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ ｗｏｒｋ ｗｉｔｈ ｄｕａｌ ａｎｄ ｔｒｉｐｌｅ ｍｉｘｅｄ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｗｅｒｅ ｄｉｒｅｃｔｌｙ ｇｉｖｅｎ． Ｍｅａｎｔｉｍｅ， ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｗｅｒｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ ｍｅｔｈｏｄ． Ｔｈｒｏｕｇｈ ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｔｈｅ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｃｅｒ⁃
ｔａｉｎ ｃａｓｅｓ ｗａｓ ｐｒｏｖｅｄ ｔｏ ｂｅ ｉｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅ． Ｔｈｅ ｓｅｍｉ⁃ｉｎｖｅｒｓｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｃ⁃
ｔｉｏｎａｌｓ ｆｏｒ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｗａｓ ａｌｓｏ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ
ｗｉｔｈ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｗａｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ｍｅａｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｍｉｎｉｍｕｍ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｆｏｒ
ｄｕａｌ ｍｉｘｅｄ ｖａｒｉａｂｌｅｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｔｈｅｏｒｙ； ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ； ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｗｉｔｈ ｄｕａｌ （ ｔｒｉｐｌｅ）
ｍｉｘｅｄ ｖａｒｉａｂｌｅｓ； ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｏｆ ｖｉｒｔｕａｌ （ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔａｒｙ） ｗｏｒｋ ｗｉｔｈ ｍｉｘｅｄ ｖａｒｉａｂｌｅｓ；
ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ； ｓｅｍｉ⁃ｉｎｖｅｒｓｅ ｍｅｔｈｏｄ

８６２１ 付　 　 宝　 　 连

引用本文 ／ Ｃｉｔｅ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ：
　 　 付宝连． 有限位移理论线弹性力学二类和三类混合变量的变分原理及其应用［ Ｊ］ ． 应用数学和力学，

２０１７， ３８（１１）： １２５１⁃１２６８．
ＦＵ Ｂａｏ⁃ｌｉａｎ． Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓ ｆｏｒ ｄｕａｌ ａｎｄ ｔｒｉｐｌｅ ｍｉｘｅｄ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ ｗｉｔｈ ｆｉｎｉｔｅ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｈｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， ３８（１１）： １２５１⁃
１２６８．


