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摘要：　 两个新的概念，即势作用量的概念和余作用量的概念被引入弹性动力学变分原理中．根据

势作用量的概念，最小作用量原理（即 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理）被改称为最小势作用量原理．根据余作用量

的概念，首次提出了驻值余作用量原理．考虑边界条件的变化并应用有限位移理论的功的互等定

理，导出了以位移和应力为变分变量的二类混合变量的最小势作用量原理及驻值余作用量原理．应
用应变势能密度与应力余能密度的关系式于上述二类混合变量作用量原理，导出了以位移、应力

和应变为变分变量的三类混合变量的相关作用量原理．最后，应用拉氏乘子法给出了广义势作用量

原理及广义余作用量原理，并且应用大挠度梁二类混合变量最小势作用量原理计算了一悬臂梁的

受迫振动．

关　 键　 词：　 势作用量；　 余作用量；　 有限位移理论的功的互等定理；　 二类（三类）混合变量
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引　 　 言

两个原理是有限位移理论变分公式的基础．其中之一是对位移的变分原理，这一原理导致

最小势能原理［１⁃５］ ．而另外一个是对位移和应力的变分原理，这一原理导致驻值余能原理［３⁃９］ ．
引入拉氏乘子到变分表达式的框架中，得到广义变分原理［５，１０⁃１４］ ．众所周知，上述两个原理没有

统一的变分变量．在导出上述原理的变分过程中假定在 Ｓｕ 和 Ｓｐ 上指定的边界条件保持不变．
在本文中，两个新的概念，即势作用量的概念和余作用量的概念被引入到弹性动力学变分

原理中．因而，最小作用量原理（即 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理）被改称为最小势作用量原理，并且首次导出

了驻值余作用量原理．
在文献［１５］中，构建了二类混合变量和三类混合变量的最小势能原理和驻值余能原理．本

文推广了文献［１５］的思想，将导出有限位移理论线弹性动力学二类混合变量和三类混合变量

的最小势作用量原理及驻值余作用量原理；考虑到边界条件的变化，并应用有限位移理论的功

的互等定理在导出上述二类和三类混合变量作用量原理的过程中起到了关键作用和桥梁作

用．首先，考虑位移边界条件的变化并应用功的互等定理，导出了二类混合变量的势作用量，该
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势作用量是位移、应力和速度的泛函．该泛函对位移、应力和速度取变分极值，导出运动方程、
静力边界条件和位移边界条件为 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）方程．用类似的方法，考虑到静力边界条件的变

化并应用功的互等定理，导出二类混合变量的余作用量．该余作用量也是位移、应力和速度的

泛函．对该泛函取位移、应力和速度的驻值变分，导出应力⁃位移关系，位移边界条件和静力边

界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．应用应变势能密度和应力余能密度关系于上述二类混合变量的势（或
余）作用量原理，导出三类混合变量的势（或余）作用量，该两作用量都是位移、应力、应变和速

度的泛函．对两泛函取位移、应力、应变和速度的极（或驻）值变分，得应变⁃应力关系、运动方

程、静力边界条件和位移边界条件（或应力⁃应变关系，应变⁃位移关系，位移边界条件和静力边

界条件）为 Ｅｕｌｅｒ 方程．最后，应用拉氏乘子法导出了广义势作用量原理和广义余作用量原理，
并应用大挠度二类混合变量最小势作用量原理计算一悬臂梁的受迫振动．

上述论述表明，弹性动力学中的最小势作用量原理及驻值余作用量原理分别与弹性静力

学中的最小势能原理及驻值余能原理相对应．弹性动力学中的二类和三类混合变量的最小势

作用量原理及驻值余作用量原理分别与弹性静力学中二类和三类混合变量最小势能原理及驻

值余能原理相对应．弹性动力学中两个新的驻值余作用量原理的建立，一是推广了势能范畴的

作用量原理到余能范畴，同时也捋顺了弹性静力学的势能原理和余能原理与弹性动力学的势

作用量原理和余作用量原理对应关系，这都是得益于引进势作用量和余作用量两个新的概念

所致．

１　 基 本 方 程

本文将采用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 描述．在这一描述中，确定变形前物体一点的坐标被用来确定该点在

随后变形中的位置．
在这一描述中，在直角坐标中有限位移理论的基本方程可被表达为

　 　 ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ － ρｕｉ，ｔｔ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （１）

　 　 ｅｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）， ｘｉ ∈ Ｖ， （２）

　 　 （δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ ＝ ｐｉ， ｘｉ ∈ Ｓｐ， （３）
　 　 ｕｉ ＝ ｕｉ， ｘｉ ∈ Ｓｕ， （４）

　 　
∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

＝ σｉｊ， ｘｉ ∈ Ｖ， （５ａ）

　 　
∂Ｂ（σｉｊ）

∂σｉｊ

＝ ｅｉｊ， ｘｉ ∈ Ｖ， （５ｂ）

　 　 σｉｊ ＝ ２Ｇｅｉｊ ＋ λｅｋｋδｉｊ， ｘｉ ∈ Ｖ， （６ａ）

　 　 ｅｉｊ ＝
１
２Ｇ

σｉｊ －
ν
Ｇ

σｋｋδｉｊ， ｘｉ ∈ Ｖ， （６ｂ）

其中 ｉ， ｊ ＝ １，２，３，σｉｊ 为 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力张量， ｅｉｊ 为 Ｇｒｅｅｎ 应变张量， Ａ（ｅｉｊ） 为应变能密度，Ｂ（σｉｊ）
为余能密度，Ｇ ＝ Ｅ ／ （２（１ ＋ ν）），λ ＝ νＥ ／ （（１ ＋ ν）（１ － ２ν）），Ｅ 为弹性模量，ν 为 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比．

２　 有限位移理论三维线弹性的功的互等定理

考虑有限位移的两个线性弹性体．它们具有相同的几何形状、 尺寸和本构关系， 但具有不

同的位移边界条件和静力边界条件．它们在各自外力作用下都处于真实状态．其中之一称为第
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一弹性体， 相应的力学量表示为（·） １； 另一个被称为第二弹性体，相应的力学量表示为

（·） ２ ．
根据文献［１６⁃１８］，有限位移理论三维线弹性力学功的互等定理可表示为

　 　 ∫∫∫
Ｖ
（Ｆ１ｉ － ρｕ１ｉ，ｔｔ）ｕ２ｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓ１ｐ
ｐ１ｉ ｕ２ｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓ１ｕ
ｐ１ｉｕ２ｉｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
σ１ｉｊ

１
２

ｕ２ｋ，ｉｕ２ｋ， ｊ － ｕ１ｋ，ｉｕ２ｋ， ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｖ ＝

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
（Ｆ２ｉ － ρｕ２ｉ，ｔｔ）ｕ１ｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓ２ｐ
ｐ２ｉ ｕ１ｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓ２ｕ
ｐ２ｉｕ１ｉｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
σ２ｉｊ

１
２

ｕ１ｋ，ｉｕ１ｋ， ｊ － ｕ２ｋ，ｉｕ１ｋ， ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｖ ． （７）

３　 最小势作用量原理与驻值余作用量原理

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理的运动变分方程可写为

　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ｌｄｔ ＝ δ ∫ｔ２

ｔ１
（Ｔ － Πｐ）ｄｔ ＝ ０， （８）

这里 Ｌ 称为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数或称为作用量； Ｔ 为弹性体的动能，它可表示为

　 　 Ｔ ＝ ∫∫∫
Ｖ

１
２

ρ（ｕｉ，ｔ） ２ｄｖ； （９）

总势能 Πｐ 可表示为

　 　 Πｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ
Ａ（ｅｉｊ）ｄｖ － ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉｕｉｄｖ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ ｕｉｄｓ， （１０）

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理也称为最小作用量原理．此后，建议式（８）改写为

　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ａｐｄｔ ＝ δ ∫ｔ２

ｔ１
（Ｔ － Πｐ）ｄｔ ＝ ０， （１１）

这里 Ａｐ 重新定义为势作用量．
对式（１１）取容许位移分量 ｕｉ 和速度分量 ｕｉ，ｔ 的变分极值，则

　 　 ∫ｔ２
ｔ１
δＡｐｄｔ ＝ ∫ｔ２

ｔ１
∫∫∫

Ｖ
{ ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ － ρｕｉ，ｔｔ } δｕｉｄｖｄｔ －

　 　 　 　 ∫ｔ２
ｔ１
∫∫

Ｓｐ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ］δｕｉｄｓｄｔ ＋

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
ρｕｉ，ｔδｕｉｄｖ ｔ２

ｔ１
＝ ０． （１２）

当初始时刻 ｔ１ 和终止时刻 ｔ２ 变形体各点 ｕｉ 为一固定值时，有 δｕｉ ＝ ０．根据变分法基本预备定

理，则得 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　 ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ － ρｕｉ，ｔｔ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （１３）
　 　 ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ］ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｓｐ ． （１４）

这就是通常所谓的有限位移理论的最小作用量原理，本文把它改称为最小势作用量原理．
于是最小势作用量原理可以描述为：当初始时刻 ｔ１ 和终止时刻 ｔ２ 变形体各点位移为一固

定值时，对势作用量的时间定积分 ∫ｔ２
ｔ１
Ａｐｄｔ 取容许位移分量 ｕｉ 和速度分量 ｕｉ，ｔ 的变分极值，则得

运动平衡方程和静力边界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．
这一原理要求的是容许位移，即满足应变⁃位移关系和位移边界条件的位移．
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对于应力和位移的运动变分方程可表示为

　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ａｃｄｔ ＝ δ ∫ｔ２

ｔ１
（Ｔ － Πｃ）ｄｔ ＝ ０， （１５）

这里的 Ａｃ 定义为余作用量， Πｃ 是总余能，它可写为

　 　 Πｃ ＝ ∫∫∫
Ｖ

Ｂ（σｉｊ） ＋ １
２

σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ － ∫∫

Ｓｕ
ｕｉ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ， （１６）

称式（１５）是驻值余作用量原理的运动变分方程．
注意到应力和位移是平衡容许的，故有

　 　 ∫∫∫
Ｖ
ｕｉδ { ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ － ρｕｉ，ｔｔ } ｄｖ ＝ ０． （１７）

将式（１５）和式（１７）合并，则得

　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ａｃｄｔ ＝ δ ∫ｔ２

ｔ１
{ ∫∫∫

Ｖ

１
２

ρ（ｕｉ，ｔ） ２ｄｖ － ∫∫∫
Ｖ

Ｂ（σｉｊ） ＋ １
２

σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
ｕｉ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ } ｄｔ －

　 　 　 　 ∫ｔ２
ｔ１
∫∫∫

Ｖ
ｕｉδ { ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ － ρｕｉ，ｔｔ } ｄｖｄｔ ＝ ０． （１８）

在式（１８）中对 ｕｉ，ｕｉ，ｔ 和 σｉｊ 进行变分运算，则得

　 　 ∫ｔ２
ｔ１
δＡｃｄｔ ＝ ∫∫∫

Ｖ
ｄｖ（ρｕｉδｕｉ，ｔ） ｔ２

ｔ１
－

　 　 　 　 ∫ｔ２
ｔ１
ｄｔ∫∫∫

Ｖ

∂Ｂ（σｉｊ）
∂σｉｊ

－ １
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δσｋｊｄｖ －

　 　 　 　 ∫ｔ２
ｔ１
ｄｔ∫∫

Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）δ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ ＝ ０， （１９）

当初始时刻 ｔ１ 和终止时刻 ｔ２ 变形体各点的速度都为已知时，有 δｕｉ，ｔ ＝ ０．于是，根据变分法基本

预备定理，则有 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　
∂Ｂ（σｉｊ）

∂σｉｊ

－ １
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ） ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （２０）

　 　 ｕｉ － ｕｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｓｕ， （２１）
这就是有限位移理论驻值余作用量原理．它可以被描述为：当初始时刻 ｔ１ 和终止时刻 ｔ２ 变形体

各点的速度为已知时，对余作用量的时间定积分 ∫ｔ２
ｔ１
Ａｃｄｔ 取 ｕｉ，ｕｉ，ｔ 和 σｉｊ 的变分驻值，则得变形

体的应力⁃应变⁃位移关系和位移边界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．
这一原理要求的是容许应力和容许位移，即满足平衡方程和静力边界条件的应力和位移．
本文引进了势作用量的概念和余作用量的概念．根据势作用量的概念，最小作用量原理

（即 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理）改称为最小势作用量原理；根据余作用量的概念，首次构建了驻值余作用

量原理．最小势作用量原理和驻值余作用量原理相配对正好和最小势能原理和驻值余能原理

配对相对应．弹性静力学和弹性动力学形成一完整的理论体系．

４　 二类混合变量最小势作用量原理的推导

４．１　 余功的零变分关系

考虑第 ２ 节所述的两个弹性体，取第一弹性体的状态为
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Ｖ Ｖ Ｓｐ Ｓｕ

σｉｊ Ｆ ｉ ｐｉ ｐｉ

ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δ ｕｉ

而第二弹性体的状态为

　 　

Ｖ Ｖ Ｓｐ Ｓｕ

σｉｊ Ｆ ｉ ｐｉ ｐｉ ＋ δｐｉ

ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ

应用功的互等定理式（７）于这两个状态，得

　 　 ∫∫
Ｓｕ
（ｕｉ δｐｉ ＋ ｐｉδ ｕｉ）ｄｓ ＝ ∫∫

Ｓｕ
δ（ｕｉｐｉ）ｄｓ ＝ ０， （２２）

式（２２）被称为 Ｓｕ 外表面部分余功的零变分关系．
另一方面，需引入关系

　 　 ∫∫
Ｓｕ
δ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊｕｉ］ｄｓ ＝ ０， （２３）

式（２３）被称为 Ｓｕ 内表面部分余功的零变分关系．式（２３）是为后面导出二类混合变量的最小势

作用量原理所必须遵守的约束条件．
４．２　 弱容许位移和协调弱容许应力

为以后导出二类混合变量的最小势作用量原理，首先引入下述两个基本定义：
弱容许位移：满足应变⁃位移关系式（２）的位移．
协调弱容许应力：当位移是弱容许的，满足 Ｓｕ 内表面部分余功的零变分关系式（２３）并遵

守 Ｈｏｏｋｅ（胡克）定律式（６ａ）的应力．
４．３　 二类混合变量的最小势作用量原理

迄今为止，在导出最小势作用量原理时都假设，在变分过程中，在 Ｓｕ 和 Ｓｐ 上指定的边界条

件保持不变．本文将考虑指定边界条件的变化．
首先考虑位移边界条件的变化．在 Ｓｕ 上指定的位移分量给出一无限小的增量 δ ｕｉ， 而体力

和在 Ｓｐ 上的力的边界条件保持不变；在体内和在 Ｓｐ 上的无限小的位移增量表示为 δｕｉ ．假设这

些增量位移产生一新的位形，因而具有应变能的增量为［５］

　 　 ∫∫∫
Ｖ
δＡ（ｅｉｊ）ｄｖ ＝ ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉδｕｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｕ
ｐｉδ ｕｉｄｓ， （２４）

应用 Ｓｕ 外表面部分余功的零变分关系式（２２），能把式（２４）转化为

　 　 ∫∫∫
Ｖ
δＡ（ｅｉｊ）ｄｖ ＝ ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉδｕｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ ． （２５）

将引入一新的泛函：
　 　 Ａ２ｍｐ ＝ Ｔ － Π２ｍｐ， （２６）

Π２ｍｐ 称为二类混合变量的总势能，并且可表示为

　 　 Π２ｍｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ
Ａ（ｅｉｊ）ｄｖ － ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉｕｉｄｖ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｕ
ｕｉｐｉｄｓ， （２７）

其中 ｕｉ 为弱容许位移， ｐｉ 为协调弱容许表面反力．
将式（９）和式（２７）代入式（２６）后，则得

　 　 Ａ２ｍｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ

１
２

ρ（ｕｉ，ｔ） ２ｄｖ － ∫∫∫
Ｖ
Ａ（ｅｉｊ）ｄｖ ＋ ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉｕｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
ｕｉｐｉｄｓ，

（２８）
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这里 Ａ２ｍｐ 称为二类混合变量的势作用量．
在任意两时刻 ｔ１ 和 ｔ２ 间做定积分，则得

　 　 ∫ｔ２
ｔ１
Ａ２ｍｐｄｔ ＝ ∫ｔ２

ｔ１
{ ∫∫∫

Ｖ

１
２

ρ（ｕｉ，ｔ） ２ｄｖ － ∫∫∫
Ｖ
Ａ（ｅｉｊ）ｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
Ｆ ｉｕｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ ｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
ｕｉｐｉｄｓ } ｄｔ ． （２９）

对式（２９）取 ｕｉ，ｕｉ，ｔ 和 σｉｊ 变分极值，则得变分方程

　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ａ２ｍｐｄｔ ＝ δ ∫ｔ２

ｔ１
[∫∫∫

Ｖ

１
２

ρ（ｕｉ，ｔ） ２ｄｖ － ∫∫∫
Ｖ
Ａ（ｅｉｊ）ｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
Ｆ ｉｕｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
ｕｉｐｉｄｓ ]ｄｔ ＝ ０． （３０）

在式（３０）中对 ｕｉ，ｔ，ｕｉ 和 σｉｊ 进行变分运算，则得

　 　 ∫ｔ２
ｔ１
δＡ２ｍｐｄｔ ＝ ∫ｔ２

ｔ１
∫∫∫

Ｖ
{ ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ － ρｕｉ，ｔｔ } δｕｉｄｖ －(

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｐ＋Ｓｕ

［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］δｕｉｄｓ ＋ ∫∫
Ｓｐ
ｐｉ δ ｕｉ ｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
ｕｉδｐｉｄｓ ) ｄｔ ＋

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
ρｕｉ，ｔｄｖδｕｉ

ｔ２
ｔ１
＝ ０． （３１）

将 Ｓｕ 内表面部分余功的零变分关系式（２３）代入到式（３１）中，并假设在时刻 ｔ１ 和 ｔ２ 变形体各点

的 ｕｉ 为已知值，故 δｕｉ ＝ ０， 于是有

　 　 ∫ｔ２
ｔ１
δＡ２ｍｐｄｔ ＝ ∫ｔ２

ｔ１
∫∫∫

Ｖ
{ ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ － ρｕｉ，ｔｔ } δｕｉｄｖ －(

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｐ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ］δｕｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）δｐｉｄｓ ) ｄｔ ＝ ０， （３２）

根据变分法基本预备定理，则得下述 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　 ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ － ρｕｉ，ｔｔ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （３３）
　 　 （δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ ＝ ｐｉ， ｘｉ ∈ Ｓｐ， （３４）
　 　 ｕｉ － ｕｉ ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｓｕ ． （３５）

于是，二类混合变量的最小势作用量原理被导出．这一原理可被描述为：当初始时刻 ｔ１ 和终止

时刻 ｔ２ 变形体各点的位移都为一固定值时，对二类混合变量的势作用量的时间定积分

∫ｔ２
ｔ１
Ａ２ｍｐｄｔ 取弱容许位移 ｕｉ， 协调弱容许应力 σｉｊ 和速度 ｕｉ，ｔ 的变分极值，则得运动平衡方程、静

力边界条件和位移边界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．
式（３０）是这一原理的运动变分方程．弹性动力学中的这一原理正好和弹性静力学中的二

类混合变量最小势能原理相对应．
当只取位移做为容许的， 而应力不是变分变量， 这时变分方程式（３０）简化为变分方程式

（１１）．

５　 二类混合变量驻值余作用量原理的推导

５．１　 功的零变分关系

其次，考虑有限位移的另外两个线性弹性体．第一弹性体的状态为
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Ｖ Ｖ Ｓｐ Ｓｕ

σｉｊ ＋ δσｉｊ Ｆ ｉ ｐｉ ＋ δｐｉ ｐｉ ＋ δｐｉ

ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ｕｉ

而第二弹性体的状态为

　 　

Ｖ Ｖ Ｓｐ Ｓｕ

σｉｊ ＋ δσｉｊ Ｆ ｉ ｐｉ ｐｉ ＋ δｐｉ

ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ ＋ δｕｉ ｕｉ

在上述两状态之间应用功的互等定理式（７），则得

　 　 ∫∫
Ｓｐ
（ｐｉ δｕｉ ＋ ｕｉδ ｐｉ）ｄｓ ＝ ∫∫

Ｓｐ
δ（ｐｉ ｕｉ）ｄｓ ＝ ０， （３６）

它被称为 Ｓｐ 外表面部分功的零变分关系．
另一方面，必须引入关系

　 　 ∫∫
Ｓｐ
δ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊｕｉ］ｄｓ ＝ ０， （３７）

它被表示为 Ｓｐ 内表面部分功的零变分关系．为后面导出二类混合变量驻值余作用量原理，式
（３７）是必须遵守的约束条件．
５．２　 弱容许应力和平衡弱容许位移

为后面导出二类混合变量驻值余作用量原理，需要另外引入如下两个基本定义：
弱容许应力：满足运动方程（１）的应力．
平衡弱容许位移：当应力是弱容许的，满足运动方程（１）和 Ｓｐ 内表面部分功的零变分关系

（３７）并遵守 Ｈｏｏｋｅ 定律（６ｂ）的位移．
５．３　 二类混合变量驻值余作用量原理

众所周知，在推导驻值余作用量原理时假定，在变分过程中，在 Ｓｐ 和 Ｓｕ 上的指定边界条件

保持不变．本小节将考虑静力边界条件的变化．在 Ｓｐ 上指定表面力给出一无限小的增量 δ ｐｉ，
而在 Ｓｕ 上的位移边界条件和体力保持不变．在体内所引起的应力和位移无限小的增量分别表

示为 δσｉｊ 和 δｕｉ ．假设这些增量应力和位移产生一新的位形．于是有［５］

　 　 ∫∫∫
Ｖ
δＢ（σｉｊ）ｄｖ ＋ ∫∫∫

Ｖ

１
２

δ（σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）ｄｖ ＝ ∫∫
Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｕｉδｐｉｄｓ， （３８）

考虑到 Ｓｐ 外表面部分功的零变分关系式（３６），式（３８）可转换为

　 　 ∫∫∫
Ｖ
δＢ（σｉｊ）ｄｖ ＋ ∫∫∫

Ｖ

１
２

δ（σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）ｄｖ ＝ ∫∫
Ｓｕ
ｕｉ δｐｉｄｓ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ δｕｉｄｓ ． （３９）

其次引入另一个新的泛函

　 　 Ａ２ｍｃ ＝ Ｔ － Π２ｍｃ， （４０）
这里 Ａ２ｍｃ 称为二类混合变量的余作用量， Π２ｍｃ 为二类混合变量的总余能，并能被写成

　 　 Π２ｍｃ ＝ ∫∫∫
Ｖ

Ｂ（σｉｊ） ＋ １
２

σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ ｕｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ， （４１）

这里 σｉｊ 为弱容许应力， ｕｉ 为平衡弱容许位移．将式（９）和式（４１）代入式（４０），则得

　 　 Ａ２ｍｃ ＝ ∫∫∫
Ｖ

１
２

ρ（ｕｉ，ｔ） ２ｄｖ － ∫∫∫
Ｖ

Ｂ（σｉｊ） ＋ １
２

σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ ＋

５６３１
有限位移理论线弹性动力学二类和三类混合变量的最小势作用量原理和

驻值余作用量原理及其应用



　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ ｕｉ ｄｓ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ ． （４２）

对 ∫ｔ２
ｔ１
Ａ２ｍｃｄｔ 取弱容许应力 σｉｊ、 平衡弱容许位移 ｕｉ 和速度 ｕｉ，ｔ 的变分驻值，则得

　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ａ２ｍｃｄｔ ＝ δ ∫ｔ２

ｔ１
{ ∫∫∫

Ｖ

１
２

ρ（ｕｉ，ｔ） ２ｄｖ － ∫∫∫
Ｖ

Ｂ（σｉｊ） ＋ １
２

σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ ｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ } ｄｔ ＝ ０． （４３）

在体内应力和位移的变分分别表示为 δσｉｊ 和 δｕｉ， 而体力保持不变，于是有

　 　 － ∫∫∫
Ｖ
ｕｉδ { ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ － ρｕｉ，ｔｔ } ｄｖ ＝ ０． （４４）

将 Ｓｐ 内表面部分功的零变分关系式（３７）和式（４４）代入到式（４３），有

　 　 ∫ｔ２
ｔ１
δＡ２ｍｃｄｔ ＝ ∫ｔ２

ｔ１
{ ∫∫∫

Ｖ

１
２

ρδ（ｕｉ，ｔ） ２ｄｖ － ∫∫∫
Ｖ
δ Ｂ（σｉｊ） ＋ １

２
σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
ｕｉδ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉδｕｉｄｓ －

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
ｕｉδ { ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ － ρｕｉ，ｔｔ } ｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｐ
δ { ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｕｉ } ｄｓ } ｄｔ ＝ ０． （４５）

假设在 ｔ１ 和 ｔ２ 时刻 δｕｉ，ｔ 为 ０，通过分部积分并应用 Ｇｒｅｅｎ 公式，得到

　 　 ∫ｔ２
ｔ１
δＡ２ｍｃｄｔ ＝ ∫∫∫

Ｖ
ｄｖ（ρｕｉδｕｉ，ｔ） ｔ２

ｔ１
－

　 　 　 　 ∫ｔ２
ｔ１

{ ∫∫∫
Ｖ

[
∂Ｂ（σｉｊ）

∂σｉｊ

－ １
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ） ]δσｉｊｄｖ －

　 　 　 　 － ∫∫
Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）δ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｐ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ］δｕｉｄｓ } ｄｔ ＝ ０． （４６）

基于变分法基本预备定理，得到下述 Ｅｕｌｅｒ 方程：

　 　
∂Ｂ（σｉｊ）

∂σｉｊ

－ １
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ） ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （４７）

　 　 ｕｉ － ｕｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｓｕ， （４８）
　 　 （δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｓｐ ． （４９）

于是，二类混合变量的驻值余作用量原理被导出．这一原理可描述为：当初始时刻 ｔ１ 和终止时

刻 ｔ２ 变形体各点的速度为已知时，对二类混合变量的余作用量的时间定积分 ∫ｔ２
ｔ１
Ａ２ｍｃｄｔ 取弱容

许应力 σｉｊ、 平衡弱容许位移 ｕｉ 和速度 ｕｉ，ｔ 的变分驻值，则得应力⁃应变⁃位移关系，位移边界条

件和静力边界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．式（４３）是该原理的运动变分方程．弹性动力学中的这一原理

与弹性静力学的二类混合变量驻值余能原理相对应．
当取应力和位移是容许的，而不是弱容许的，并且不取已知边界力的变分，则变分方程式

（４３）简化为驻值余作用量变分方程式（１５）．
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６　 三类混合变量势作用量原理及余作用量原理的推导

６．１　 三类混合变量势作用量原理

定义三类混合变量总势能为

　 　 Π３ｍｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ
［σｉｊｅｉｊ － Ｂ（σｉｊ）］ｄｖ － ∫∫∫

Ｖ
Ｆ ｉｕｉｄｖ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ ｕｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｕ
ｕｉｐｉｄｓ， （５０）

定义三类混合变量势作用量为

　 　 Ａ３ｍｐ ＝ Ｔ － Π３ｍｐ， （５１）
其中 Ａ３ｍｐ 是ｕｉ，σｉｊ，ｅｉｊ 和 ｕｉ，ｔ 的泛函．

将式（９）和式（５０）代入式（５１），则得

　 　 Ａ３ｍｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ

１
２

ρ（ｕｉ，ｔ） ２ｄｖ － ∫∫∫
Ｖ
［σｉｊｅｉｊ － Ｂ（σｉｊ）］ｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
Ｆ ｉｕｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ ｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
ｕｉｐｉｄｓ ． （５２）

对 Ａ３ｍｐ 取两时间间隔 ｔ１，ｔ２ 的定积分，并对此定积分取 ｕｉ，σｉｊ，ｅｉｊ 和ｕｉ，ｔ 的变分极值，则得

　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ａ３ｍｐｄｔ ＝ δ ∫ｔ２

ｔ１
(∫∫∫

Ｖ

１
２

ρ（ｕｉ，ｔ） ２ｄｖ － ∫∫∫
Ｖ
［σｉｊｅｉｊ － Ｂ（σｉｊ）］ｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
Ｆ ｉｕｉｄｖ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ ｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
ｕｉｐｉｄｓ )ｄｔ ＝ ０． （５３）

对式（５３）进行变分验算，则得

　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ａ３ｍｐｄｔ ＝ ∫ｔ２

ｔ１
{ － ∫∫∫

Ｖ
ｅｉｊ －

∂Ｂ（σｉｊ）
∂σｉｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δσｉｊｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ

{ ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ － ρｕｉ，ｔｔ } δｕｉｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｐ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ］δｕｉｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）δｐｉｄｓ } ｄｔ ＋

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
ρｕｉ，ｔｄｖδｕｉ ｜ ｔ２

ｔ１
＝ ０． （５４）

当 ｔ１ 和 ｔ２ 变形体各点的位移 ｕｉ 已知时，再根据变分法基本预备定理，则得 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　 ｅｉｊ －
∂Ｂ（σｉｊ）

∂σｉｊ

＝ ０，　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （５５）

　 　 ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ ＋ Ｆ ｉ － ρｕｉ，ｔｔ ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｖ， （５６）
　 　 （δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｓｐ， （５７）
　 　 ｕｉ － ｕｉ ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｓｕ ． （５８）

６．２　 三类混合变量的余作用量原理

定义三类混合变量的总余能为

　 　 Π３ｍｃ ＝ ∫∫∫
Ｖ

σｉｊｅｉｊ － Ａ（ｅｉｊ） ＋ １
２

σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
ｕｉ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ ｕｉｄｓ ． （５９）

定义三类混合变量余作用量为
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　 　 Ａ３ｍｃ ＝ Ｔ － Π３ｍｃ， （６０）
其中 Ａ３ｍｃ 是 ｕｉ，σｉｊ，ｅｉｊ 和 ｕｉ，ｔ 的泛函．

将式（９）和式（５９）代入式（６０），则得

　 　 Ａ３ｍｃ ＝ ∫∫∫
Ｖ

１
２

ρ（ｕｉ，ｔ） ２ｄｖ － ∫∫∫
Ｖ

σｉｊｅｉｊ － Ａ（ｅｉｊ） ＋ １
２

σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ ｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ ｕｉｄｓ， （６１）

对 Ａ３ｍｃ 取两时间间隔 ｔ１，ｔ２ 的定积分，并对此定积分取 ｕｉ，σｉｊ，ｅｉｊ 和 ｕｉ，ｔ 的变分驻值，则得

　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ａ３ｍｃｄｔ ＝ δ ∫ｔ２

ｔ１
(∫∫∫

Ｖ

１
２

ρ（ｕｉ，ｔ） ２ｄｖ － ∫∫∫
Ｖ

σｉｊｅｉｊ － Ａ（ｅｉｊ） ＋ １
２

σｉｊｕｋ，ｉｕｋ， ｊ
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ ｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ ｕｉｄｓ )ｄｔ ＝ ０， （６２）

对式（６２）进行变分运算，则得

　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ａ３ｍｃｄｔ ＝ ∫ｔ２

ｔ１
(∫∫∫

Ｖ
σｉｊ －

∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú δｅｉｊｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ

ｅｉｊ －
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）

é

ë
êê

ù

û
úú δσｉｊｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）δ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ ＋ ∫∫

Ｓρ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ］δｕｉｄｓ )ｄｔ ＋

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
（ρｕｉδｕｉ，ｔ）ｄｖ ｜ ｔ２

ｔ１
＝ ０． （６３）

当 ｔ１ 和 ｔ２ 变形体各点的速度 ｕｉ，ｔ 为已知值时，再根据变分法基本预备定理，得 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　 σｉｊ －
∂Ａ（ｅｉｊ）
∂ｅｉｊ

＝ ０，　 　 　 　 　 　 　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （６４）

　 　 ｅｉｊ －
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ） ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｖ， （６５）

　 　 ｕｉ － ｕｉ ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｓｐ， （６６）
　 　 （δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ － ｐｉ ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｓｕ ． （６７）

７　 广义势作用量原理和广义余作用量原理

二类混合变量的势作用量式（２７）是在约束条件式（２）和 Ｓｕ 内表面部分余功的零变分关

系式（２３）限制下的一个泛函．为消除上述两个条件对泛函（２７）的限制，需要使用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘

子法将上述两个条件置入变分方程的框架中，于是有

　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ａｇｐｄｔ ＝ δ ∫ｔ２

ｔ１
（Ｔ － Π２ｍｐ）ｄｔ ＋

　 　 　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１

σｉｊ ｅｉｊ －
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）

é

ë
êê

ù

û
úú ＋ ∫∫

Ｓｕ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｕｉｄｓ{ } ｄｔ， （６８）

这里 Ａｇｐ 为广义势作用量．在式（６８）中对 ｕｉ，σｉｊ，ｅｉｊ 和 ｕｉ，ｔ 取驻值变分，得到式（１） ～ （４）和（５ａ）
为 Ｅｕｌｅｒ 方程．

应用相同的方法，得到广义余作用量的时间定积分为
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　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ａｇｃｄｔ ＝ δ ∫ｔ２

ｔ１
（Ｔ － Π２ｍｃ）ｄｔ ＋

　 　 　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
∫∫∫

Ｖ
{ ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ ， ｊ ＋ （Ｆ ｉ － ρｕｉ，ｔｔ） } δｕｉｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｐ
［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｕｉｄｓ ｄｔ， （６９）

在式（６９）中对 σｉｊ，ｕｉ，ｅｉｊ 和 ｕｉ，ｔ 取驻值变分，得到式（１） ～ （４）和式（５ａ）为 Ｅｕｌｅｒ 方程．
广义势作用量原理和广义余作用量原理分别与弹性静力学中的广义势能原理和广义余能

原理相对应．

８　 广义泛函的构成［１９⁃２０］

构成广义泛函的方法有如下几种：首先是传统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法．钱伟长把这一方法系统

地应用于构造广义变分原理的广义泛函，已得到业内人士的广泛认可．其次是钱伟长提出的高

阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法．钱伟长发现，在 Ｈｅｌｌｉｎｇｅｒ⁃Ｒｅｉｓｓｎｅｒ 变分原理和 Ｈｕ⁃Ｗａｓｈｉｚｕ 变分原理中，为
消除应力⁃应变关系的约束而构成更广义的泛函时，Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法失效，故而提出高阶 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 乘子法．再次是刘高联提出的系统反推法，该法的主要思想是根据应得到的 Ｅｕｌｅｒ 方程

反演推出泛函的构成．最后是何吉欢提出的半逆法．该法的主要特点是对泛函的主要构成变量

进行假设．在此假设的基础上对构成的泛函进行变分运算，从而得出泛函的一些后续变分变

量．可以认为半逆法是构成广义变分原理广义泛函的一个行之有效的方法．

９　 半 逆 法

半逆法是构建广义变分原理泛函的一个强有力的方法．为说明该法的基本思想，以有限变

形理论最小势作用量原理推广为广义势作用量原理为例予以说明．最小势作用量原理的变分

方程为

　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ａｐｄｔ ＝ δ ∫ｔ２

ｔ１
（Ｔ － Πｐ）ｄｔ ＝ ０， （７０）

其中

　 　 Ｔ ＝ ∫∫∫
Ｖ

１
２

ρ（ｕｉ，ｔ） ２ｄｖ， （７１）

　 　 Πｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ

１
２

ｅｉｊａｉｊｋｌｅｋｌ － ｆｉｕｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｖ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ ｕｉｄｓ ． （７２）

式（７２）中的 Πｐ 是一个在下述方程约束下的泛函：
　 　 σｉｊ ＝ ａｉｊｋｌｅｋｌ，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （７３）

　 　 ｅｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ， ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ），　 　 ｘｉ ∈ Ｖ， （７４）

　 　 ｕｉ － ｕｉ ＝ ０，　 　 ｘｉ ∈ Ｓｕ ． （７５）
对总势能式（７２）取 ｕｉ 和 ｅｊ 的变分极值，则得 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　 ［（δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊ］ ， ｊ － ｆｉ ＝ ０， ｘｉ ∈ Ｖ， （７６）
　 　 （δｋｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ ＝ ｐｉ， ｘｉ ∈ Ｖ ． （７７）

下面用半逆法（ｓｅｍｉ⁃ｉｎｖｅｒｓｅ ｍｅｔｈｏｄ）构成一广义势能泛函 Πｇｐ， 为此假设
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　 　 Π′ｇｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ

１
２

ｅｉｊａｉｊｋｌｅｋｌ － ｆｉｕｉ ＋ Ｆ ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｖ － ∫∫

Ｓｐ
ｐｉ ｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）νｉｄｓ ． （７８）

式（７８）中的 Ｆ ｉ 和 νｉ 是两个新引入的函数，它们的引入应该满足式（７３） ～ （７５）．能够判断， Ｆ ｉ

应该是 ｅｉｊ 的函数．对式（７８）中体积分中被积函数取 ｅｉｊ 的偏导驻值，则得凑合 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　 ａｉｊｋｌｅｋｌ ＋
∂Ｆ ｉ

∂ｅｉｊ
＝ ０， （７９）

于是有

　 　 Ｆ ｉ ＝ － ｅｉｊσｉｊ ＋ Ｆ１， （８０）
这里 Ｆ１ 是新引入的一个函数，它与 ｅｉｊ 无关．于是得一 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ ＝ １
２

ｅｉｊａｉｊｋｌｅｋｌ － ｆｉｕｉ － ｅｉｊσｉｊ ＋ Ｆ ｉ， （８１）

进一步可以判断， Ｆ１ 是 σｉｊ 的函数．对式（８１）取 σｉｊ 的偏导驻值，则得凑合 Ｅｕｌｅｒ 方程为

　 　 － ｅｋｌ ＋
∂Ｆ１

∂σｉｊ

＝ ０， （８２）

于是得

　 　 Ｆ１ ＝ １
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ， ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）σｉｊ ． （８３）

易于得出

　 　 νｉ ＝ （δｋ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ， （８４）
于是得广义势能泛函为

　 　 Πｇｐ ＝ ∫∫∫
Ｖ

１
２

ｅｉｊａｉｊｋｌｅｋｌ － ｆｉｕｉ － σｉｊ ｅｉｊ －
１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）

é

ë
êê

ù

û
úú{ } ｄｖ －

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ － ∫∫

Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）［（δｋ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ， （８５）

最后得广义势作用量为

　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ａｇｐｄｔ ＝ δ ∫ｔ２

ｔ１
（Ｔ － Πｐ）ｄｔ ＝

　 　 　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
∫∫∫

Ｖ

１
２

ρ（ｕｉ，ｔ） ２ － １
２

ｅｉｊａｉｊｋｌｅｋｌ － ｆｉｕｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ ＋ ∫∫

Ｓｐ
ｐｉｕｉｄｓ ＋{

　 　 　 　 ∫∫∫
Ｖ
σｉｊ ｅｉｊ －

１
２
（ｕｉ， ｊ ＋ ｕ ｊ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉｕｋ， ｊ）

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｖ ＋

　 　 　 　 ∫∫
Ｓｕ
（ｕｉ － ｕｉ）［（δｋ，ｉ ＋ ｕｋ，ｉ）σｋｊｎ ｊ］ｄｓ} ｄｔ， （８６）

这里， Ａｇｐ 为广义势作用量．

１０　 应　 　 用

１０．１　 大挠度直梁混合变量的最小势作用量原理的应用

首先，应用有限位移理论二类混合变量的最小势作用量原理来计算一在均布谐载作用下

大挠度悬臂梁的受迫振动．
图 １（ａ）为一在均布谐载作用下的大挠度悬臂梁；图 １（ｂ）是与图 １（ａ）相对应受其幅值载
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荷作用的大挠度悬臂梁．解除图 １（ｂ）梁固定端的弯曲约束代以集中幅值弯矩 Ｍ０ ，并假设其自

由端的幅值挠度为 ｗ ｌ， 则得幅值大挠度悬臂梁实际系统图 １（ｃ）．
假设纵向振动比横向振动较小，可忽略，则图 １（ａ）所示幅值大挠度悬臂梁实际系统二类

混合变量势作用量在时间间隔 ｔ１，ｔ２ 的定积分的变分极值为

　 　 δ ∫ｔ２
ｔ１
Ａ２ｍｐｄｔ ＝ δ ∫ｔ２

ｔ１
∫ｌ

０

１
２

ρ ∂ｗ′
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ － ∫ｌ
０

１
２

ＥＪ
∂２ｗ′
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ ＋ ∫ｌ
０
ｑ′ｗ′ｄｘ －{

　 　 　 　 ∫ｌ
０

１
２

ＥＦ ∂ｕ′
∂ｘ

＋ １
２

∂ｗ′
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú

２

ｄｘ ＋ Ｍ′０
∂ｗ′
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ０
－ ｗ′ｌＱ′ｘ ＝ ｌ} ｄｔ ＝ ０． （８７）

图 １（ａ） 　 均布谐载作用下大挠度悬臂梁

Ｆｉｇ． １（ａ） 　 Ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ｌｏａｄ

图 １（ｂ） 　 均布幅值载荷作用下大挠度悬臂梁

Ｆｉｇ． １（ｂ） 　 Ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｌｏａｄ

图 １（ｃ） 　 均布幅值载荷作用下大挠度悬臂梁实际系统

Ｆｉｇ． １（ｃ） 　 Ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｌａｒｇｅ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ｕｎｄｅｒ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｌｏａｄ

此时， ｗ′（ｘ，ｔ） 和 ｕ′（ｘ，ｔ） 均满足时刻 ｔ１ 和时刻 ｔ２ 时 ｗ′（ｘ，ｔ１） 和 ｕ′（ｘ，ｔ２） 为固定值的要求．
变分极值式（８７）可被二类混合变量幅值总势能取变分极值所代替，即被下式变分极值所代替：

　 　 δΠ２ａｍｐ ＝ δ ∫ｌ
０

１
２

ＥＪ
ｄ２ｗ
ｄｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ １
２

ρω２ｗ２ － ｑｗé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｘ ＋

　 　 　 　 ∫ｌ
０

１
２

ＥＦ ｄｕ
ｄｘ

＋ １
２

ｄｗ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú

２

ｄｘ － Ｍ０
ｄｗ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ０
＋ ｗ ｌＱｘ ＝ ｌ ＝ ０， （８８）

其中 ｗ 为弱容许幅值挠度， ｕ 为弱容许幅值轴向位移．式（８８）称为幅值二类混合变量总势能．
该幅值二类混合变量总势能与势作用量的积分是等价的．并假设

　 　 ｗ（ｘ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １
Ａｍｓｉｎ（αｍｘ），　 　 ０ ≤ ｘ ＜ ｌ ． （８９）

在式（８８）中，对 Π２ａｍｐ 取 Ａｍ 和 ｕ 的变分极值，则得
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　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １

ｌ
２

ＥＪα４
ｍ ＋ ｌ

２
Ｎα２

ｍ － ｌ
２

ρω２é

ë
êê

ù

û
úú Ａｍ － ｑ １

αｍ
［１ － （ － １）ｍ］ －{

　 　 　 　 Ｍ０αｍ ＋ （ － １）ｍＥＪα３
ｍ ｗ ｌ } δＡｍ ＋ （Ｎδｕ） ｌ

０ － ∫ｌ
０

ｄＮ
ｄｘ

δｕｄｘ ＝ ０， （９０）

应用内边界位移余功的零变分关系

　 　 δ（ － ｕ０Ｎ０ ＋ ｕｌＮｌ） ＝ ０， （９１）
并据变分法预备定理，由式（９０）可得

　 　 Ａｍ ＝ １
ｍ４ ＋ ｍ２（Ｎ ／ （ＥＪ））（ ｌ ／ π） ２ － λ４（ ｌ ／ π） ４

ｑ
ＥＪ

２ｌ４

π５

１
ｍ
［１ － （ － １）ｍ］ ＋{

　 　 　 　
２ Ｍ０ ｌ２

ＥＪ
ｍ
π３

＋ （ － １）ｍ＋１ ２
π

ｍ３ ｗ ｌ} ，　 　 ０ ≤ ｘ ＜ ｌ， （９２）

　 　 ｄＮ
ｄｘ

＝ ０，　 　 ０ ≤ ｘ ≤ ｌ， （９３）

　 　 ｕ０ ＝ ０，　 　 ｘ ＝ ０， （９４）
　 　 ｕｌ ＝ ０，　 　 ｘ ＝ ｌ ． （９５）

将式（９２）代入式（８９），得

　 　 ｗ（ｘ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １

１
ｍ４ ＋ ｍ２（Ｎ ／ （ＥＪ））（ ｌ ／ π） ２ － λ４（ ｌ ／ π） ４

ｑ
ＥＪ{ ２ｌ４

π５

１
ｍ
［１ － （ － １）ｍ］ ＋

　 　 　 　
２ Ｍ０ ｌ２

ＥＪ
ｍ
π３} ｓｉｎ（αｍｘ） ＋

　 　 　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １

１
ｍ４ ＋ ｍ２（Ｎ ／ （ＥＪ））（ ｌ ／ π） ２ － λ４（ ｌ ／ π） ４（ － １）ｍ＋１ ２ｍ３

π
ｗ ｌｓｉｎ（αｍｘ），

　 　 ０ ≤ ｘ ＜ ｌ ． （９６）
据文献［２０］中式（Ａ．８１），有

　 　 － ２
π

ｗ ｌ∑
∞

ｍ ＝ １

（ － １）ｍｍ３

ｍ４ ＋ （Ｎ ／ （ＥＪ））ｍ２（ ｌ ／ π） ２ － λ４（ ｌ ／ π） ４ ｓｉｎ（αｍｘ） ＝

　 　 　 　 １
α２

１ ＋ β２
１

α２
１ｓｉｎｈ（α１ｘ）
ｓｉｎｈ（α１ ｌ）

＋
β２

１ｓｉｎ（β１ｘ）
ｓｉｎ（β１ ｌ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ ｌ ． （９７）

据文献［２０］中式（Ａ．７５），有

　 　
２ Ｍ０ ｌ２

π３ＥＪ∑
∞

ｍ ＝ １

１
ｍ４ ＋ ｍ２（Ｎ ／ （ＥＪ））（ ｌ ／ π） ２ － λ４（ ｌ ／ π） ４ ｓｉｎ（αｍｘ） ＝

　 　 　 　
Ｍ０

ＥＪ
１

α２
１ ＋ β２

１

－
ｓｉｎｈ（α１（ ｌ － ｘ））

ｓｉｎｈ（α１ ｌ）
＋

ｓｉｎ（β１（ ｌ － ｘ））
ｓｉｎ（β１ ｌ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （９８）

将式（９７）和式（９８）代入式（９６）中，则得

　 　 ｗ（ｘ） ＝∑
∞

ｍ ＝ １

１
ｍ４ ＋ ｍ２（Ｎ ／ （ＥＪ））（ ｌ ／ π） ２ － λ４（ ｌ ／ π） ４

ｑ
ＥＪ

２ｌ４

π３

１
ｍ
［１ － （ － １）ｍ］ｓｉｎ（αｍｘ） ＋

　 　 　 　
Ｍ０

ＥＪ
１

α２
１ ＋ β２

１

－
ｓｉｎｈ（α１（ ｌ － ｘ））

ｓｉｎｈ（α１ ｌ）
＋

ｓｉｎ（β１（ ｌ － ｘ））
ｓｉｎ（β１ ｌ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

２７３１ 付　 　 宝　 　 连



　 　 　 　 １
α２

１ ＋ β２
１

α２
１ｓｉｎｈ（α１ｘ）
ｓｉｎｈ（α１ ｌ）

＋
β２

１ｓｉｎ（β１ｘ）
ｓｉｎ（β１ ｌ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ ｌ，　 　 ０ ≤ ｘ ≤ ｌ， （９９）

这里

　 　
α１ ＝ Ｎ

２ＥＪ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ λ４ ＋ Ｎ
２ＥＪ

，

β１ ＝ Ｎ
２ＥＪ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ λ４ － Ｎ
２ＥＪ

．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１００）

再根据边界条件

　 　 ｄｗ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ０
＝ ０， （１０１）

　 　 Ｎｌ
ＥＪ

＝ ∫ｌ
０

１
２

ｄｗ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ， （１０２）

　 　 － ＥＪ ｄ３ｗ
ｄｘ３

＋ Ｎ ｄｗ
ｄｘ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｘ ＝ ｌ

＝ ０， （１０３）

可得 Ｎ，Ｍ０ 和ｗ ｌ ．于是问题得解．
１０．２　 大挠度直梁动力功的互等定理的应用

其次应用大挠度直梁动力问题的功的互等定理来求解上述问题．
取一受单位集中载荷作用的小挠度简支梁为基本系统，如图 ２ 所示．在图 １（ｃ）所示幅值

大挠度悬臂梁实际系统和图 ２ 所示小挠度简支梁基本系统之间应用功的互等定理，则得

　 　 ｗ（ξ） － ξ
ｌ
ｗ ｌ ＝ ∫ｌ

０
ｑ ＋ Ｎ ｄ２ｗ

ｄｘ２
＋ ＋ ρω２ｗæ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ１（ｘ，ξ）ｄｘ ＋ Ｍ０

ｄｗ
ｄｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ ＝ ０
． （１０４）

图 ２　 小挠度简支梁基本系统

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ａ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｓｍａｌｌ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

假设

　 　 ｗ（ξ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １
Ａｍｓｉｎ（αｍξ），　 　 ０ ≤ ξ ＜ ｌ， （１０５）

　 　 ｗ（ｘ） ＝ ∑
∞

ｍ ＝ １
Ａｍｓｉｎ（αｍｘ），　 　 ０ ≤ ｘ ＜ ｌ， （１０６）

已知基本解为

　 　 ｗ１（ｘ，ξ） ＝ １
ＥＪ ∑

∞

ｍ ＝ １

２ｌ３

（ｍπ） ４ ｓｉｎ（αｍｘ）ｓｉｎ（αｍξ）， （１０７）

将式（１０５） ～ （１０７）代到式（１０４）中，经过计算，则得式（９２）．将式（９２）代入式（１０５），再根据式

（９７）和式（９８）进行转换，则得
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　 　 ｗ（ξ） ＝∑
∞

ｍ ＝ １

１
ｍ４ ＋ ｍ２（Ｎ ／ （ＥＪ））（ ｌ ／ π） ２ － λ４（ ｌ ／ π） ４

ｑ
ＥＪ

２ｌ４

π３

１
ｍ
［１ － （ － １）ｍ］ｓｉｎ（αｍξ） ＋

　 　 　 　
Ｍ０

ＥＪ
１

α２
１ ＋ β２

１

－
ｓｉｎｈ（α１（ ｌ － ξ））

ｓｉｎｈ（α１ ｌ）
＋

ｓｉｎ（β１（ ｌ － ξ））
ｓｉｎ（β１ ｌ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＋

　 　 　 　 １
α２

１ ＋ β２
１

α２
１ｓｉｎｈ（α１ξ）
ｓｉｎｈ（α１ ｌ）

＋
β２

１ｓｉｎ（β１ξ）
ｓｉｎ（β１ ｌ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｗ ｌ，　 　 ０ ≤ ξ ≤ ｌ， （１０８）

式（１０８）和式（９９）相同．说明了大挠度梁二类混合变量最小势作用量原理的正确性．

１１　 结　 　 论

１） 两个新的概念，即势作用量的概念和余作用量的概念被引入到有限位移理论弹性动力

学的变分方程中．从而导出了相应理论的最小势作用量原理及驻值余作用量原理．
２） 考虑位移边界条件的变化，并应用有限位移理论的功的互等定理导出了二类混合变量

的最小势作用量原理．在这一原理中，位移、应力和速度都取为变分变量．结果导致运动平衡方

程、力的边界条件和位移边界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．
３） 应用相似的方法，考虑到静力边界条件的变化，并应用有限位移理论的功的互等定理

导出了二类混合变量的驻值余作用量原理．在这一原理中，应力、位移和速度都取为变分变量．
结果导致应变⁃位移关系、位移边界条件和力的边界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．

４） 应用应变能密度和余能密度间的关系式于二类混合变量的势作用量和余作用量，则得

三类混合变量的势作用量和余作用量，它们都是位移、应力、应变和速度的泛函．三类混合变量

的势作用量对位移、应力、应变和速度取变分极值，则得应变⁃应力关系、运动平衡方程、静力边

界条件和位移边界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．三类混合变量的余作用量对位移、应力、应变和速度取变

分驻值，则得应力⁃应变关系、应变⁃位移关系、位移边界条件和静力边界条件为 Ｅｕｌｅｒ 方程．
５） 应用拉氏乘子法导出了广义势作用量原理和广义余作用量原理．
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有限位移理论线弹性动力学二类和三类混合变量的最小势作用量原理和

驻值余作用量原理及其应用
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