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摘要：　 研究了一个非光滑半无限多目标优化问题（简记为 ＳＩＭＯＰ），并讨论了它的最优性条件．首
先， 通过对目标函数和约束函数的某种组合赋予 Ｃｌａｒｋｅ Ｆ⁃ 凸性假设， 获得了 ＳＩＭＯＰ（弱）有效解

的最优性充分条件．接下来， 用 Ｃｈａｎｋｏｎｇ⁃Ｈａｉｍｅｓ 方法建立了此 ＳＩＭＯＰ 的一个标量问题并得到了

这个标量问题的最优性充分条件．
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引　 　 言

多目标优化问题（ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ， 简记为 ＭＯＰ）是指具有多个目标函

数的优化问题．众所周知， 多目标优化的理论与方法在经济管理、工程设计、交通网络运输、生
态保护以及数据处理等诸多领域有着广泛的应用， 已取得了丰富的研究成果，可参阅文献［１⁃
３］．鉴于多目标优化的重要性， 近年来不少学者也开始尝试研究多目标情形的半无限规划问

题．半无限多目标优化问题（ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ， 简记为 ＳＩＭＯＰ）是
指同时具有有限个目标函数和任意个（可能是无限个）约束函数的优化问题．如果只有一个目

标函数， 则成为通常所说的半无限规划（ｓｅｍｉ⁃ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ， 简记为 ＳＩＰ）．半无限规划的

理论研究已经比较成熟， 也出现了一些专门的著作，如文献［４⁃５］．然而， 据笔者所知， 有关半

无限多目标优化问题的研究却相对比较少．
近年来， 出现了一些研究半无限多目标优化问题最优性条件的文献．Ｃａｒｉｓｔｉ 等［６］提供了可

微半无限多目标优化问题的一些最优性条件．Ｇｌｏｖｅｒ 等［７］ 获得了一个不可微凸半无限多目标

优化问题的最优性条件．Ｃｈｕｏｎｇ 和 Ｋｉｍ 等［８⁃９］研究了极限约束品性（ＬＣＱ）， 并利用变分分析和

广义微分的工具建立了非光滑半无限多目标优化问题关于（弱）有效解、真有效解的最优性条

件和对偶理论．Ｋａｎｚｉ 和 Ｎｏｂａｋｈｔｉａｎ［１０］介绍了正则约束品性（ＲＣＱ）， 并在 Ｃｌａｒｋｅ 次微分定义的
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广义凸性下获得了半无限多目标优化问题的最优性条件． Ｋａｎｚｉ［１１］ 推广了 Ｍａｅｄａ 约束品性

（ＭＣＱ）以及 Ｃｏｔｔｌｅ 约束品性（ＣＣＱ）， 获得了非光滑半无限多目标优化问题的强 ＫＫＴ 最优性

必要条件， 又在 Ｃｌａｒｋｅ 次微分定义的不变凸性下获得了强 ＫＫＴ 最优性充分条件． Ｃａｒｉｓｔｉ 和

Ｋａｎｚｉ［１２］也推广了 ＭＣＱ 并获得了非光滑半无限多目标优化问题的弱 ／强 ＫＫＴ 最优性必要条

件， 然后在 Ｃｌａｒｋｅ 次微分定义的 η⁃ 不变凸性下获得了最优性充分条件．Ｋａｎｚｉ［１３］ 则利用 ＣＣＱ
在 η⁃ 不变凸性下研究了不可微半无限多目标优化问题的最优性条件．最近， Ｐｉａｏ 等［１４］ 在

Ｃｌａｒｋｅ 次微分定义的广义凸性下建立了具有集合约束的非凸半无限多目标优化问题的最优性

条件， 同时用 Ｃｈａｎｋｏｎｇ⁃Ｈａｉｍｅｓ 方法建立了相应的标量问题， 并获得了此标量问题的最优性

条件．
经观察发现， 目前为止， 研究半无限多目标优化问题的大部分文献是在不变凸性下获得

最优性条件．并且， 设置在目标函数和约束函数上的凸性条件比较单一．此外， 已有不少文献

讨论了半无限多目标优化问题的最优性必要条件， 但讨论最优性充分条件的文献却不是很

多．受文献［１４⁃１５］的启发， 笔者打算研究非光滑半无限多目标优化问题及其标量问题的最优

性充分条件， 并试图将凸性放宽到 Ｆ⁃ 凸性．

１　 预 备 知 识

本文使用以下符号： 设 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） Ｔ， ｙ ＝ （ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ） Ｔ ∈ Ｒｎ，
　 　 ｘ ＝ ｙ ⇔ ｘｉ ＝ ｙｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ；
　 　 ｘ ≦ ｙ ⇔ ｘｉ ≤ ｙｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ；
　 　 ｘ ＜ ｙ ⇔ ｘｉ ＜ ｙｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ；
　 　 ｘ ≤ ｙ ⇔ ｘ ≦ ｙ，　 　 ｘ ≠ ｙ，

Ｒｎ 空间中的内积表示为〈·，·〉．为了方便， 本文使用下列参数向量集：

　 　 Λ ＋ { τ ＝ （τ １，τ ２，…，τｍ） ∈ Ｒｍ ｜ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
τ ｉ ＝ １， τ ｉ ≥ ０， ｉ ＝ １，２，…，ｍ } ；

　 　 Λ ＋ ＋ { τ ＝ （τ １，τ ２，…，τｍ） ∈ Ｒｍ ｜ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
τ ｉ ＝ １， τ ｉ ＞ ０， ｉ ＝ １，２，…，ｍ } ．

设 φ：Ｒｎ → Ｒ ∪ { ＋ ∞ } 是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 函数， φ 在 ｘ－ 处沿方向 ｄ ∈ Ｒｎ 的 Ｃｌａｒｋｅ 广义方

向导数［１６］定义为

　 　 φ０（ｘ－；ｄ） ｌｉｍ ｓｕｐ
ｘ→ｘ－
ｔ↓０

φ（ｘ ＋ ｔｄ） － φ（ｘ）
ｔ

，

以及 φ 在 ｘ－ 处的 Ｃｌａｒｋｅ 次微分［１６］定义为

　 　 ∂ｃφ（ｘ－） { ξ ∈ Ｒｎ ｜ φ０（ｘ－；ｄ） ≥ 〈ξ，ｄ〉， ∀ｄ ∈ Ｒｎ } ．
下面回顾 Ｃｌａｒｋｅ 次微分的一些性质．
引理 １［１６］ 　 假定 φ， ψ：Ｒｎ → Ｒ ∪ { ＋ ∞ } 是局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 函数， 且 ｘ－ ∈ｄｏｍ φ ∩ｄｏｍ ψ，

则以下成立：
􀃠 ∂ｃ（ａφ（ｘ－）） ＝ ａ∂ｃφ（ｘ－），　 　 ∀ａ ∈ Ｒ；
􀃡 （和法则） ∂ｃ（φ ＋ ψ）（ｘ－） ⊆ ∂ｃφ（ｘ－） ＋ ∂ｃψ（ｘ－） ．
本文考虑如下非光滑半无限多目标优化问题， 记为（ＳＩＭＯＰ）：
（ＳＩＭＯＰ）　 ｍｉｎ ｆ（ｘ） （ ｆ１（ｘ）， ｆ２（ｘ），…， ｆｍ（ｘ））
　 　 ｓ．ｔ．　 ｇｔ（ｘ） ≤ ０，　 　 ｔ ∈ Ｔ，
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　 　 ｘ ∈ Ｒｎ，
其中 ｆｉ， ｉ ∈ Ｍ { １，２，…，ｍ } 以及 ｇｔ， ｔ ∈ Ｔ 是从 Ｒｎ 到 Ｒ ∪ { ＋ ∞ } 的局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 函数，
指标集 Ｔ是任意集合， 可能是无限集（但是非空）．假定（ＳＩＭＯＰ）的可行集非空， 并记为 Ｓ { ｘ
∈ Ｒｎ ｜ ｇｔ（ｘ） ≤ ０，∀ｔ ∈ Ｔ } ．给定一个可行解 ｘ ∈ Ｓ， 用 Ｉ（ｘ） 表示在 ｘ 处所有起作用约束的

指标集， 即 Ｉ（ｘ） { ｔ ∈ Ｔ ｜ ｇｔ（ｘ） ＝ ０ } ．
定义 １［１］ 　 称可行解 ｘ－ 为（ＳＩＭＯＰ）的有效解， 如果不存在 ｘ ∈ Ｓ 使得 ｆ（ｘ） ≤ ｆ（ｘ－）；称可

行解 ｘ－ 为（ＳＩＭＯＰ）的弱有效解， 如果不存在 ｘ ∈ Ｓ 使得 ｆ（ｘ） ＜ ｆ（ｘ－） ．
Ｐｉａｏ 等［１４］利用 Ｃｈａｎｋｏｎｇ⁃Ｈａｉｍｅｓ 方法建立了一个半无限多目标优化问题的标量问题， 并

讨论了这个半无限问题及其标量问题的最优性条件．受文献［１４］的启发， 本文也打算用

Ｃｈａｎｋｏｎｇ⁃Ｈａｉｍｅｓ 方法建立相应的标量问题， 即考虑下列与（ＳＩＭＯＰ）相对应的标量问题， 记

为 （ＳＰ） ｊ，ｘ－，其中 ｊ ∈ Ｍ， ｘ－ ∈ Ｓ ．
　 　 （ＳＰ） ｊ，ｘ－ 　 ｍｉｎ ｆ ｊ（ｘ）
　 　 ｓ．ｔ．　 ｆｋ（ｘ） ≤ ｆｋ（ｘ

－），　 　 ｋ ∈ Ｍ ＼ { ｊ } ，
ｘ ∈ Ｓ ．

文献［１７］的引理 ３． １（另参见文献［１］的定理 ４． ５）已经给出了多目标优化问题和用

Ｃｈａｎｋｏｎｇ⁃Ｈａｉｍｅｓ 方法得到的标量问题之间解的关系刻画．由于文献［１７］的这个结论与可行集

的选取无关， 因此这个刻画也适用于半无限多目标优化问题（ＳＩＭＯＰ）及其标量问题 （ＳＰ） ｊ，ｘ－，
具体情况见后文．

引理 ２［１７］ 　 可行解 ｘ－ 是（ＳＩＭＯＰ）的有效解当且仅当对每一个 ｊ ∈ Ｍ，ｘ－ 是（ＳＰ） ｊ，ｘ－ 的最优解．
　 　 在研究优化问题的过程中， 经常需要对所涉及的函数赋予凸性假设才能得到所需要的结

果．函数的凸性研究有着非常丰富的内容， 而不变凸性就是其中非常重要的一类．Ｈａｎｓｏｎ［１８］ 第

一个提出不变凸概念， 后来被 Ｃｒａｖｅｎ［１９］正式命名为“ｉｎｖｅｘ”．在 Ｈａｎｓｏｎ 和 Ｃｒａｖｅｎ 的工作之后，
学者们从不同的角度研究不变凸性并不断地推广它， 例如文献［２０⁃２３］．由于本文打算研究非

光滑半无限多目标优化问题， 所以下面将文献［２０］中的 Ｆ⁃ 凸性推广到非光滑情形（见定义

３）， 此概念基于 Ｆ 的次线性性．
定义 ２［２４］ 　 令 Ｘ ⊆ Ｒｎ， 称函数 Ｆ： Ｘ × Ｘ × Ｒｎ → Ｒ 关于第三个变量是次线性的， 如果对

所有的 ｕ，ｖ ∈ Ｘ，
􀃠 Ｆ（ｕ， ｖ； ｘ ＋ ｙ） ≤ Ｆ（ｕ， ｖ； ｘ） ＋ Ｆ（ｕ， ｖ； ｙ），　 　 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｒｎ；
􀃡 Ｆ（ｕ， ｖ； ａｘ） ＝ ａＦ（ｕ， ｖ； ｘ），　 　 ∀ｘ ∈ Ｒｎ，∀ａ ≥ ０（ａ ∈ Ｒ） ．
为了方便， 记 Ｆｕ， ｖ（ｘ） ＝ Ｆ（ｕ， ｖ； ｘ） ．显然 Ｆｕ， ｖ（０） ＝ ０．
定义 ３　 假设 φ：Ｒｎ → Ｒ ∪ { ＋ ∞ } 是一个局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 函数， Ｆ： Ｘ × Ｘ × Ｒｎ → Ｒ 是一

个事先给定的关于第三个变量的次线性函数， Ｘ 是 Ｒｎ 的一个子集， 则

􀃠 称 φ 在 Ｘ 上的 ｘ 处关于 Ｆ 是 Ｃｌａｒｋｅ Ｆ⁃ 凸， 若 ∀ｙ ∈ Ｘ， ξ ∈ ∂ｃφ（ｘ）， 有

　 　 φ（ｙ） － φ（ｘ） ≥ Ｆｙ， ｘ（ξ） ．
进一步地，若对任意的 ｙ ≠ ｘ 有 φ（ｙ） － φ（ｘ） ＞ Ｆｙ， ｘ（ξ），则称 φ 是 Ｃｌａｒｋｅ 严格 Ｆ⁃ 凸．
􀃡 称 φ 在 Ｘ 上的 ｘ 处关于 Ｆ 是 Ｃｌａｒｋｅ Ｆ⁃ 伪凸， 若 ∀ｙ ∈ Ｘ， ξ ∈ ∂ｃφ（ｘ）， 有

　 　 Ｆｙ， ｘ（ξ） ≥ ０⇒φ（ｙ） ≥ φ（ｘ） ．
进一步地，若对任意的 ｙ ≠ ｘ，有 Ｆｙ， ｘ（ξ） ≥ ０⇒φ（ｙ） ＞ φ（ｘ）， 则称 φ 是 Ｃｌａｒｋｅ 严格 Ｆ⁃

伪凸．
􀃢 称 φ 在 Ｘ 上的 ｘ 处关于 Ｆ 是 Ｃｌａｒｋｅ Ｆ⁃ 拟凸， 若 ∀ｙ ∈ Ｘ， ξ ∈ ∂ｃφ（ｘ）， 有
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　 　 φ（ｙ） ≤ φ（ｘ）⇒Ｆｙ， ｘ（ξ） ≤ ０．
由 Ｃｌａｒｋｅ Ｆ⁃ 凸性的定义易知， Ｃｌａｒｋｅ Ｆ⁃ 凸同时蕴含 Ｃｌａｒｋｅ Ｆ⁃ 伪凸和 Ｃｌａｒｋｅ Ｆ⁃ 拟凸．并且

还容易看出：
（ａ） 设 ａ１，ａ２，…，ａｍ 为非负实数， 如果 φ１，φ２，…，φｍ 在 ｘ 处关于 Ｆ 是 Ｃｌａｒｋｅ Ｆ⁃凸， 那么

∑ｍ

ｉ ＝ １
ａｉφ ｉ 在 ｘ 处关于 Ｆ 也是 Ｃｌａｒｋｅ Ｆ⁃ 凸．进一步地， 如果 φ１，φ２，…， φｍ 在 ｘ 处关于 Ｆ 是

Ｃｌａｒｋｅ 严格 Ｆ⁃ 凸且 ａ１，ａ２，…，ａｍ 不全为 ０， 那么∑ｍ

ｉ ＝ １
ａｉφ ｉ 在 ｘ 处关于 Ｆ 也是 Ｃｌａｒｋｅ 严格 Ｆ⁃

凸的．
（ ｂ） 设 ａ为非负实数， 如果 φ１ 和 φ２ 在 ｘ处关于 Ｆ是 Ｃｌａｒｋｅ Ｆ⁃伪凸 ／ Ｆ⁃拟凸，那么 ａφ１ 在

ｘ 处关于 Ｆ是 Ｃｌａｒｋｅ Ｆ⁃伪凸 ／ Ｆ⁃拟凸， 然而 φ１ ＋ φ２ 在 ｘ处关于 Ｆ却未必是 Ｃｌａｒｋｅ Ｆ⁃伪凸 ／ Ｆ⁃
拟凸的．

在定义 ３ 中， 如果取 Ｆｙ， ｘ（·） ＝ 〈·，η（ｙ，ｘ）〉， 则称 φ 为 Ｃｌａｒｋｅ（严格）不变凸、Ｃｌａｒｋｅ（严
格）不变伪凸、 Ｃｌａｒｋｅ 不变拟凸， 其中 η：Ｘ × Ｘ → Ｒｎ 是一个事先给定的向量值函数．如果取

Ｆｙ， ｘ（·） ＝ 〈·，ｙ － ｘ〉， 则称 φ 为 Ｃｌａｒｋｅ（严格）凸、 Ｃｌａｒｋｅ（严格）伪凸、 Ｃｌａｒｋｅ 拟凸．为了精简文

字叙述， 本文余下部分将略去“Ｃｌａｒｋｅ”一词， 在给定次线性函数 Ｆ 后，本文也会省略“关于 Ｆ”
一词．

２　 （ＳＩＭＯＰ）的最优性充分条件

研究一个优化问题的最优性条件时， 通常会从必要条件和充分条件两个方面来研究．众
所周知， 在研究最优性必要条件时， 往往需要一定的约束品性来确保 ＫＫＴ 条件成立， 从而获

得最优性条件．在引言中已经提到不少的约束品性， 再加之本文重点关注最优性充分条件， 所

以不打算过多阐述半无限多目标优化问题的约束品性和最优性必要条件， 有兴趣的读者可以

参阅文献［８⁃１０，１３，２５］．下面， 仅罗列一个最新文献里的最优性必要条件结论（文献［１４］中的

定理 ３．３， 且将此文献中的集合约束去掉）．
命题 １［１４］ 　 设 ｚ是（ＳＩＭＯＰ）的有效解．如果存在 ｊ∈Ｍ使得条件（Ａ ｊ）（文献［１４］ 中定义的

约束品性） 对 ｚ成立， 则存在 τ ｉ ≥０，ｉ∈Ｍ，∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ＝ １ 和 λ ∈ Ｒ（Ｔ）

＋ 使得下列广义 ＫＫＴ 条件

成立：

　 　 ０ ∈ ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ∂ｃ ｆｉ（ｚ） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ

λ ｔ∂ｃｇｔ（ｚ）， λ ｔ ｇｔ（ｚ） ＝ ０，　 　 ∀ｔ ∈ Ｔ， （１）

其中 Ｒ（Ｔ）
＋ {λ ＝ （λ ｔ） ｔ∈Ｔ ｜ λ ｔ ≥ ０，∀ｔ ∈ Ｔ，但只有有限个 λ ｔ ≠ ０ } ．

一般来说， 为了建立最优性充分条件， 需要对目标函数和约束函数赋予一定的凸性条件．
大部分已有研究半无限的文献中， 约束函数部分的凸性条件是加在所有约束函数 ｇｔ（即对所

有 ｔ ∈ Ｔ 而言）上面的．然而，如果在式（１）中有某个 λ ｔ ＝ ０， 则可以从式（１） 中去掉 ｔ 这一项．
实际上， 这些项 ｔ 在 ＫＫＴ 条件中并不真正存在， 对应的约束函数 ｇ ｔ 即使不具有凸性也不会影

响本文的证明．因此，仅考虑满足 λ ｔ ≠ ０ 的这些项 ｔ，并只给对应的约束函数 ｇｔ 赋予凸性假设．
设 λ ∈ Ｒ（Ｔ）

＋ 即有 λ ＝ （λ ｔ） ｔ∈Ｔ， 相应于向量 λ的支撑集（ｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇ ｓｅｔ）定义为 Ｔ（λ） { ｔ ∈ Ｔ
｜ λ ｔ ≠ ０ } ． 另外， 本节均假定 Ｆ： Ｒｎ × Ｒｎ × Ｒｎ → Ｒ 是一个给定的关于第三个变量的次线性

函数．
定理 １　 设 ｘ－ ∈ Ｓ 是（ＳＩＭＯＰ）的一个可行解：
１） 如果存在 τ ∈ Λ ＋ 以及 λ ∈ Ｒ（Ｔ）

＋ 使得
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　 　 λ ｔ ｇｔ（ｘ
－） ＝ ０，　 　 ∀ｔ ∈ Ｔ（λ）， （２）

并且使得下列陈述之一成立， 则 ｘ－ 是（ＳＩＭＯＰ）的有效解．
􀃠 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处 ｆｉ， ｉ ∈ Ｍ 是严格 Ｆ⁃ 伪凸且 ｇｔ， ｔ ∈ Ｔ（λ） 是 Ｆ⁃ 拟凸．并且

　 　 ０ ∈ ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ∂ｃ ｆｉ（ｘ
－） ＋ ∑

ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔ ∂ｃｇｔ（ｘ

－） ． （３）

􀃡 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ｆｉ 是严格 Ｆ⁃ 伪凸且 ｇｔ， ｔ ∈ Ｔ（λ） 是 Ｆ⁃ 拟凸．并且

　 　 ０ ∈ ∂ｃ (∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ｆｉ )（ｘ－） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔ∂ｃｇｔ（ｘ
－） ． （４）

􀃢 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处 ｆｉ， ｉ ∈ Ｍ 是严格 Ｆ⁃ 伪凸且∑ ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔｇｔ 是 Ｆ⁃ 拟凸．并且

　 　 ０ ∈ ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ∂ｃ ｆｉ（ｘ
－） ＋ ∂ｃ ( ∑

ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔｇｔ )（ｘ－） ． （５）

􀃣 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ｆｉ 是严格 Ｆ⁃ 伪凸且∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ 是 Ｆ⁃ 拟凸．并且

　 　 ０ ∈ ∂ｃ (∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ｆｉ )（ｘ－） ＋ ∂ｃ ( ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ )（ｘ－） ． （６）

􀃤 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ 是严格 Ｆ⁃ 伪凸．并且

　 　 ０ ∈ ∂ｃ (∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ｆｉ ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ )（ｘ－） ． （７）

２） 如果将 １）中陈述􀃠和􀃢的严格 Ｆ⁃伪凸换成 Ｆ⁃凸， 陈述􀃡，􀃣和􀃤的严格 Ｆ⁃伪凸减弱

为 Ｆ⁃ 伪凸， 并且 τ ∈ Λ ＋ ＋， 则 ｘ－ 也是（ＳＩＭＯＰ）的有效解．
３） 如果将 １）中所有“严格”去掉， 则 ｘ－ 是（ＳＩＭＯＰ）的弱有效解．
证明　 １） 反证法．
假设 ｘ－ 不是（ＳＩＭＯＰ）的有效解， 则存在 ｘ ∈ Ｓ 使得 ｆ（ｘ） ≤ ｆ（ｘ－）， 即

　 　 ｆｉ（ｘ） ≤ ｆｉ（ｘ
－），　 　 ∀ｉ ∈ Ｍ， ∃ｉ０ ∈ Ｍ， ｆｉ０（ｘ） ＜ ｆｉ０（ｘ

－） ． （８）
显然， ｘ ≠ ｘ－ ．

􀃠 根据式（３）， 存在 ξ ｉ ∈ ∂ｃ ｆｉ（ｘ
－）（ ｉ ∈ Ｍ） 及 η ｔ ∈ ∂ｃｇｔ（ｘ

－）（ ｔ ∈ Ｔ（λ）） 使得∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ξ ｉ

＋ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔη ｔ ＝ ０．进而

　 　 Ｆｘ， ｘ－ (∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ξ ｉ ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔη ｔ ) ＝ Ｆｘ， ｘ－（０） ＝ ０． （９）

结合 ｘ 的可行性和 λ ｔ 的非负性， 由式（２） 得 λ ｔ ｇｔ（ｘ） ≤０ ＝ λ ｔ ｇｔ（ｘ
－）， ∀ｔ∈ Ｔ（λ） ．注意到 ｔ∈

Ｔ（λ）， 则 ｔ ∈ Ｔ 且 λ ｔ ＞ ０．因此，ｇｔ（ｘ） ≤ ｇｔ（ｘ
－），∀ｔ ∈ Ｔ（λ） ．因为 ｇｔ， ｔ ∈ Ｔ（λ） 在 ｘ－ 处是 Ｆ⁃

拟凸， 则 Ｆｘ， ｘ－（η ｔ） ≤ ０，∀η ｔ ∈ ∂ｃｇｔ（ｘ
－）（ ｔ ∈ Ｔ（λ）） ．再由 λ ｔ 的非负性得

　 　 ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔＦｘ， ｘ－（η ｔ） ≤ ０，　 　 ∀η ｔ ∈ ∂ｃｇｔ（ｘ
－）（ ｔ ∈ Ｔ（λ）） ． （１０）

另一方面， 因为 ｆｉ， ｉ ∈ Ｍ 在 ｘ－ 处是严格 Ｆ⁃ 伪凸， 由式（８）得
　 　 Ｆｘ， ｘ－（ξ ｉ） ＜ ０，　 　 ∀ξ ｉ ∈ ∂ｃ ｆｉ（ｘ

－）（ ｉ ∈ Ｍ） ． （１１）
用 τ ∈ Λ ＋ 乘以式（１１）得

　 　 ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉＦｘ， ｘ－（ξ ｉ） ＜ ０，　 　 ∀ξ ｉ ∈ ∂ｃ ｆｉ（ｘ
－）（ ｉ ∈ Ｍ） ． （１２）

所以， 由 Ｆ 的次线性性以及式（１０）和（１２）得

　 　 Ｆｘ， ｘ－ (∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉξ ｉ ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔη ｔ ) ≤ ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉＦｘ， ｘ－（ξ ｉ） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔＦｘ， ｘ－（η ｔ） ＜ ０，
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　 　 ∀ξ ｉ ∈ ∂ｃ ｆｉ（ｘ
－）（ ｉ ∈ Ｍ）， ∀η ｔ ∈ ∂ｃｇｔ（ｘ

－）（ ｔ ∈ Ｔ（λ）），
此与式（９）相矛盾．

􀃡 令 φ ＝ ∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ｆｉ ．根据式（４）， 存在 ξ ∈ ∂ｃφ（ｘ－） 和 η ｔ ∈ ∂ｃｇｔ（ｘ

－）（ ｔ ∈ Ｔ（λ）） 使得 ξ

＋ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔη ｔ ＝ ０．进而

　 　 Ｆｘ， ｘ－ (ξ ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔη ｔ ) ＝ Ｆｘ， ｘ－（０） ＝ ０． （１３）

由于此时加在约束函数上的凸性条件与陈述􀃠一样， 故同样可以得到􀃠中的式（１０）．用 τ ∈
Λ ＋ 乘以式（８）得

　 　 φ（ｘ） ＝ ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ｆｉ（ｘ） ≤ ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ｆｉ（ｘ
－） ＝ φ（ｘ－） ． （１４）

因为 φ ＝ ∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ｆｉ 在 ｘ－ 处是严格 Ｆ⁃ 伪凸， 则

　 　 Ｆｘ， ｘ－（ξ） ＜ ０，　 　 ∀ξ ∈ ∂ｃφ（ｘ－） ． （１５）
于是， 由 Ｆ 的次线性性以及式（１０）和（１５）得

　 　 Ｆｘ， ｘ－ (ξ ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔη ｔ ) ≤ Ｆｘ， ｘ－（ξ） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔＦｘ， ｘ－（η ｔ） ＜ ０，

∀ξ ∈ ∂ｃφ（ｘ－）， ∀η ｔ ∈ ∂ｃｇｔ（ｘ
－）（ ｔ ∈ Ｔ（λ）），

此与式（１３）相矛盾．

􀃢 令 ψ ＝ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔｇｔ ．根据式（５）， 存在 ξ ｉ ∈ ∂ｃ ｆｉ（ｘ

－）（ ｉ ∈ Ｍ） 及 η ∈ ∂ｃψ（ｘ－） 使得

　 　 ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ξ ｉ ＋ η ＝ ０．

进而

　 　 Ｆｘ， ｘ－ (∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ξ ｉ ＋ η ) ＝ Ｆｘ， ｘ－（０） ＝ ０． （１６）

基于 ｘ 的可行性与 λ ｔ 的非负性， 由式（２）可得

　 　 ψ（ｘ） ＝ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ（ｘ） ≤ ０ ＝ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ（ｘ
－） ＝ ψ（ｘ－） ． （１７）

因为 ψ ＝ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔｇｔ 在 ｘ－ 处是 Ｆ⁃ 拟凸， 则

　 　 Ｆｘ， ｘ－（η） ≤ ０，　 　 ∀η ∈ ∂ｃψ（ｘ－） ． （１８）
由于此时加在目标函数上的凸性条件与陈述􀃠一样， 故同样可以得到􀃠中的式（１２）．所以，
由 Ｆ 的次线性性以及式（１２）和（１８）可得

　 　 Ｆｘ， ｘ－ (∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ξ ｉ ＋ η ) ≤ ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉＦｘ， ｘ－（ξ ｉ） ＋ Ｆｘ， ｘ－（η） ＜ ０，

　 　 ∀ξ ｉ ∈ ∂ｃ ｆｉ（ｘ
－）（ ｉ ∈ Ｍ），∀η ∈ ∂ｃψ（ｘ－），

此与式（１６）相矛盾．

􀃣 令 φ ＝∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ｆｉ 及 ψ ＝∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ ．根据式（６）， 存在 ξ ∈ ∂ｃφ（ｘ－） 及 η ∈ ∂ｃψ（ｘ－）

使得 ０ ＝ ξ ＋ η ．进而

　 　 Ｆｘ， ｘ－（ξ ＋ η） ＝ Ｆｘ， ｘ－（０） ＝ ０． （１９）
由于此时加在目标函数上的凸性条件与陈述􀃡一样， 加在约束函数上的凸性条件与陈述􀃢一

样， 因此重复􀃡中式（１４）到（１５）以及􀃢中式（１７）到（１８）的推导过程， 也会得到

　 　 Ｆｘ， ｘ－（ξ） ＜ ０，　 　 ∀ξ ∈ ∂ｃφ（ｘ－）；　 Ｆｘ， ｘ－（η） ≤ ０，　 　 ∀η ∈ ∂ｃψ（ｘ－） ． （２０）
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因此， 由 Ｆ 的次线性性以及式（２０）可得

　 　 Ｆｘ， ｘ－（ξ ＋ η） ≤ Ｆｘ， ｘ－（ξ） ＋ Ｆｘ， ｘ－（η） ＜ ０，　 　 ∀ξ ∈ ∂ｃφ（ｘ－）， ∀η ∈ ∂ｃψ（ｘ－），
此与式（１９）相矛盾．

􀃤 令 Φ ＝ ∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ， 则式（７）蕴含

　 　 ０ ∈ ∂ｃΦ（ｘ－） ． （２１）
由􀃡中的式（１４）和􀃢中的式（１７）得

　 　 Φ（ｘ） ＝ ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ｆｉ（ｘ） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ（ｘ） ≤ ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ｆｉ（ｘ
－） ＋ ∑

ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔｇｔ（ｘ

－） ＝ Φ（ｘ－） ．

因为 Φ ＝ ∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ 在 ｘ－ 处是严格 Ｆ⁃ 伪凸， 则

　 　 Ｆｘ， ｘ－（ζ） ＜ ０，　 　 ∀ζ ∈ ∂ｃΦ（ｘ－） ． （２２）
基于式（２１）和（２２），得 ０ ＝ Ｆｘ， ｘ－（０） ＜ ０， 这不可能．

综上， 在 １）的条件下可得 ｘ－ 是（ＳＩＭＯＰ）的有效解．
２） 既然此时加在约束函数上的条件与 １）一样， 所以主要处理目标函数部分．又由于陈述

􀃠和􀃢（分别地， 陈述􀃡和􀃣）加在目标函数上的条件相同， 故只需证明􀃠， 􀃡和􀃤即可．
􀃠 参考 １）中􀃠的证明， 为了导出矛盾只需得到式（１２）．因为 ｆｉ， ｉ∈Ｍ在 ｘ－ 处是 Ｆ⁃凸， 故

　 　 ｆｉ（ｘ） － ｆｉ（ｘ
－） ≥ Ｆｘ， ｘ－（ξ ｉ），　 　 ∀ξ ｉ ∈ ∂ｃ ｆｉ（ｘ

－）（ ｉ ∈ Ｍ） ． （２３）
由式（８）和（２３）得

　 　 Ｆｘ， ｘ－（ξ ｉ） ≤ ０，　 　 ∀ξ ｉ ∈ ∂ｃ ｆｉ（ｘ
－）， ∀ｉ ∈ Ｍ； ∃ｉ０ ∈ Ｍ， Ｆｘ， ｘ－（ξ ｉ０） ＜ ０． （２４）

用 τ ∈ Λ ＋ ＋ 乘以式（２４） 可得∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉＦｘ， ｘ－（ξ ｉ） ＜ ０，∀ξ ｉ ∈ ∂ｃ ｆｉ（ｘ

－）（ ｉ ∈ Ｍ）， 即得式（１２）．

余下部分略．
􀃡 参考 １）中􀃡的证明， 为了导出矛盾只需得到式（１５）．用 τ ∈ Λ ＋ ＋ 乘以式（８）得

　 　 φ（ｘ） ＝ ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ｆｉ（ｘ） ＜ ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ｆｉ（ｘ
－） ＝ φ（ｘ－） ． （２５）

由于 φ ＝ ∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ｆｉ 在 ｘ－ 处是 Ｆ⁃ 伪凸， 则 Ｆｘ， ｘ－（ξ） ＜ ０，∀ξ ∈ ∂ｃφ（ｘ－）， 即得式（１５）．

余下部分略．
􀃤 参考 １）中􀃤的证明， 为了导出矛盾只需得到式（２２）．由 ｘ的可行性及 λ ｔ 的非负性， 由

式（２）得

　 　 ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ（ｘ） ≤ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ（ｘ
－） ． （２６）

因此， 由式（２５）和（２６）可得

　 　 Φ（ｘ） ＝ ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ｆｉ（ｘ） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ（ｘ） ＜ ∑
ｉ∈Ｍ

τ ｉ ｆｉ（ｘ
－） ＋ ∑

ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔｇｔ（ｘ

－） ＝ Φ（ｘ－） ．

因为 Φ ＝ ∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ 在 ｘ－ 处 Ｆ⁃伪凸， 则 Ｆｘ， ｘ－（ζ） ＜ ０，∀ζ ∈ ∂ｃΦ（ｘ－）， 即得式

（２２）．
余下部分略．
综上， 在 ２）的条件下可得 ｘ－ 是（ＳＩＭＯＰ）的有效解．
３） 与 ２）类似， 主要处理目标函数部分并且只需证明􀃠， 􀃡和􀃤．相反地， 假设 ｘ－ 不是（ＳＩ⁃

ＭＯＰ）的弱有效解， 则存在 ｘ ∈ Ｓ 使得

　 　 ｆｉ（ｘ） ＜ ｆｉ（ｘ
－），　 　 ∀ｉ ∈ Ｍ ． （２７）

􀃠 参照 １）中􀃠的证明， 为了导出矛盾只需得到式（１１）．因为 ｆｉ， ｉ∈Ｍ在 ｘ－ 处是 Ｆ⁃伪凸，
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由式（２７） 得 Ｆｘ， ｘ－（ξ ｉ） ＜ ０，∀ξ ｉ ∈ ∂ｃ ｆｉ（ｘ
－）（ ｉ ∈ Ｍ）， 即得式（１１）．

余下部分略．
􀃡 ／ 􀃤 参照 ２）中􀃡／􀃤的证明， 为了导出矛盾只需得到式（２５）．用 τ ∈ Λ ＋ 乘以式（２７） 得

∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ｆｉ（ｘ） ＜ ∑ ｉ∈Ｍ

τ ｉ ｆｉ（ｘ
－）， 即得式（２５）．

余下部分略．
综上， 在 ３）的条件下可得 ｘ－ 是（ＳＩＭＯＰ）的弱有效解．证毕．

注 １　 一般来说， 在讨论最优性条件时（例如文献［８⁃１０，１２⁃１３］）通常选用式（３）（又称为对偶可行性条

件）作为 ＫＫＴ 条件的一部分．然而， 本文却在定理 １ 中采用不同形式的对偶可行性条件．一方面， 既然 Ｆ⁃伪凸

（Ｆ⁃ 拟凸）的非负线性组合不必是 Ｆ⁃伪凸（Ｆ⁃ 拟凸）， 反过来同样也不成立， 因此定理 １ 的陈述􀃠～􀃤中的凸

性不可比较， 也没有必然联系．从而， 为了完成证明， 陈述􀃠～􀃤中不同的凸性条件就需要设置不同的对偶可

行性条件．另一方面， 由于引理 １ 中 Ｃｌａｒｋｅ 次微分和法则的反向包含关系一般不成立， 所以式（３） ～ （７）之间

是有差别的．一般而言， 它们并不能相互替代， 当然式（７）是里面最强的一个．总之， 定理 １ 的 ５ 个陈述彼此不

同且相互独立．本文余下部分， 如果再遇到类似情况， 将不再解释．

推论 １　 设 ｘ－ ∈ Ｓ 是（ＳＩＭＯＰ）的一个可行解．
１） 如果存在 τ ∈ Λ ＋ 及 λ ∈ Ｒ（Ｔ）

＋ 使得式（２） 和（７） 成立， 且使得下列陈述之一成立， 则

ｘ－ 是（ＳＩＭＯＰ）的有效解．
􀃠 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处 ｆｉ， ｉ ∈ Ｍ 是严格 Ｆ⁃ 凸且 ｇｔ， ｔ ∈ Ｔ（λ） 是 Ｆ⁃ 凸．

􀃡 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ｆｉ 是严格 Ｆ⁃ 凸且 ｇｔ， ｔ ∈ Ｔ（λ） 是 Ｆ⁃ 凸．

􀃢 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处 ｆｉ， ｉ ∈ Ｍ 是严格 Ｆ⁃ 凸且∑ ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔｇｔ 是 Ｆ⁃ 凸．

􀃣 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ｆｉ 是严格 Ｆ⁃ 凸且∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ 是 Ｆ⁃ 凸．

􀃤 ∑ ｉ∈Ｍ
τ ｉ ｆｉ ＋ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处是严格 Ｆ⁃ 凸的．

２） 若将 １）中所有“严格”去掉， 则 ｘ－ 是（ＳＩＭＯＰ）的弱有效解．进一步地， 若 τ ∈Λ ＋ ＋， 则 ｘ－

是（ＳＩＭＯＰ）的有效解．

注 ２　 实际上， 基于 Ｆ⁃ 凸的特殊性， 推论 １ 中 ５ 个陈述的凸性有着蕴含关系（用项目符号来简单代替凸

性条件）： 􀃠⇒􀃡和􀃢，􀃡⇒􀃣⇒􀃤，􀃢⇒􀃣⇒􀃤．因此， 只需证明推论 １ 的􀃤即可．然而， （严格） Ｆ⁃ 凸性蕴含

（严格） Ｆ⁃ 伪凸性， 所以这个推论可以直接由定理 １ 得到．

３　 （ＳＰ） ｊ，ｘ－ 的最优性充分条件

如果在 ｘ－ 处定理 １ 中 １）或 ２）的假设条件成立， 那么 ｘ－ 就是（ＳＩＭＯＰ）的有效解．因此， 根

据引理 ２ 可得， 对每一个 ｊ ∈ Ｍ， ｘ－ 是（ＳＰ） ｊ，ｘ－ 的最优解．也就是说定理 １ 中 １） 或 ２） 的假设条

件是“对每一个 ｊ ∈ Ｍ， ｘ－ 是（ＳＰ） ｊ，ｘ－ 的最优解” 的一个充分条件．然而， 如果只想得到“对某一

个给定的 ｊ∈Ｍ， ｘ－ 是（ＳＰ） ｊ，ｘ－ 的最优解” 的话， 定理 １中 １） 或 ２） 的假设条件就强了一点．这样

一来， 就需要改变 ｘ－ 处的条件设置．参照定理 １ 的证明， 对一个给定的 ｊ ∈ Ｍ， 给出“ｘ－ 是

（ＳＰ） ｊ，ｘ－ 的最优解” 的另一个充分条件， 见下．本节均假定 Ｆ： Ｒｎ × Ｒｎ × Ｒｎ → Ｒ 是一个给定的

关于第三个变量的次线性函数．
定理 ２　 给定 ｊ ∈ Ｍ， ｘ－ ∈ Ｓ， 假设 ｆ ｊ 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处 Ｆ⁃ 伪凸．如果存在 τ ｋ ≥ ０，ｋ ∈ Ｍ ＼ { ｊ }

以及 λ ∈ Ｒ（Ｔ）
＋ 使得

　 　 λ ｔ ｇｔ（ｘ
－） ＝ ０，　 　 ∀ｔ ∈ Ｔ（λ） ． （２８）
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并且使得下列陈述之一成立：
􀃠 ｆｋ， ｋ ∈ Ｍ ＼ { ｊ } 和 ｇｔ， ｔ ∈ Ｔ（λ） 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处是 Ｆ⁃ 拟凸．并且

　 　 ０ ∈ ∂ｃ ｆ ｊ（ｘ
－） ＋ ∑

ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｋ ∂ｃ ｆｋ（ｘ

－） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔ ∂ｃｇｔ（ｘ
－） ． （２９）

􀃡 ∑ ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｋ ｆｋ 和 ｇｔ， ｔ ∈ Ｔ（λ） 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处是 Ｆ⁃ 拟凸．并且

　 　 ０ ∈ ∂ｃ ｆ ｊ（ｘ
－） ＋ ∂ｃ ( ∑

ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｋ ｆｋ )（ｘ－） ＋ ∑

ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔ ∂ｃｇｔ（ｘ

－） ． （３０）

􀃢 ｆｋ， ｋ ∈ Ｍ ＼ { ｊ } 和∑ ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔｇｔ 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处是 Ｆ⁃ 拟凸．并且

　 　 ０ ∈ ∂ｃ ｆ ｊ（ｘ
－） ＋ ∑

ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｋ∂ｃ ｆｋ（ｘ

－） ＋ ∂ｃ ( ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ )（ｘ－） ． （３１）

􀃣 ∑ ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｋ ｆｋ 和∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处是 Ｆ⁃ 拟凸．并且

　 　 ０ ∈ ∂ｃ ｆ ｊ（ｘ
－） ＋ ∂ｃ ( ∑

ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｋ ｆｋ )（ｘ－） ＋ ∂ｃ ( ∑

ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔｇｔ )（ｘ－） ． （３２）

􀃤 ∑ ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｋ ｆｋ ＋ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ 在 Ｓ 上的 ｘ－ 处是 Ｆ⁃ 拟凸．并且

　 　 ０ ∈ ∂ｃ ｆ ｊ（ｘ
－） ＋ ∂ｃ ( ∑

ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｋ ｆｋ ＋ ∑

ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔｇｔ )（ｘ－） ． （３３）

则 ｘ－ 是（ＳＰ） ｊ，ｘ－ 的最优解．
证明　 设 ｘ 是（ＳＰ） ｊ，ｘ－ 的任意一个可行解， 则有

　 　 ｘ ∈ Ｓ， ｆｋ（ｘ） ≤ ｆｋ（ｘ
－），　 　 ｋ ∈ Ｍ ＼ { ｊ } ． （３４）

􀃠 根据式（２９）， 存在 ξ ｊ ∈ ∂ｃ ｆ ｊ（ｘ
－）， ξ ｋ ∈ ∂ｃ ｆｋ（ｘ

－）（ｋ ∈ Ｍ ＼ { ｊ } ） 及 η ｔ ∈ ∂ｃｇｔ（ｘ
－）（ ｔ ∈

Ｔ（λ）） 使得 ０ ＝ ξ ｊ ＋ ∑ ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｋ ξ ｋ ＋ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔη ｔ ．进而， 由 Ｆ 的次线性性可得

　 　 ０ ＝ Ｆｘ， ｘ－ (ξ ｊ ＋ ∑
ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}

τ ｋ ξ ｋ ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔη ｔ ) ≤

　 　 　 　 Ｆｘ， ｘ－（ξ ｊ） ＋ ∑
ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}

τ ｋ Ｆｘ， ｘ－（ξ ｋ） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔＦｘ， ｘ－（η ｔ） ． （３５）

因为 ｆｋ，ｋ ∈ Ｍ ＼ { ｊ } 在 ｘ－ 处 Ｆ⁃ 拟凸，由式（３４） 得 Ｆｘ，ｘ－（ξ ｋ） ≤ ０，∀ξ ｋ ∈ ∂ｃ ｆｋ（ｘ
－）（ｋ ∈ Ｍ ＼ { ｊ } ） ．

进而由 τ ｋ ≥ ０（ｋ ∈ Ｍ ＼ { ｊ } ） 得

　 　 ∑
ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}

τ ｋＦｘ， ｘ－（ξ ｋ） ≤ ０，　 　 ∀ξ ｋ ∈ ∂ｃ ｆｋ（ｘ
－）（ｋ ∈ Ｍ ＼ { ｊ } ） ． （３６）

由于 ｘ ∈ Ｓ 及 λ ｔ ≥０（ ｔ ∈ Ｔ）， 由式（２８） 得 λ ｔ ｇｔ（ｘ） ≤ ０ ＝ λ ｔ ｇｔ（ｘ
－），∀ｔ ∈ Ｔ（λ） ．注意到 ｔ ∈

Ｔ（λ）， 则 ｔ ∈ Ｔ 且 λ ｔ ＞ ０．因此，ｇｔ（ｘ） ≤ ｇｔ（ｘ
－），∀ｔ ∈ Ｔ（λ） ．因为 ｇｔ， ｔ ∈ Ｔ（λ） 在 ｘ－ 处是 Ｆ⁃

拟凸， 则 Ｆｘ， ｘ－（η ｔ） ≤ ０，∀η ｔ ∈ ∂ｃｇｔ（ｘ
－）（ ｔ ∈ Ｔ（λ）） ．再由 λ ｔ 的非负性可得

　 　 ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔＦｘ， ｘ－（η ｔ） ≤ ０，　 　 ∀η ｔ ∈ ∂ｃｇｔ（ｘ
－）（ ｔ ∈ Ｔ（λ）） ． （３７）

结合式（３５）、（３６）和（３７）可得

　 　 Ｆｘ， ｘ－（ξ ｊ） ≥ ０，　 　 ξ ｊ ∈ ∂ｃ ｆ ｊ（ｘ
－） ． （３８）

因此， 基于 ｆ ｊ 的 Ｆ⁃ 伪凸性可得 ｆ ｊ（ｘ） ≥ ｆ ｊ（ｘ
－） ．注意到 ｘ 是（ＳＰ） ｊ，ｘ－ 的任意可行解， 所以 ｘ－ 是

（ＳＰ） ｊ，ｘ－ 的最优解．
参照􀃠的证明， 只需得到式（３８）即可．因而， 当证明􀃡～􀃤时， 将略去􀃠中式（３８）之后的
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证明内容．

􀃡 令 φ ＝ ∑ ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｋ ｆｋ ． 根据式（３０）， 存在 ξ ｊ ∈ ∂ｃ ｆ ｊ（ｘ

－）， ξ ∈ ∂ｃφ（ｘ－） 以及 η ｔ ∈

∂ｃｇｔ（ｘ
－）（ ｔ ∈ Ｔ（λ）） 使得 ０ ＝ ξ ｊ ＋ ξ ＋ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔη ｔ ．进而， 由 Ｆ 的次线性性可得

　 　 ０ ＝ Ｆｘ， ｘ－ (ξ ｊ ＋ ξ ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔη ｔ ) ≤ Ｆｘ， ｘ－（ξ ｊ） ＋ Ｆｘ， ｘ－（ξ） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔＦｘ， ｘ－（η ｔ） ． （３９）

由式（３４）和 τ ｋ ≥ ０，ｋ ∈ Ｍ ＼ { ｊ } 可得

　 　 φ（ｘ） ＝ ∑
ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}

τ ｋ ｆｋ（ｘ） ≤ ∑
ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}

τ ｋ ｆｋ（ｘ
－） ＝ φ（ｘ－） ． （４０）

因为 φ ＝ ∑ ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｋ ｆｋ 在 ｘ－ 处是 Ｆ⁃ 拟凸， 则

　 　 Ｆｘ， ｘ－（ξ） ≤ ０，　 　 ∀ξ ∈ ∂ｃφ（ｘ－） ． （４１）
由于此时加在约束函数上的凸性条件与陈述􀃠一样， 故同样可得到􀃠中的式（３７）．结合式

（３７）、（３９）和（４１）可得 Ｆｘ， ｘ－（ξ ｊ） ≥ ０，ξ ｊ ∈ ∂ｃ ｆ ｊ（ｘ
－）， 即得式（３８）．

􀃢 令 ψ ＝∑ ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔｇｔ ．根据式（３１）， 存在 ξ ｊ ∈∂ｃ ｆ ｊ（ｘ

－）， ξ ｋ ∈∂ｃ ｆｋ（ｘ
－）（ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ } ） 以及

η ∈ ∂ｃψ（ｘ－） 使得 ０ ＝ ξ ｊ ＋ ∑ ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｋ ξ ｋ ＋ η ．进而， 由 Ｆ 的次线性性可得

　 　 ０ ＝ Ｆｘ， ｘ－ (ξ ｊ ＋ ∑
ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}

τ ｋ ξ ｋ ＋ η ) ≤

　 　 　 　 Ｆｘ， ｘ－（ξ ｊ） ＋ ∑
ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}

τ ｋ Ｆｘ， ｘ－（ξ ｋ） ＋ Ｆｘ， ｘ－（η） ． （４２）

由于此时加在目标函数 ｆｋ， ｋ ∈ Ｍ ＼ { ｊ } 上的凸性条件与陈述􀃠一样， 故同样可以得到􀃠中的

式（３６）．另一方面， 由于 ｘ∈Ｓ 及 λ ｔ≥０（ ｔ∈Ｔ）， 由式（２８）得

　 　 ψ（ｘ） ＝ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ（ｘ） ≤ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ（ｘ
－） ＝ ψ（ｘ－） ． （４３）

因为 ψ ＝ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔｇｔ 在 ｘ－ 处是 Ｆ⁃ 拟凸， 则

　 　 Ｆｘ， ｘ－（ η） ≤ ０，　 　 ∀η ∈ ∂ｃψ（ｘ－） ． （４４）
结合式（３６）、（４２）和（４４）可得 Ｆｘ， ｘ－（ξ ｊ） ≥ ０，ξ ｊ ∈ ∂ｃ ｆ ｊ（ｘ

－）， 即得式（３８） ．

􀃣 令 φ ＝ ∑ ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｉ ｆｉ 以及 ψ ＝ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ ．根据式（３２）， 存在 ξ ｊ ∈ ∂ｃ ｆ ｊ（ｘ
－）， ξ ∈

∂ｃφ（ｘ－） 及 η ∈ ∂ｃψ（ｘ－） 使得 ０ ＝ ξ ｊ ＋ ξ ＋ η ．进而， 由 Ｆ 的次线性性可得

　 　 ０ ＝ Ｆｘ， ｘ－（ξ ｊ ＋ ξ ＋ η） ≤ Ｆｘ， ｘ－（ξ ｊ） ＋ Ｆｘ， ｘ－（ξ） ＋ Ｆｘ， ｘ－（η） ． （４５）
此时加在目标函数 ｆｋ， ｋ ∈ Ｍ ＼ { ｊ } 上的凸性条件与陈述􀃡一样， 加在约束函数上的凸性条件

与陈述􀃢一样， 因此重复􀃡中式（４０）、（４１）以及􀃢中式（４３）、（４４）的推导过程， 也会得到

　 　 Ｆｘ， ｘ－（ξ） ≤ ０，　 　 ∀ξ ∈ ∂ｃφ（ｘ－）；　 Ｆｘ， ｘ－（η） ≤ ０，　 　 ∀η ∈ ∂ｃψ（ｘ－） ． （４６）
由式（４５）和（４６）可得 Ｆｘ， ｘ－（ξ ｊ） ≥ ０， ξ ｊ ∈ ∂ｃ ｆ ｊ（ｘ

－）， 即得式（３８） ．

􀃤 令 Φ ＝∑ ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｋ ｆｋ ＋∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ ．根据式（３３）， 存在 ξ ｊ ∈∂ｃ ｆ ｊ（ｘ
－） 及 ζ ∈∂ｃΦ（ｘ－）

使得 ０ ＝ ξ ｊ ＋ ζ ．进而， 由 Ｆ 的次线性性可得

　 　 ０ ＝ Ｆｘ， ｘ－（ξ ｊ ＋ ζ） ≤ Ｆｘ， ｘ－（ξ ｊ） ＋ Ｆｘ， ｘ－（ζ） ． （４７）
由􀃡中的式（４０）及􀃢中的式（４３）得

　 　 Φ（ｘ） ＝ ∑
ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}

τ ｋ ｆｋ（ｘ） ＋ ∑
ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ（ｘ） ≤ ∑
ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}

τ ｋ ｆｋ（ｘ
－） ＋ ∑

ｔ∈Ｔ（λ）
λ ｔｇｔ（ｘ

－） ＝ Φ（ｘ－） ．
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因为 Φ ＝ ∑ ｋ∈Ｍ ＼ { ｊ}
τ ｋ ｆｋ ＋ ∑ ｔ∈Ｔ（λ）

λ ｔｇｔ 在 ｘ－ 处是 Ｆ⁃ 拟凸， 则

　 　 Ｆｘ， ｘ－（ζ） ≤ ０，　 　 ∀ζ ∈ ∂ｃΦ（ｘ－） ． （４８）
由式（４７）和（４８）得 Ｆｘ， ｘ－（ξ ｊ） ≥ ０， ξ ｊ ∈ ∂ｃ ｆ ｊ（ｘ

－）， 即得式（３８） ．综上可得， ｘ－ 是（ＳＰ） ｊ，ｘ－ 的最优解．
证毕．

４　 结　 　 语

本文通过在目标函数和约束函数的某种组合上赋予 Ｃｌａｒｋｅ Ｆ⁃凸性假设， 获得了一个非光

滑半无限多目标优化问题的最优性充分条件．接下来利用类似的手法， 获得了与这个半无限

多目标优化问题相对应的标量问题的最优性充分条件．此外， 本文的所有定理和推论在 Ｃｌａｒｋｅ
不变凸、Ｃｌａｒｋｅ 不变伪凸和 Ｃｌａｒｋｅ 不变拟凸（相应的， Ｃｌａｒｋｅ 凸、Ｃｌａｒｋｅ 伪凸和 Ｃｌａｒｋｅ 拟凸）相
对应情形下也成立．实际上，上面的所有定理和推论的证明与次线性函数 “Ｆ” 的选取无关．如
果在这些定理和推论的证明中将 “Ｆｙ，ｘ（·）” 用“〈·，η（ｙ，ｘ）〉” 代替（相应的， 用“〈·，ｙ － ｘ〉”
代替）， 那么相应的证明依然成立．从这个角度可以看出， 本文的一些结论推广了某些文献在

Ｃｌａｒｋｅ 不变凸性 ／ Ｃｌａｒｋｅ 凸性条件下的相关结果．

注 ３　 如果不考虑集合约束的话， 本文定理 １ 中 １）的􀃣对应的结论包含了文献［１４］中定理 ３．４ 的结论．
同时， 文献［１４］中定理 ３．２ 可以看作是本文定理 ２ 中􀃠的特例．而且， 本文的定理 ２ 还提供了比文献［１４］更
多的充分条件来确保 （ＳＰ） ｊ，ｘ－ 的最优性．本文推论 １ 中􀃠对应的结论包含了文献［１１］中定理 ６ 的结论．如果不

考虑集合约束和等式约束并且从普通多目标优化（ＭＯＰ）的角度来看的话， 本文定理 １ 中 ２）的􀃣对应的结论

包含了文献［１５］中定理 ４．８ 的结论．
注 ４　 如果将本文所有定理和推论中的 Ｔ（λ） 用 Ｉ（ｘ－） 代替，并将“互补条件”（２）即式（２８）去掉，相应的结

论同样成立．事实上，当 ｔ ∈ Ｉ（ｘ－） 时，ｇｔ（ｘ
－） ＝ ０．从而，对任意的可行解 ｘ， 有 ｇｔ（ｘ） ≤ ０ ＝ ｇｔ（ｘ

－），∀ｔ ∈ Ｉ（ｘ－） ．

而且， 基于 λ ｔ 的非负性， 又可以得到∑ ｔ∈Ｉ（ ｘ－）
λ ｔｇｔ（ｘ） ≤ ０ ＝ ∑ ｔ∈Ｉ（ ｘ－）

λ ｔ ｇｔ（ｘ
－） ．而这两个式子恰好是本文的

定理和推论的证明所需．
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