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摘要：　 现代航天器一般可以通过三正交反作用动量飞轮对其进行姿态机动控制并任意定位．研究

了当其中某一个动量飞轮失效而不能输出完整三轴控制力矩时的欠驱动航天器姿态优化控制问

题．在系统动量矩等于零时，其姿态控制问题可以转化为无漂移系统的非完整运动规划问题．采用

Ｇａｕｓｓ 伪谱法（ＧＰＭ）将带有两个反作用动量飞轮的航天器姿态非完整运动规划问题转换为非线性

规划问题（ＮＬＰ），再通过 ＳＱＰ（ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）算法求解．通过数值仿真、优化控制

能达到设计的零边界控制要求，方便伺服电机对动量飞轮的控制；规划得到的姿态曲线与数值积

分得到的曲线几乎完全重叠；权衡最终的优化目标值、运行时间和精度三因素找到合适的插值配

点个数；结果表明了该方法对欠驱动航天器的姿态优化控制是有效的．
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引　 　 言

姿态控制分系统作为航天器的重要分系统之一，在近几年的研究中取得了巨大的进展．正
常情况下，安装有足够或冗余执行机构（如 ｎ 个飞轮 ／ 控制力矩陀螺，或者 ｎ 对喷气推力器（ｎ
≥ ３）） 的三轴稳定航天器姿态控制系统可以在滚转、俯仰和偏航三轴同时输出控制力矩，完
成其姿态控制和任意定位．但航天器系统的姿态控制任务繁多、系统结构复杂，容易导致 ３ 个

飞轮当中的某一个发生故障或者失效，从而不能输出完整的三轴控制力矩，此时的航天器系统

便成为了欠驱动航天器．在一些特殊情况下，也能对这类欠驱动航天器的姿态进行控制并定

位．早在 １９８４ 年，Ｃｒｏｕｃｈ［１］就研究了刚体航天器所安装的执行机构（喷气推力器或动量飞轮）
数目少于 ３ 个时的可控性问题，并设计了相应的控制算法，其研究表明，在系统的动量矩不等

于零时，欠驱动航天器并不可控．Ｋｒｉｓｈｎａｎ 等［２］ 和 Ｔｓｉｏｔｒａｓ 等［３］ 研究了带有 ２ 个动量飞轮的航

天器角速度方程的稳定性问题．基于微分几何方法，Ｋｒｉｓｈｎａｐｒａｓａｄ［４］ 提出了多体航天器姿态调

节的一般框架理论．Ｗａｌｓｈ 等［５］讨论了带 ２ 个转子的航天器的定位问题，并设计了姿态控制算
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法．Ｃｏｖｅｒｓｔｏｎｅ⁃Ｃａｒｒｏｌｌ 等［６］利用数值方法研究了带机器人航天器的优化控制问题．戈新生等［７⁃８］

利用 Ｒｉｔｚ 理论和粒子群算法，研究了带两个反作用飞轮的航天器和太阳帆板展开过程的姿态

控制问题．段柳成等［９］采用单项递推组集方法建立了空间漂浮航天器太阳翼展开与锁定过程

的动力学模型，并研究了其动力学控制问题．
对于求解最优控制问题，Ｇａｕｓｓ 伪谱法（又称正交配点法）是一种直接配点法，它通过一系

列数值近似变换将最优控制问题转化为求解非线性规划问题．其具有以较少节点来求解就能

获得较高的解精度、收敛精度和较快的收敛速度的优势［１０］ ．且通过 Ｇａｕｓｓ 伪谱法转换而得到的

非线性规划问题的 ＫＫＴ（Ｋａｒｕｓｈ⁃Ｋｕｈｎ⁃Ｔｕｃｋｅｒ）条件与原最优控制问题的一阶必要条件的离散

形式是一致的［１１］ ．雍恩米等［１２］采用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法求解了高超声速飞行器滑翔式再入的快速轨

迹优化问题．李适［１３］基于 Ｇａｕｓｓ 伪谱法探讨了自由漂浮空间机器人从初始姿态到达目标姿态

的最优轨迹．董雪仰等［１４］研究了自适应 Ｇａｕｓｓ 伪谱法求解太阳帆板展开过程中航天器姿态最

优控制的问题．易中贵等［１５］则将 Ｇａｕｓｓ 伪谱法和直接打靶法相结合研究了自由下落猫的姿态

优化控制问题．
而在针对欠驱动航天器姿态优化控制问题的研究上，伪谱法也得到了广泛的应用．如庄宇

飞等［１６］采用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 伪谱法研究了欠驱动航天器的时间最优轨迹规划问题．另外针对非轴对

称欠驱动航天器，Ｚｈｕａｎｇ（庄宇飞）等［１７］还提出了一种新的基于微分平滑特性的时间最优轨迹

规划算法，利用伪谱法离散系统的平滑输出函数，最终将优化问题转化为一个低维的，仅含有

代数约束的非线性规划问题，且无需积分求解系统的动态力学方程．而吴锦杰等［１８］ 则针对非

轴对称欠驱动航天器设计了六自由度相对运动的姿轨耦合控制器．他们考虑到姿轨耦合特性，
利用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法和非线性规划求解得到了相对轨道运动能量最优的轨迹，进而采用了滑模

变结构控制实现对该轨迹的跟踪．
本文针对仅能输出两个控制力矩的欠驱动航天器姿态非完整运动规划问题，采用了基于

Ｇａｕｓｓ 伪谱法的最优化控制思路，在一系列 Ｇａｕｓｓ 离散点上构造 Ｌａｇｒａｎｇｅ 全局插值多项式，同
时近似状态变量和控制变量．通过对插值近似的状态变量表达式求导来近似状态微分方程，由
Ｇａｕｓｓ 积分来求解目标函数当中的积分项，状态变量的末端值可通过对动力学微分方程在初

末端时间区间上积分获得．从而把一个非完整运动规划问题转换成了一个非线性规划问题，再
由 ＳＱＰ 求解得到 ２ 个动量飞轮的初末控制值均为零的输入规律，且使航天器载体姿态机动到

设计的期望姿态，并与数值积分解作比较，验证了姿态运动的合理性，最后给出其数值仿真．

１　 运 动 模 型

在系统不受外力矩作用时，可使用动量矩守恒原理来推导欠驱动航天器的动力学方程．
假设欠驱动航天器由载体 Ｂ０ 和两个正交反作用动量飞轮 Ｂ ｉ（ ｉ ＝ １，２） 构成（如图 １ 所示）．

系统的总质心 Ｏ 为原点，建立惯性坐标系 （ＯＸＹＺ）， 以航天器载体 Ｂ０ 和两个动量飞轮 Ｂ ｉ（ ｉ ＝
１，２） 的质心建立的主轴连体坐标系分别为 （Ｏｉｘｉｙｉｚｉ）（ ｉ ＝ ０，１，２） ．本文选取 １→２→３ 的旋转

顺序，使刚体航天器机动到期望的最终姿态，旋转矩阵为 Ｒ（α，β，γ）， 其中 α，β 和 γ 为 Ｃａｒｄａｎ
角［１９］ ．ｍｉ，Ｉｉ（ ｉ ＝ ０，１，２） 分别为航天器载体和 ２ 个正交反作用动量飞轮的质量及惯量张量．ρ ｉ（ ｉ
＝ ０，１，２） 为各连体坐标系的原点 Ｏｉ（ ｉ ＝ ０，１，２） 相对于系统总质心 Ｏ 的矢径，飞轮 Ｂ ｉ 的质心

Ｏ１ 和Ｏ２ 到航天器主刚体质心 Ｏ０ 的距离分别为 ｄ１ 和 ｄ２ ．于是飞轮 Ｂ ｉ（ ｉ ＝ １，２） 相对总质心的位

置可以写为
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ρ １ ＝ ρ ０ ＋ ｄ１ｂ１，
ρ ２ ＝ ρ ０ ＋ ｄ２ｂ２，

{ （１）

式中的 ｂ１ 和 ｂ２ 分别为飞轮 １ 和飞轮 ２ 旋转轴的单位基矢量，且均位于航天器的主轴平面内而

与欠驱动轴（图 １ 中 Ｚ 轴） 垂直．ｂ１ 和 ｂ２ 一般可写成

　 　
ｂ１ ＝ （ｂ１ｘ，ｂ１ｙ，０） Ｔ，

ｂ２ ＝ （ｂ２ｘ，ｂ２ｙ，０） Ｔ ．{ （２）

图 １　 带有两个动量飞轮的航天器

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ ｗｉｔｈ ２ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｗｈｅｅｌｓ

根据系统的总质心位置，可求出各矢径 ρ ｉ ＝ （ρ ｉｘ，ρ ｉｙ，０） Ｔ（ ｉ ＝ ０，１，２） ．由动量矩守恒原理，
航天器系统相对总质心 Ｏ 的动量矩映射到坐标系 （Ｏ０ｘ０ｙ０ｚ０） 上的表达式为

　 　 Ｒ（α，β，γ）Ｈ ＝ Ｊω ＋ ∑
２

ｉ ＝ １
Ｉ－　 ｉ（ω ＋ ｂｉθ ｉ），　 　 ｉ ＝ ０，１，２， （３）

　 　 Ｊ ＝ Ｉ０ ＋ ∑
２

ｉ ＝ ０
Ｉ－　 ｉ ＋ ∑

２

ｉ ＝ １
（Ｉｉ － Ｉ－　 ｉ）[ ] ，
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式中， Ｈ 为航天器系统的动量矩， ω 为航天器的绝对角速度矢量， θ ｉ（ ｉ ＝ １，２） 分别对应飞轮

Ｂ ｉ 绕转动轴 ｂｉ 的转角， ｊｉ（ ｉ ＝ １，２） 分别为动量飞轮 Ｂ ｉ 相对自身转轴的惯量矩，假设 Ｈ 等于 ０，
则式（３）可写为

　 　 ω ＝ － Ｊ ＋ ∑
２

ｉ ＝ １
Ｉ－　 ｉ( )

－１∑
２

ｉ ＝ １
Ｉ－　 ｉｂｉθ ｉ ． （４）

航天器绕系统总质心转动的角速度 ω 在载体坐标系 （Ｏ０ｘ０ｙ０ｚ０） 各轴上的投影 ω ｘ，ω ｙ，ω ｚ

可用 Ｃａｒｄａｎ 角及导数表示为［２０］

　 　 ω ＝ Ｌｑ， （５）
其中

　 　 Ｌ ＝
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将式（５）代入式（４）得到

　 　 ｑ ＝ － Ｌ －１ Ｊ ＋ ∑
２

ｉ ＝ １
Ｉ－　 ｉ( )

－１∑
２

ｉ ＝ １
Ｉ－　 ｉｂｉθ ｉ ． （６）

由系统动量矩守恒导出的动力学方程（６）并不可积．

２　 航天器姿态最优控制问题

不失一般性，本文以 Ｂｏｌｚａ 形式的最优控制问题来考虑．

　 　

ｍｉｎ　 Ｊ ＝ Φ（ｘ（ ｔ０），ｔ０，ｘ（ ｔｆ），ｔｆ） ＋ ∫ｔ ｆ
ｔ０
ｇ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ），ｔ）ｄｔ，

ｓ．ｔ．　 ｘ（ ｔ） ＝ ｆ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ），ｔ），
ϕ（ｘ（ ｔ０），ｔ０，ｘ（ ｔｆ），ｔｆ） ＝ ０，
Ｃ（ｘ（ ｔ），ｕ（ ｔ），ｔ） ≤ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

　 　 ｔ ∈ ［ ｔ０，ｔｆ］，

上述方程依次为： 性能指标函数、 状态约束方程、 边界约束方程和路径约束方程．其中 ｘ ∈ Ｒｎ

为状态变量， ｕ ∈ Ｒｍ 为控制变量， ｔ 为实际任意时间， ｔ０ 为实际初始时间， ｔｆ 为实际终端时间．
函数 Φ 和 ｇ 是标量， ｆ ∈ Ｒｎ 为 ｎ 维向量函数， ϕ∈ Ｒｑ 为 ｑ 维向量函数， Ｃ ∈ Ｒｃ 为 ｃ 维向量函

数．下面把带有两个正交反作用动量飞轮的航天器姿态非完整运动规划问题转换为最优控制

问题．
２．１　 目标函数

定义两个正交飞轮 Ｂ ｉ（ ｉ ＝ １，２） 绕其自身旋转轴转动的角速度 θ ｉ（ ｉ ＝ １，２） 为输入的控制

变量，并写作 ｕ ＝ （θ １，θ ２） Ｔ ．设此系统是可控的［１］，存在最优解 ｕ∗ ∈ Ｌ２（［０，Ｔ］），其中 Ｌ２（［０，
Ｔ］） 为可测向量函数 ｕ（ ｔ），ｔ ∈ ［０，Ｔ］ 构成的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间．由于需要航天器长期执行任务，节
约燃料可以延长其在轨道上的服务寿命，因此选择航天器的两个反作用动量飞轮转动所耗散

的能量作为最优控制目标，即

　 　 Ｊ（ｕ） ＝ １
２ ∫

Ｔ

０
〈ｕ，ｕ〉ｄｔ ． （７）

２．２　 状态约束方程

将航天器姿态角 ｑ ＝ （α，β，γ） Ｔ 取作状态变量，则系统的状态方程可表示为

　 　 ｑ ＝ Ｂ（ｑ）ｕ， （８）
其中状态矩阵

　 　 Ｂ（ｑ） ＝ － Ｌ －１ Ｊ ＋ ∑
２

ｉ ＝ １
Ｉ－　 ｉ( )

－１∑
２

ｉ ＝ １
Ｉ－　 ｉｂｉ ．

２．３　 边界约束方程

先给出航天器系统的初末姿态位形 ｑ０，ｑｆ ∈ Ｒ３（即状态边界约束），由目标函数寻找优化

控制输入 ｕ（ ｔ） ∈ Ｒ２，ｔ ∈ ［０，Ｔ］， 从而可确定系统（８）从 ｑ０ 到 ｑｆ 的姿态运动轨迹．
通常两个飞轮的速度是通过电机来控制的，所以其初末速度应均为零，以方便实现电机对

飞轮的控制，即 ｕ０ ＝ ｕｆ ＝ ０（即控制边界约束）．

３　 Ｇａｕｓｓ 伪谱方法

３．１　 基本原理

Ｇａｕｓｓ 伪谱方法是通过一系列变换，将连续最优控制问题离散为具有代数约束的参数优
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化问题，即非线性规划问题，主要通过以下步骤实现．
３．１．１　 时域变换

Ｇａｕｓｓ 伪谱法需要引入新的时间变量 τ ∈［ － １，１］，把姿态运动规划问题的时间区间 ［ ｔ０，
ｔｆ］ 转换为［－１，１］，定义时间变量 ｔ 为

　 　 ｔ ＝
ｔ０ ＋ ｔｆ

２
－
ｔ０ － ｔｆ

２
τ ． （９）

３．１．２　 状态变量与控制变量

取 Ｋ 个 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ⁃Ｇａｕｓｓ（ＬＧ）点以及 τ ０ ＝ － １ 作为 Ｇａｕｓｓ 伪谱法的节点，构造 Ｋ ＋ １ 个 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 插值多项式，并把它作为基函数构造状态变量的近似表达式，即式（１０）．其中 ＬＧ 点为 Ｋ
阶 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式 （ＰＫ（τ） ＝ （１ ／ （２ＫＫ！ ））（ｄＫ ／ ｄτＫ）［（τ ２ － １） Ｋ］，Ｋ ＝ １，２，…） 的根，且在区

间（－１，１）上的分布特点为两端稠密，中间稀疏，从而可以有效抑制 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值时两端容易

出现的 Ｒｕｎｇｅ 现象．

　 　 ｘ（τ） ≈ Ｘ（τ） ＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
Ｌｉ（τ）Ｘ（τ ｉ）， （１０）

式中 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值基函数

　 　 Ｌｉ（τ） ＝ ∏
Ｋ

ｊ ＝ ０， ｊ≠ｉ

τ － τ ｊ

τ ｉ － τ ｊ
，

且在节点处，近似状态等于实际状态，即 Ｘ（τ ｉ） ＝ ｘ（τ ｉ），ｉ ＝ ０，１，…，Ｋ ．
由于 Ｇａｕｓｓ 伪谱方法中没有用到控制变量的导数，所以相对于状态变量的近似，其近似要

简单得多．为了形式上的统一，Ｇａｕｓｓ 伪谱法仍以 ＬＧ 点作为节点（即仅选用配点作为节点），构
造 Ｋ 个 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式 Ｌｉ（τ）（ ｉ ＝ １，２，…，Ｋ）， 并把它作为基函数来近似控制变量，即

　 　 ｕ（τ） ≈ Ｕ（τ） ＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ １
Ｌｉ（τ）Ｕ（τ ｉ） ． （１１）

３．１．３　 终端状态约束的离散

由 Ｂｏｌｚａ 型最优控制问题可知状态方程约束包含末端节点，而式（１０）的时间区间为［－１，
１），因而状态变量的近似表达式中并未包含终端时刻节点 Ｘ（τ ｆ） ．对动力学微分方程在区间

［－１，１］上积分有

　 　 ｘ（τ ｆ） － ｘ（τ ０） ＝
ｔｆ － ｔ０

２ ∫１
－１
ｆ（ｘ（τ），ｕ（τ），τ）ｄτ ． （１２）

将其离散并用 Ｇａｕｓｓ 积分来近似可得

　 　 Ｘｆ ＝ Ｘ０ ＋
ｔｆ － ｔ０

２ ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
μ ｋ ｆ（Ｘｋ，Ｕｋ，τ ｋ；ｔ０，ｔｆ）， （１３）

其中 μ ｋ ＝ ∫１
－１
Ｌｋ（τ）ｄτ 为 Ｇａｕｓｓ 权重， τ ｋ 为 ＬＧ 点．

３．１．４　 动力学微分方程的转换

在伪谱法中，状态变量是通过全局正交插值多项式来近似的，因而其导数可通过对式

（１０）求导而得到，即

　 　 ｘ（τ ｋ） ≈ Ｘ（τ ｋ） ＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
Ｌｉ（τ）Ｘ（τ ｉ） ． （１４）

可用一个微分近似矩阵 Ｄ ∈ ＲＫ×（Ｋ＋１） 来确定式中 Ｌａｇｒａｎｇｅ 多项式的微分
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　 　 Ｄｋｉ ＝ Ｌｉ（τ ｋ） ＝ ∑
Ｋ

ｌ ＝ ０，ｌ≠ｉ

∏
Ｋ

ｊ ＝ ０， ｊ≠ｉ，ｌ
τ ｋ － τ ｊ

∏
Ｋ

ｊ ＝ ０， ｊ≠ｉ
τ ｉ － τ ｊ

， （１５）

其中 ｋ ＝ １，２，…，Ｋ；ｉ ＝ ０，１，…，Ｋ ．再代入动力学微分方程，便可以得到其离散表达式为

　 　 ∑
Ｋ

ｉ ＝ ０
ＤｋｉＸｉ －

ｔｆ － ｔ０
２

ｆ（Ｘｋ，Ｕｋ，τ ｋ；ｔ０，ｔｆ） ＝ ０， （１６）

其中 Ｘｋ ≡ Ｘ（τ ｋ） ∈ Ｒｎ，Ｕｋ ≡ Ｕ（τ ｋ） ∈ Ｒｍ（ｋ ＝ １，２，…，Ｋ）， 由此可知状态约束只在 ＬＧ 点处

（即配点）计算而不在边界点计算．
３．１．５　 目标函数

应用 Ｇａｕｓｓ 积分来计算最优控制问题中目标函数的积分项，可得离散形式的近似目标函

数为

　 　 Ｊ ＝ Φ（Ｘ０，ｔ０，Ｘｆ，ｔｆ） ＋
ｔｆ － ｔ０

２ ∑
Ｋ

ｋ ＝ １
μ ｋｇ（Ｘｋ，Ｕｋ，τ ｋ；ｔ０，ｔｆ） ． （１７）

连续最优控制问题通过上述数值近似变换便转化成了一个非线性规划问题， 它的解是连

续 Ｂｏｌｚａ 问题的近似解， 其状态设计变量为 Ｘｉ（ ｉ ＝ ０，１，…，Ｋ）， 控制设计变量为 Ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，
…，Ｋ） ．
３．２　 非线性规划问题

应用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法求解以上欠驱动航天器姿态运动规划最优控制问题．定义各个插值点

上的状态变量为 Ｘ１Ｋ，Ｘ２Ｋ，Ｘ３Ｋ ∈ ＲＫ＋１， 控制变量为 Ｕ１Ｋ，Ｕ２Ｋ ∈ ＲＫ ．首先由 Ｇａｕｓｓ 求积公式得到

近似的目标函数

　 　 Ｊ ＝
ｔｆ － ｔ０

２
·μ Ｔ·（Ｕ２

１Ｋ ＋ Ｕ２
２Ｋ）， （１８）

式中 μ ∈ ＲＫ 为 Ｇａｕｓｓ 权重．
再由微分近似矩阵 Ｄ ∈ ＲＫ×（Ｋ＋１） 可得状态方程的展开形式：

　 　

ＤＸ１Ｋ －
ｔｆ － ｔ０

２
·（Ｂ１１Ｕ１Ｋ ＋ Ｂ１２Ｕ２Ｋ） ＝ ０，

ＤＸ２Ｋ －
ｔｆ － ｔ０

２
·（Ｂ２１Ｕ１Ｋ ＋ Ｂ２２Ｕ２Ｋ） ＝ ０，

ＤＸ３Ｋ －
ｔｆ － ｔ０

２
·（Ｂ３１Ｕ１Ｋ ＋ Ｂ３２Ｕ２Ｋ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１９）

式中 Ｂｉｊ（ ｉ ＝ １，２，３； ｊ ＝ １，２） 为式（８）状态矩阵中的元素．
由于状态变量不包括末端节点，因此可通过 Ｇａｕｓｓ 求积公式得到末端约束条件

　 　

Ｘ１ｆ － Ｘ１０ ＝
ｔｆ － ｔ０

２
·μ Ｔ·（Ｂ１１Ｕ１Ｋ ＋ Ｂ１２Ｕ２Ｋ），

Ｘ２ｆ － Ｘ２０ ＝
ｔｆ － ｔ０

２
·μ Ｔ·（Ｂ２１Ｕ１Ｋ ＋ Ｂ２２Ｕ２Ｋ），

Ｘ３ｆ － Ｘ３０ ＝
ｔｆ － ｔ０

２
·μ Ｔ·（Ｂ３１Ｕ１Ｋ ＋ Ｂ３２Ｕ２Ｋ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（２０）

最后还需要设置状态变量和控制变量的初末值边界约束
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　 　 ｑ０ ＝ Ｘ０， ｑｆ ＝ Ｘｆ， ｕ０ ＝ Ｕ０， ｕｆ ＝ Ｕｆ， （２１）
式中 Ｘ０，Ｘｆ 分别为近似状态变量矩阵的第一列和最后一列；离散后的控制变量矩阵的第一列

和最后一列分别为 Ｕ０，Ｕｆ ．
３．３　 协态变量映射关系

通过计算离散化后的非线性规划问题可以得到原最优控制问题的近似解，但为了判断此

近似解是否也满足原最优控制问题的一阶必要条件，还需通过协态映射定理来证明．
早在 ２００５ 年，Ｂｅｎｓｏｎ 就提出了 Ｇａｕｓｓ 伪谱协态变量映射定理［１１］，证明了非线性规划问题

的 ＫＫＴ 条件完全等价于用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法离散连续 Ｂｏｌｚａ 型最优控制问题的一阶必要条件得到

的离散化形式，且最优控制问题一阶必要条件的协态变量与用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法离散后的非线性

规划问题的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的关系如下：

　 　

Λ０（ ｔ０） ＝ Λ０，

Λｋ ＝
ΛＴ

ｋ

ω ｋ
，　 　 ｋ ＝ １，２，…，Ｋ，

Λ（ ｔｆ） ＝ ΛＦ，

κ ｋ ＝
２

ｔｆ － ｔ０

κ ｋ

ω ｋ
，　 　 ｋ ＝ １，２，…，Ｋ，

ν ＝ ν，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（２２）

式中， Λｋ，κ ｋ，ν 分别对应用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法离散后的非线性规划问题中的状态变量、控制变量和

边界约束的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子，而Λｋ，κ ｋ，ν分别对应原最优控制问题中的状态变量、控制变量和边

界约束的协态变量．定理表明了用 Ｇａｕｓｓ 伪谱法求解得出的最优解的合理性．

４　 数 值 仿 真

设 ２ 个正交动量飞轮均位于航天器的两个主轴上，定义 ｂ１，ｂ２ 在主轴基矢量上的坐标分

别为 ｂ１ ＝ （１，０，０） Ｔ 和 ｂ２ ＝ （０，１，０） Ｔ ．设航天器系统的质量几何参数分别为［２］

　 　

ｄ１ ＝ ｄ２ ＝ ０．２ ｍ， ｊ１ ＝ ｊ２ ＝ ０．５ ｋｇ·ｍ２，
ｍ０ ＝ ５００ ｋｇ， ｍ１ ＝ ｍ２ ＝ ５ ｋｇ，

Ｉ０ ＝ ｄｉａｇ（８６．２１５，８５．０７，１１３．５６５） ｋｇ·ｍ２，

Ｉ１ ＝ ｄｉａｇ（０．５，０．２５，０．２５） ｋｇ·ｍ２，

Ｉ２ ＝ ｄｉａｇ（０．２５，０．５，０．２５） ｋｇ·ｍ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

边界条件设置如下：
　 　 Ｘ０ ＝ ［０ ０ ０］ Ｔ， Ｘｆ ＝ ［０ ０ π ／ ６］ Ｔ， Ｕ０ ＝ Ｕｆ ＝ ［０ ０］ Ｔ ．
末端姿态即为刚体航天器系统绕其欠驱动轴转动 π ／ ６ 之后的姿态．控制输入则从零值开

始并以零值结束．优化算法中的性能指标函数为飞轮消耗能量最小．选取 ４０ 个 Ｇａｕｓｓ 点，时间

Ｔ ＝ ５ ｓ，在 ＭＡＴＬＡＢ２０１５ｂ 环境下运行编写的程序，利用 ＳＱＰ 算法实现离散后的非线性规划问

题的计算．算法选取元素全为 １×（１×２１０）的向量作为运算初值，优化参数设置：算法 ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
选择 ＳＱＰ，大规模运算，允许进行函数评价的最大次数为１０４ 次，最大迭代次数为１０４ 次．在内存

为 ４．０ Ｇ，ＣＰＵ 频率为 ２．１ ＧＨｚ 的 Ｗｉｎｄｏｗｓ７ 操作系统的计算机上编程计算．仿真计算后，优化

的目标值为 ３．９７０ ３×１０４；ＣＰＵ 运行时间为 １ ５１６．８１３ ｓ；航天器载体从 ｑ０ 机动到 ｑｆ 的姿态角优
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化曲线如图 ２．图 ３ 为两个动量飞轮相对航天器主轴转动的最优控制输入规律．图 ２ 中的实线

是采用上述算法直接得到的欠驱动航天器的能量最优姿态机动轨迹，而虚线是将图 ３ 中的最

优控制输入代入欠驱动航天器系统模型（８），通过数值积分得到的系统实际状态，从图中可以

看出，两组曲线没有明显差异，几乎是完全重叠的．
图 ４ 为姿态误差曲线，其计算方式为：在每个 ＬＧ 点上通过数值积分求得的状态变量值减

去相应点上的由 Ｇａｕｓｓ 伪谱法求解得到的状态变量值．
为便于比较，采用相同的非线性规划初始值，将节点 ＬＧ 的个数从 Ｋ ＝ １０ 开始，每一次均

增加 １０ 个 ＬＧ 点，增加到 Ｋ ＝ ５０ 为止，比较由 Ｇｕａｓｓ 伪谱法所求得的优化目标函数值、优化过

程中 ＣＰＵ 运行所消耗的时间以及状态变量误差的变化情况，结果如表 １ 所示．其中状态变量

误差的定义为

　 　 ε ＝ ∫ｔ ｆ
ｔ０
（ｘ（ ｔ） － Ｘ（ ｔ）） Ｔ（ｘ（ ｔ） － Ｘ（ ｔ））ｄｔ ． （２３）

表 １　 性能指标、ＣＰＵ 运行时间及状态变量误差随节点 Ｋ 增加的变化情况

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｉｎｄｉｃｅｓ， ＣＰＵ ｒｕｎｎｉｎｇ ｔｉｍｅｓ ａｎｄ ｓｔａｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｎｏｔｅ Ｋ

ｎｏｄｅ Ｎ １０ ２０ ３０ ４０ ５０

ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ Ｅ ／ Ｊ ３．８１０Ｅ＋４ ３．９７１Ｅ＋４ ４．０２１Ｅ＋４ ３．９７０Ｅ＋４ ３．９５７Ｅ＋４

ｔｉｍｅ ｔ ／ ｓ １７．４６７ １５０．９６０ ７９１．７１６ １ ５１６．８１３ ３ ９３９．１４３

ｅｒｒｏｒ ε ０．０３４ ０．００２ ６．１９０Ｅ－４ １．０６８Ｅ－４ ４．６７７Ｅ－５

（ａ） α

（ｂ） β

（ｃ） γ
图 ２　 欠驱动刚体航天器的姿态运动优化轨迹

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｄｅｒａｃｔｕａｔｅｄ ｒｉｇｉｄ ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ
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（ａ） ｕ１

（ｂ） ｕ２

图 ３　 两个反作用动量飞轮的优化输入规律

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ２ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｗｈｅｅｌｓ

（ａ） α

（ｂ） β

（ｃ） γ
图 ４　 状态变量在 ＬＧ 点处的误差曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｔａｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ａｔ ｔｈｅ ＬＧ ｎｏｄｅｓ

　 　 从仿真结果可以看出，随着 ＬＧ 点数量的增加，性能指标出现了小幅的波动情况，但在一

定范围内是减小的；而 ＣＰＵ 运行消耗的时间则急剧增加；误差越来越小，即求解精度越来越
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高．由于 Ｇｕａｓｓ 伪谱法是一种数值优化方法，则 ＬＧ 离散点数目越多，离散后的非线性规划问题

的解越接近原最优控制问题的解，从而就越接近实际的全局最优解．但是当 ＬＧ 点增加到一定

数量后，其求解精度不会再大幅的提高，从而性能指标函数值的幅度也不会变化太大．从表 １
可以明显看出，在 Ｋ ＝ ３０ 以后，优化算法的运行时间随 ＬＧ 配点个数的增加呈加速爬升的趋

势，这主要是因为随着离散点 ＬＧ 个数的增加，设计变量的个数会越来越庞大，微分近似矩阵

Ｄ 和等式约束 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的维数也随之增加，就如在本文的优化算法中，当 Ｋ ＝ ４０ 时，设计变

量的个数为 ５×（４０＋２）＝ ２１０， Ｄ 的维数为 ４０×４１，而 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的维数则为 １３３×２１０，其中行

数 １３３＝（５×２＋３×４０＋３）；当 Ｋ 增加至 ５０ 时，相应的优化设计变量个数、微分近似矩阵和 Ｊａｃｏｂｉ
矩阵维数将分别增加到 ２６０，５０×５１，１６３×２６０，从而运算时间会急剧上升．

在本文中，首先考虑求解的精度至少要达到千分之一，从表 １ 可知，仅有 ＬＧ 点个数在 ３０
以上才满足条件；在 ３０ 以上的节点中，目标函数值随着节点数目的增加而下降，求解精度也随

之提高，但运行时间却大幅急剧上升；因此综合以上分析，本文选取的 ＬＧ 点个数为 ４０ 个．由此

可看出，使用 Ｇｕａｓｓ 伪谱法求解最优控制问题时，选取的节点个数不是越多越好，而应综合考

虑优化目标函数值、ＣＰＵ 运行时间以及精度误差等因素，对求解得到的数据进行分析比较研

究，从而得到最合适的 ＬＧ 配点个数．

５　 结　 　 论

本文将 Ｇａｕｓｓ 伪谱法引入到求解欠驱动航天器姿态最优控制中来是一次新的、有益的尝

试．该方法把连续最优控制问题转化为非线性规划问题，再用求解大规模非线性约束优化问题

的 ＳＱＰ 算法运算．仿真运算得到欠驱动刚体航天器系统从初始位形调姿到终端位形的有效姿

态机动轨迹．优化得到的最优控制输入的初末值均等于零，因此控制电机的初始和终止角速度

均可以等于零，可以方便实现对飞轮的控制，成功解决了 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开方法规划的初末角速度

不为零的情况．同时，将 Ｇａｕｓｓ 伪谱法求解得到的最优控制解代入系统动力学方程，利用数值

积分求解出航天器系统的实际姿态曲线，可以发现两种方法求解得到的曲线几乎完全重叠，从
而反向验证了 Ｇｕａｓｓ 伪谱法求得的最优解的合理性和有效性，同时也表明欠驱动航天器系统

在不受外力矩作用时，航天器系统的调姿是可以通过其自身的内部运动（动量飞轮）来完成的．
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