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摘要：　 研究了一类具有变时滞的复数域 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络平衡点的动态行为．在假定激

活函数满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件并且放大函数只满足具有下界的情况下， 利用 Ｍ 矩阵和同胚映射原理，
得到了确保该系统平衡点的存在性和唯一性的充分条件．基于矢量 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法和不等式技

术， 得到了确保该系统平衡点的模指数稳定性的判据．该判据形式简单， 在实际应用时便于检验．
该文所取得的研究成果推广了现有结论．最后通过给出一个数值算例和仿真结果验证了所得结论

的正确性和可行性．
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引　 　 言

复数域神经网络在自适应信号处理、医学影像、通信工程、优化计算等应用领域具有实数

域神经网络不可取代的优势［１⁃２］， 因此对定义在复数域下的神经网络的动态行为分析成为近

年的一个研究热点．文献［３］在假设复数域激活函数分别满足有界性和解析性的情况下， 利用

加权 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法和 ＬＭＩ 技术研究了一类复数域递归神经网络的平衡点的存在性、唯一性
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以及全局渐进稳定性和全局指数稳定性， 并得到了相应的判定定理．Ｚｈａｎｇ 等［４］采用类似于文

献［３］的研究方法， 得到了确保一类具有固定时滞的复数域 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络的平衡点全局

渐进稳定性的充分条件．考虑到神经网络的硬件电路在运行过程中， 由于信号的传输速度及

放大电路切换速度的有限性， 导致时间滞后现象不可避免．文献［３⁃４］所研究的复数域神经网

络模型中均考虑了固定时滞．固定时滞在神经元个数较少的网络模型中是一种合理的近似模

型， 但不适用于高阶神经网络系统．文献［５⁃６］在一类复数域神经网络模型中考虑了变时滞，
基于矢量 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法对系统平衡点的动态行为进行了研究．关于复数域神经网络系统动

态行为研究的其他成果见文献［７⁃１０］．Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络在模型上包含 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经

网络、细胞神经网络、递归神经网络等， 并且该类型神经网络在联想记忆、并行计算、非线性优

化等领域具有特定的优势．文献［１１⁃１５］分析了几类定义在实数域下 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络

平衡点的动态行为， 并取得了重要的稳定性结论．Ｈｕ 等［１６］利用自适应同步控制策略， 基于加

权 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法对一类具有固定时滞的混沌复数域 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络进行了指数

同步分析， 文献［１６］所取得的研究成果无法直接应用于判定具有可变时滞的复数域 Ｃｏｈｅｎ⁃
Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络平衡点的动态行为．

基于以上分析， 本文在假设自反馈函数、激活函数以及关联矩阵定义在复数域的情况下，
采用矢量 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法并结合 Ｍ 矩阵原理， 对一类具有变时滞的复数域 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ
神经网络的平衡点的存在性、唯一性和模指数稳定性进行分析， 并得到相应的判定定理．

１　 模型描述和基本引理、假设

一类具有变时滞的复数域 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络模型由如下方程描述：

　 　
ｄｚｋ（ ｔ）

ｄｔ
＝ ｈｋ（ ｚｋ（ ｔ）） { － ｄｋ（ ｚｋ（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａｋｊ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋ ｂｋｊ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ － τｋｊ（ ｔ）））］ ＋ Ｊｋ } ，　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｎ， （１）

其中 ｎ 表示神经元个数， ｚｋ ＝ ｘｋ ＋ ｙｋ ｉ ∈ Ｃ 为第 ｋ 个神经元状态， 这里 ｘｋ，ｙｋ ∈ Ｒ， ｉ 为虚数单

位， Ｃ 表示复数域， Ｒ 表示实数域， ｈｋ（ ｚｋ（ ｔ）） 为该系统的放大函数．Ａ ＝ （ａｋｊ） ｎ×ｎ ∈ Ｃｎ×ｎ 和 Ｂ ＝
（ｂｋｊ） ｎ×ｎ ∈ Ｃｎ×ｎ 分别表示系统关联矩阵． ｆ（ｚ（ ｔ）） ＝ ［ ｆ１（ ｚ１（ ｔ））， ｆ２（ ｚ２（ ｔ）），…， ｆｎ（ ｚｎ（ ｔ））］ Ｔ 表示

神经网络（１）的激活函数， Ｔ 表示转置．ｄｋ（ ｚｋ（ ｔ）） 为自激活函数， 时延 τ ｋｊ（ ｔ） 为有界函数， 且

τ ＝ ｍａｘ１≤ｋ， ｊ≤ｎ ｓｕｐｔ≥０ τ ｋｊ（ ｔ） ．Ｊ ＝ ［Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｎ］ Ｔ ∈ Ｃｎ 为系统外部常输入．
假设系统（１）的初始条件是 ｚｋ（ ｓ） ＝ φ ｋ（ ｓ），其中 φ ｋ（ ｓ） 为 ［ － τ，０］ 上的有界连续函数， ｋ ＝

１，２，…，ｎ ．
记 ｚ＃ ＝ （ ｚ＃１，ｚ＃２，…，ｚ＃ｎ） Ｔ 为系统（１）的平衡点， 其中 ｚ＃ｋ ＝ ｘ＃

ｋ ＋ ｉｙ＃
ｋ，ｋ ＝ １，２，…，ｎ ．

定义 １ 　 若存在常数 Γ ＞ ０ 和 λ ＞ ０， 对于所有的 Ｊ ∈ Ｃｎ， 有 ‖ｚ（ ｔ） － ｚ＃‖ ≤
ｓｕｐｓ∈［ －τ，０］‖φ（ ｓ） － ｚ＃‖Γｅｘｐ（ － λｔ） 成立， ｔ≥０， 则称系统（１）的平衡点 ｚ＃ 是模指数稳定的，
其中

　 　 ‖ｚ‖ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
｜ ｚｋ ｜ ２ ，　 　 ｜ ｚｋ ｜ ＝ ｘ２

ｋ ＋ ｙ２
ｋ ， ｋ ＝ １，２，…，ｎ ．

引理 １［５］ 　 如果 Ｈ（ｚ） 是定义在复数空间 Ｃｎ 上的连续函数， 并满足如下条件：
􀃠 Ｈ（ｚ） 在 Ｃｎ 上是单叶映射；
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􀃡 ｌｉｍ‖ｚ‖→∞ ‖Ｈ（ｚ）‖ → ∞， 则 Ｈ（ｚ） 是 Ｃｎ 上的同胚映射．
定义 Ｈ（ｚ） ＝ ［Ｈ１（ｚ），Ｈ２（ｚ），…，Ｈｎ（ｚ）］ Ｔ 是与系统（１）相关的一个映射， 其中

　 　 Ｈｋ（ｚ） ＝ － ｄｋ（ ｚｋ（ ｔ）） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａｋｊ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋ ｂｋｊ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ）））］ ＋ Ｊｋ，

　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｎ ．
若 Ｈ（ｚ） 是 Ｃｎ 上的同胚映射， 则显然系统（１）存在唯一平衡点 ｚ＃ ．
假设 １　 假设对所有 ｕｋ（ ｔ），ｖｋ（ ｔ） ∈ Ｃ， 存在正数 ω ｋ ＞ ０， 使得复数域自反馈函数 ｄｋ（·）

满足以下条件：

　 　
ｄｋ（ｕｋ（ ｔ）） － ｄｋ（ｖｋ（ ｔ））

ｕｋ（ ｔ） － ｖｋ（ ｔ）
≥ ω ｋ，　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｎ ．

假设 ２　 假设复数域激活函数 ｆｋ（·） 满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件， 即存在 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 常数 ｌｋ ＞ ０， 使

得对所有 ｕｋ（ ｔ），ｖｋ（ ｔ） ∈Ｃ， 不等式 ｜ ｆｋ（ｕｋ（ ｔ）） － ｆｋ（ｖｋ（ ｔ）） ｜ ≤ ｌｋ ｜ ｕｋ（ ｔ） － ｖｋ（ ｔ） ｜ 成立， ｋ ＝ １，
２，…，ｎ ．

假设 ３ 　 假设放大函数 ｈｋ（ ｚｋ（ ｔ）） 具有下界， 即假设存在正实数 σ ｋ， 使得放大函数

ｈｋ（ ｚｋ（ ｔ）） 满足 ｈｋ（ ｚｋ（ ｔ）） ≥ σ ｋ ＞ ０，ｋ ＝ １，２，…，ｎ ．

２　 平衡点的存在性和唯一性

下面采用类似文献［５］中的研究方法， 利用 Ｍ 矩阵和同胚映射原理得到确保系统（１）平
衡点 ｚ＃ 的存在性和唯一性的充分条件．

定理 １　 若假设 １ 和假设 ２ 是成立的， 且矩阵 Ｐ ＝ （ｐｋｊ） ｎ×ｎ 是 Ｍ 矩阵， 那么对于任意输入

Ｊ ∈ Ｃｎ， 系统（１）存在唯一平衡点 ｚ＃， 其中

　 　
ｐｋｊ ＝ － ０．５∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ）·ｌ ｊ，

ｐｋｋ ＝ ω ｋ － ０．５∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ）·ｌ ｊ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 ｋ， ｊ ＝ １，２，…，ｎ， ｋ ≠ ｊ ．

证明　 由于矩阵 Ｐ ＝ （ｐｋｊ） ｎ×ｎ 是 Ｍ 矩阵， 根据引理 １ 可知， 存在正向量 ξ ＝ （ξ １，ξ ２，…，
ξ ｎ） Ｔ， 使得

　 　 ξ ｋ [ω ｋ － ０．５∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ）·ｌ ｊ ] － ０．５∑

ｎ

ｊ ＝ １
ξ ｊ（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ）·ｌ ｊ ＞ ０， （２）

那么存在一个充分小的正数 δ ＞ ０， 使得下面不等式成立：

　 　 ξ ｋ [ω ｋ － ０．５∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ）·ｌ ｊ ] － ０．５∑

ｎ

ｊ ＝ １
ξ ｊ（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ）·ｌ ｊ ≥ δ ＞ ０． （３）

下面将证明映射 Ｈ（ｚ） 是一个同胚映射．
（Ｓｔｅｐ １） 首先证明 Ｈｋ（ｚ） 是单叶映射．
若存在 ｕ，ｖ ∈ Ｃｎ， 且 ｕ ≠ ｖ， 使得 Ｈｋ（ｕ） ＝ Ｈｋ（ｖ）， 即

　 　 － ｄｋ（ｕｋ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ａｋｊ ＋ ｂｋｊ） ｆ ｊ（ｕ ｊ） ＝ － ｄｋ（ｖｋ） ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ａｋｊ ＋ ｂｋｊ） ｆ ｊ（ｖｊ） ． （４）

将式（４）两边同时乘以 （ｕｋ － ｖｋ）， 并取模， 有

　 　 ｜ ｄｋ（ｕｋ） － ｄｋ（ｖｋ） ｜ ｜ ｕｋ － ｖｋ ｜ ＝｜ ｕｋ － ｖｋ ｜ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ａｋｊ ＋ ｂｋｊ）［ ｆ ｊ（ｕ ｊ） － ｆ ｊ（ｖｊ）］ ．
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考虑到假设 １ 和假设 ２， 有

　 　 ω ｋ ｜ ｕｋ － ｖｋ ｜ ２ ≤ ０．５ ｜ ｕｋ － ｖｋ ｜ ２∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ）·ｌ ｊ ＋

　 　 　 　 ０．５∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ）·ｌ ｊ ｜ ｕ ｊ － ｖｊ ｜ ２ ． （５）

将式（５）进一步整理， 有

　 　 [ω ｋ － ０．５∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ）·ｌ ｊ ] ｜ ｕｋ － ｖｋ ｜ ２ －

　 　 　 　 ０．５∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ）·ｌ ｊ ｜ ｕ ｊ － ｖｊ ｜ ２ ≤ ０，

即 Ｐ ｜ ｕ － ｖ ｜ ≤ ０．由于 Ｐ 是 Ｍ 矩阵， 因此 ｄｅｔ Ｐ ＞ ０ 且 Ｐ －１ 存在， 故而有 ｜ ｕ － ｖ ｜ ２ ＝ ０， 即 ｕ
＝ ｖ ．也就是说 Ｈｋ（ｚ） 是单叶映射．

（Ｓｔｅｐ ２） 下面证明 ｌｉｍ‖ｚ‖→∞ ‖Ｈ（ｚ）‖ → ∞ ．

令 Ｈｋ（ｚ） ＝ Ｈｋ（ｚ） － Ｈｋ（０）， 其中 Ｈｋ（０） ＝ － ｄｋ（０） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ａｋｊ ＋ ｂｋｊ） ｆ ｊ（０） ＋ Ｊｋ， 即

　 　 Ｈｋ（ｚ） ＝ Ｈｋ（ｚ） － Ｈｋ（０） ＝ － ［ｄｋ（ ｚｋ） － ｄｋ（０）］ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ａｋｊ ＋ ｂｋｊ）［ ｆ ｊ（ ｚ ｊ） － ｆ ｊ（０）］ ． （６）

将式（６）两边同时乘以 ｚ∗ｋ ， 有

　 　 Ｈｋ（ｚ） ｚ∗ｋ ＝ － ［ｄｋ（ ｚｋ） － ｄｋ（０）］ ｚ∗ｋ ＋ ｚ∗ｋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ａｋｊ ＋ ｂｋｊ）［ ｆ ｊ（ ｚ ｊ） － ｆ ｊ（０）］ ． （７）

将式（７）取共轭， 有

　 　 Ｈ∗
ｋ （ｚ） ｚｋ ＝ － ［ｄｋ（ ｚｋ） － ｄｋ（０）］∗ｚｋ ＋ ｚｋ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ａｋｊ ＋ ｂｋｊ）∗［ ｆ ｊ（ ｚ ｊ） － ｆ ｊ（０）］∗ ． （８）

进一步将式（７）和式（８）相加， 并考虑到假设 １ 和假设 ２， 有

　 　 Ｒｅ［Ｈｋ（ｚ） ｚ∗ｋ ］ ＝

　 　 　 　 － Ｒｅ { ［ｄｋ（ ｚｋ） － ｄｋ（０）］ ｚ∗ｋ } ＋ Ｒｅ { ｚ∗ｋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ａｋｊ ＋ ｂｋｊ）［ ｆ ｊ（ ｚ ｊ） － ｆ ｊ（０）］ } ≤

　 　 　 　 － ω ｋ ｜ ｚｋ ｜ ２ ＋ Ｒｅ { ｚ∗ｋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ａｋｊ ＋ ｂｋｊ）［ ｆ ｊ（ ｚ ｊ） － ｆ ｊ（０）］ } ≤

　 　 　 　 [ － ω ｋ ＋ ０．５∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｌ ｊ（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ） ] ｜ ｚｋ ｜ ２ ＋

　 　 　 　 ０．５∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｌ ｊ（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ） ｜ ｚ ｊ ｜ ２，　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｎ ． （９）

将式（９）两边同时乘以 ξ ｋ，ｋ ＝ １，２，…，ｎ， 并求和，得到

　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ξ ｋＲｅ［Ｈｋ（ｚ） ｚ∗ｋ ］ ≤

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ξ ｋ { [ － ω ｋ ＋ ０．５∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｌ ｊ（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ） ] ｜ ｚｋ ｜ ２ ＋

　 　 　 　 ０．５∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｌ ｊ（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ） ｜ ｚ ｊ ｜ ２ } ≤

　 　 　 　 － δ∑
ｎ

ｋ ＝ １
｜ ｚｋ ｜ ２ ． （１０）
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利用 Ｈöｌｄｅｒ 不等式， 进一步整理式（１０），有

　 　 δ∑
ｎ

ｋ ＝ １
｜ ｚｋ ｜ ２ ≤

　 　 　 　 － ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ξ ｋＲｅ［Ｈｋ（ｚ） ｚ∗ｋ ］ ≤

　 　 　 　 ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

{ ξ ｋ }∑
ｎ

ｋ ＝ １
｜ Ｈｋ（ｚ） ｜ × ｜ ｚ∗ｋ ｜ ≤

　 　 　 　 ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

{ ξ ｋ } ‖Ｈ（ｚ）‖ × ‖ｚ‖，

即 ‖ｚ‖ ≤ δ －１ ｍａｘ１≤ｋ≤ｎ { ξ ｋ } ‖Ｈ（ｚ）‖ ．显然当 ‖ｚ‖→∞ 时， ‖Ｈ（ｚ）‖→∞， 即 ‖ｚ‖→
∞ 时， ‖Ｈ（ｚ）‖ → ∞ ．

综合（Ｓｔｅｐ １）和（Ｓｔｅｐ ２）可知： 映射 Ｈ（ｚ） 是 Ｃｎ 上的一个同胚映射， 因此系统（１）存在唯

一平衡点． □

３　 平衡点的模指数稳定性条件

接下来将给出判定系统（１）的平衡点 ｚ＃ 模指数稳定的充分条件．
定理 ２　 若假设 １～假设 ３ 是成立的， 且矩阵 Ｐ ＝ （ｐｋｊ） ｎ×ｎ 是 Ｍ 矩阵， 那么任意外部常输

入 Ｊ ∈ Ｃｎ， 系统（１）的平衡点 ｚ＃ 是模指数稳定的．
证明　 令 ｚ ＝ ｚ － ｚ＃， 则系统（１）可改写为

　 　
ｄ ｚ ｋ（ ｔ）

ｄｔ
＝

　 　 　 　 ｈｋ（ ｚ ｋ（ ｔ）） { － ｒｋ（ ｚ ｋ（ ｔ）） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａｋｊｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋ ｂｋｊｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ）））］ } ， （１１）

其中， ｈｋ（ ｚ ｋ（ ｔ））＝ ｈｋ（ ｚ ｋ（ ｔ） ＋ ｚ＃ｋ），ｒｋ（ ｚ ｋ（ ｔ））＝ ｄｋ（ ｚｋ（ ｔ）） － ｄｋ（ ｚ＃ｋ），ｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ））＝ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） － ｆ ｊ（ ｚ＃ｊ ），
ｋ ＝ １，２，…，ｎ ．系统（１１）的初始条件为 ψ ｋ（ ｓ） ＝ φ ｋ（ ｓ） － ｚ＃ｋ， － τ ≤ ｓ ≤ ０．由定理 ２ 的条件可知

系统（１）的平衡点 ｚ＃ 存在且唯一， 故系统（１１）存在唯一平衡点 ｚ ＝ ０．
构造函数

　 　 Ｆｋ（β） ＝ ξ ｋ [ － ２ω ｋ ＋ β
σ ｋ

＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ）·ｌ ｊ ] ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ξ ｊ［ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｅｘｐ（βτ） ｜ ｂｋｊ ｜ ］·ｌ ｊ，　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｎ ．

根据式（２）可知

　 　 Ｆｋ（０） ＝ ξ ｋ [ － ２ω ｋ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ）·ｌ ｊ ] ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ξ ｊ（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ）·ｌ ｊ］ ＜ ０，　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｎ ．

由于 Ｆｋ（β） 是关于 β 的连续函数， 必然存在常数 λ ＞ ０， 使得 Ｆｋ（λ） ＜ ０，ｋ ＝ １，２，…，ｎ， 即

　 　 Ｆｋ（λ） ＝ ξ ｋ [ － ２ω ｋ ＋ λ
σ ｋ

＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ）·ｌ ｊ ] ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ξ ｊ［ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｅｘｐ（λτ） ｜ ｂｋｊ ｜ ］·ｌ ｊ ＜ ０． （１２）

３９３１一类变时滞复数 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络的动态行为分析



选择如下向量 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖｋ（ ｚ ｋ（ ｔ），ｔ） ＝ １
２

ｅｘｐ（λｔ） ｜ ｚ ｋ（ ｔ） ｜ ２ ＝ １
２

ｅｘｐ（λｔ） ｚ ｋ（ ｔ） ｚ ｋ（ ｔ），　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｎ ．

在不引起混淆的情况下， 将 Ｖｋ（ ｚ ｋ，ｔ） 记作 Ｖｋ（ ｔ），ｋ ＝ １，２，…，ｎ ．
计算 Ｖｋ（ ｔ） 沿方程（１１）的导数， 并考虑到假设 １～假设 ３， 有

　 　 Ｖｋ（ ｔ） ＝ １
２

ｅｘｐ（λｔ）［λ ｜ ｚ ｋ（ ｔ） ｜ ２ ＋ ｚ ｋ（ ｔ） ｚ ｋ（ ｔ） ＋ ｚ ｋ（ ｔ） ｚ ｋ（ ｔ）］ ＝

　 　 　 　 ｅｘｐ（λｔ）ｈｋ（ ｚ ｋ（ ｔ）） { １
２

λ ｜ ｚ ｋ（ ｔ） ｜ ２ ＋ ｚ ｋ（ ｔ） { － ｒｋ（ ｚ ｋ（ ｔ）） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａｋｊｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋

　 　 　 　 ｂｋｊｇ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ）））］ } } ≤

　 　 　 　 ｈｋ（ ｚ ｋ（ ｔ））ｅｘｐ（λｔ） { １
２

λ
σ ｋ

｜ ｚ ｋ（ ｔ） ｜ ２ － ω ｋ ｜ ｚ ｋ（ ｔ） ｜ ２ ＋

　 　 　 　 ｜ ｚ ｋ（ ｔ） ｜ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｌ ｊ［ ｜ ａｋｊ‖ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ‖ ｚ ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ）） ｜ ］ } ≤

　 　 　 　 ｈｋ（ ｚ ｋ（ ｔ））ｅｘｐ（λｔ） { １
２

λ
σ ｋ

｜ ｚ ｋ（ ｔ） ｜ ２ － ω ｋ ｜ ｚ ｋ（ ｔ） ｜ ２ ＋

　 　 　 　 ０．５∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｌ ｊ［ ｜ ａｋｊ ｜ （ ｜ ｚ ｋ（ ｔ） ｜ ２ ＋｜ ｚ ｊ（ ｔ） ｜ ２） ＋

　 　 　 　 ｜ ｂｋｊ ｜ （ ｜ ｚ ｋ（ ｔ） ｜ ２ ＋｜ ｚ ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ）） ｜ ２）］ } ≤

　 　 　 　 ｈｋ（ ｚ ｋ（ ｔ）） { [ － ２ω ｋ ＋ λ
σ ｋ

＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｌ ｊ（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ） ]Ｖｋ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｌ ｊ［ ｜ ａｋｊ ｜ Ｖ ｊ（ ｔ） ＋ ｅｘｐ（λτ） ｜ ｂｋｊ ｜ Ｖ ｊ（ ｔ － τ ｋｊ（ ｔ））］ } ． （１３）

定义曲线 ζ ＝ {η（χ）： η ｋ ＝ ξ ｋ
χ， χ ＞ ０， ｋ ＝ １，２，…，ｎ } 和集合 Ω（η） ＝ { ｑ： ０ ≤ ｑ ≤ η，η ∈

ζ } ．显然当 χ ＞ χ′，Ω（η（χ）） ⊃ Ω（η（χ′）） ．
下面将证明系统（１１）的零解是模指数稳定的．令
　 　 ξｍａｘ ＝ ｍａｘ１≤ｋ≤ｎ { ξ ｋ } ， ξｍｉｎ ＝ ｍｉｎ１≤ｋ≤ｎ { ξ ｋ } ， χ

０ ＝ ε‖ψ‖２ ／ ξｍｉｎ，
其中 ε ＞ １ 是一个常数， 则

　 　 {Ｖ：Ｖｋ（ ｓ） ＝ １
２

ｅｘｐ（λｓ） ｜ ψ ｋ（ ｓ） ｜ ２， － τ ≤ ｓ ≤ ０ } ⊂ Ω（η０（χ ０）），

即

　 　 Ｖｋ（ ｓ） ＝ １
２

ｅｘｐ（λｓ） ｜ ψ ｋ（ ｓ） ｜ ２ ＜ ξ ｋ
χ
０，　 　 － τ ≤ ｓ ≤ ０， ｋ ＝ １，２，…，ｎ ．

进一步， 可得 Ｖｋ（ ｔ） ＜ ξ ｋ
χ
０，ｔ≥０．若该不等式不成立， 那么存在某个 ｋ 和时刻 ｔ１ ＞ ０， 使

得 Ｖｋ（ ｔ１） ＝ ξ ｋ
χ
０，Ｖｋ（ ｔ１） ≥ ０，Ｖ ｊ（ ｔ１） ≤ ξ ｊ

χ
０，ｊ ＝ １，２，…，ｎ ．将其代入到不等式（１３）中， 并考虑

到不等式（１２）， 有

　 　 Ｖｋ（ ｔ１） ≤ ｈｋ（ ｚ ｋ（ ｔ）） { [ － ２ω ｋ ＋ λ
σ ｋ

＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｌ ｊ（ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｜ ｂｋｊ ｜ ） ] ξ ｋ

χ
０ ＋
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　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｌ ｊ［ ｜ ａｋｊ ｜ ＋ ｅｘｐ（λτ） ｜ ｂｋｊ ｜ ］ξ ｊ

χ
０ } ＜ ０，

这与假设 Ｖｋ（ ｔ１） ≥ ０ 是矛盾的．因此有 Ｖｋ（ ｔ） ＜ ξ ｋ
χ
０，ｔ ≥ ０， 即

　 　 ｜ ｚｋ（ ｔ） ｜ ＜ ［２ξ ｋ
χ
０ｅｘｐ（ － λｔ）］ ０．５，　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｎ ．

进而有

　 　 ‖ｚ（ ｔ）‖ ＜ （２ε‖ψ‖２ξｍａｘ ／ ξｍｉｎ） ０．５ｅｘｐ（ － ０．５λｔ） ＝ Γ‖ψ‖ｅｘｐ（ － ０．５λｔ），
　 　 Γ ＝ （２εξｍａｘ ／ ξｍｉｎ） ０．５ ．
根据定义 １ 知， 系统（１１）的零解 ｚ ＝ ０ 是模指数稳定的， 即系统（１）的平衡点 ｚ＃ 是模指数

稳定的． □

注 １　 文献［１５］和［１７］分别对具有变时滞的实数域 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络和实数域 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 进行了

研究．复数域 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络系统（１）在模型上包含文献［１５，１７］所研究的模型， 故本文所研究的模

型更具有一般性．此时， 本文的研究方法和所建立的判据仍然适用于相应的实值神经网络．
注 ２　 文献［１８］研究了一类具有变时滞的复数域 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络的指数稳定性．Ｚｈａｏ 等［１８］ 所

研究的模型中的自反馈函数是线性函数， 即 ｄｋ（ ｚｋ（ ｔ）） ＝ ｍｋ ｚｋ（ ｔ），ｍｋ ＞ ０，ｋ ＝ １，２，…，ｎ ．本文所研究的自反

馈函数是非线性函数， 因此复数域 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络系统（１）包含文献［１８］中的数学模型（１）．此外，
当系统（１）中放大函数 ｈｋ ＝ １ 且自反馈函数为线性函数时， 系统（１）与文献［５］中所研究的复数域神经网络

系统（１９）是相同的．容易验证本文所得到结论包含文献［５］中的推论 １．

４　 数 值 算 例

考虑如下 ２ 维复数域 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络系统：

　 　
ｚ１（ ｔ） ＝ ３ { － ６ｚ１（ ｔ） ＋ ∑

２

ｊ ＝ １
［ａ１ｊ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋ ｂ１ｊ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ － τ １ｊ（ ｔ）））］ ＋ Ｊ１ } ，

ｚ２（ ｔ） ＝ ４ { － ５ｚ２（ ｔ） ＋ ∑
２

ｊ ＝ １
［ａ２ｊ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ）） ＋ ｂ２ｊ ｆ ｊ（ ｚ ｊ（ ｔ － τ ２ｊ（ ｔ）））］ ＋ Ｊ２ } ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１４）

其中　 　 ｚ１（ ｔ） ＝ ｘ１（ ｔ） ＋ ｙ１（ ｔ）ｉ， ｚ２（ ｔ） ＝ ｘ２（ ｔ） ＋ ｙ２（ ｔ）ｉ ．
令系统（１４）中的时延为

　 　 τ １１ ＝ ０．０２５ － ０．０１５ｓｉｎ ｔ， τ １２ ＝ ０．０２５ ＋ ０．０１５ｓｉｎ ｔ，
　 　 τ ２１ ＝ ０．０３ － ０．０１ｃｏｓ ｔ， τ ２２ ＝ ０．０２ ＋ ０．０１ｃｏｓ ｔ ．

激活函数为

　 　 ｆ１（ ｚ１（ ｔ）） ＝ ２ １ － ｅ － ｚ－ １（ ｔ）

１ ＋ ｅ － ｚ－ １（ ｔ）
， ｆ２（ ｚ２（ ｔ）） ＝ ０．６

１ ＋ ｅ － ｚ－ ２（ ｔ）
．

假设系统（１４）中的关联矩阵分别为

　 　 Ａ ＝
１．０ ＋ ０．５ｉ １．０ ＋ ２．０ｉ
０．５ ＋ １．５ｉ － １．０ ＋ ０．８ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｂ ＝

１．０ ＋ ０．５ｉ １．０ － １．５ｉ
０．６ ＋ １．３ｉ － ０．９ ＋ １．２ｉ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

假设该系统的初始条件为

　 　 φ１（ ｓ） ＝ ０．５ － ０．６ｉ， φ２（ ｓ） ＝ － １ ＋ ０．９ｉ，　 　 ｓ ∈ ［ － ０．０４，０］ ．

经计算有 ω １ ＝ ６，ω ２ ＝ ５，ｌ１ ＝ １，ｌ２ ＝ ０．１５．进而可知矩阵 Ｐ ＝
３．５７９ － ０．３１３
－ １．５０７ ２．２８５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．显然矩

阵 Ｐ 是 Ｍ 矩阵．根据定理 １ 和定理 ２ 可以得出结论： 系统（１４）存在唯一平衡点， 且该平衡点

５９３１一类变时滞复数 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络的动态行为分析



是模指数稳定的．利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件对系统（１４）的平衡点的动态行为进行了数值仿真．仿真结

果显示： 该系统存在唯一平衡点（即零解）， 并且该平衡点在 ０．５ ｓ 之内便可实现收敛（图 １）．
仿真结果进一步验证了定理 １ 和定理 ２ 的正确性．

图 １　 系统（１４）神经元模的变化曲线

Ｆｉｇ． １　 Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｎｅｕｒｏ ｓｔａｔｅｓ ｉｎ ｅｑ． （１４）

５　 结　 　 论

本文对一类具有变时滞的复数域 Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络平衡点的存在性、唯一性和模

指数稳定性进行了分析．激活函数在满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件下， 利用 Ｍ 矩阵和同胚映射相关原理，
得到了确保该神经网络系统平衡点的存在性和唯一性的充分条件．然后， 通过构造适当的微

分⁃积分不等式， 利用矢量 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法和 Ｍ 矩阵理论， 得到了确保该系统平衡点模指数

稳定的充分条件．本文所得到的判据是显式的， 在实际应用时便于检验．最后， 通过一个数值

仿真算例验证了本文结论的正确性和可行性．
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