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摘要：　 以磁偶极子理论为基础，利用最小势能原理，从微观角度出发，研究了磁流变弹性体在单

向载荷作用下的力⁃磁耦合行为，提出了可以描述该行为的数学模型，分析了磁致应力非线性变化

的规律和机理．该模型从磁流变弹性体的微观结构出发，考虑了所有铁磁颗粒的磁化特性，以及颗

粒之间、链结构之间的相互作用，推导了磁相互作用能的表达式，采用 Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｌｉｎ 模型给出了弹

性势能表达式．最后运用最小势能原理，建立了描述磁流变弹性体在均匀磁场中力⁃磁耦合行为的

数学模型．该模型与实验结果吻合较好，并能从微观层面对磁流变弹性体的磁致应力变化规律做出

解释．研究发现，磁流变弹性体的磁致应力在不同磁场下的变化规律不同，与材料内部的微结构紧

密相关，铁磁颗粒之间及链结构之间的相互作用是导致磁致应力非线性变化的主要原因．
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引　 　 言

磁流变弹性体（ｍａｇｎｅｔｏｒｈｅｏｌｏｇｉｃａｌ ｅｌａｓｔｏｍｅｒｓ，ＭＲＥｓ）是将微米级的铁磁颗粒分散到高分子

聚合物中形成的一类智能复合材料，材料的模量、刚度、阻尼等物理性质能够随着外磁场的变

化而快速可逆的变化［１⁃３］，这种独特的性质使其在传感器［４］、振动控制［５］、生物医药［６］、智能器

件［７］等方面有着广泛的应用．根据内部微结构的不同，ＭＲＥｓ 可以分为两类：一类为各向同性

ＭＲＥｓ，铁磁颗粒在基体中随机分布；另一类为各向异性 ＭＲＥｓ，由于固化时材料置于一定大小

的磁场中，成型后基体内部的铁磁颗粒排列成链状，如图 １ 所示［８］ ．
国内外学者对 ＭＲＥｓ 进行了大量的实验和理论研究［９⁃１２］，其中，ＭＲＥｓ 的力⁃磁耦合机理是

研究的热点之一．有关的理论工作主要分为两个方面，分别为以磁偶极子理论为基础或引入自

由能函数以连续介质力学理论为基础的研究．铁磁流体动力学表明，当铁磁颗粒处在磁场中

时，在磁场方向上，颗粒的两端会产生极（ｐｏｌｅｓ），也称为磁荷．当两个颗粒靠近时，会产生相互

作用力［１３］ ．基于此，Ｊｏｌｌｙ 等［１］根据 ＭＲＥｓ 中铁磁颗粒的链状结构，假设铁磁颗粒为理想的偶极

子，考虑相邻两个偶极子间的相互作用，建立了磁偶极子模型来表征 ＭＲＥｓ 的剪切性能．Ｓｈｅｎ
等［１４］对 Ｊｏｌｌｙ 模型进行了改进，考虑整条铁磁颗粒链的磁化及其相互作用，建立了更加准确的

模型．磁偶极子模型在粒子间距较小时具有一定的局限性，为此，Ｌｉｕ 等［１５］ 基于传统磁偶极子
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模型，建立了近距铁磁颗粒间相互作用的力学模型．Ｉｖａｎｅｙｋｏ 等［１６⁃１７］根据铁磁颗粒在基体中的

分布规律，详细分析了邻近粒子间的作用，建立了矩形晶格模型，用来表征 ＭＲＥｓ 在均匀磁场

下的力⁃磁耦合性能．Ｃｈｅｎ 等［１８］ 基于代表性体积单元方法，建立了多尺度模型，详细分析了

ＭＲＥｓ 拉伸模量的变化规律．以磁偶极子理论为基础建立的各种模型，从微观上解释了磁流变

机理，然而，此类模型仅考虑同一条链结构或相邻颗粒间的相互作用，忽略了链与链之间的影

响，在铁磁颗粒含量较高时误差较大，也不能准确表征 ＭＲＥｓ 的大变形特点．特别是对实验中

观察到的磁致应力非线性变化的规律［１９⁃２０］，以上模型无法给出解释．除了以磁偶极子理论为基

础的研究外，一些学者引入自由能函数，将磁场相关的控制方程和位移场方程直接耦合在一

起，运用经典的连续介质力学理论来研究 ＭＲＥｓ 的力⁃磁耦合特性［２１⁃２５］，但在分析推导过程中，
对模型做了大量的简化，一定程度上忽略了力⁃磁耦合的微观机理．

（ａ） 各向同性 ＭＲＥｓ （ｂ） 各向异性 ＭＲＥｓ
（ａ） Ｔｈｅ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ＭＲＥｓ （ｂ） Ｔｈｅ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ＭＲＥｓ

图 １　 ＭＲＥｓ 的微观结构［８］

Ｆｉｇ． １　 Ｍｉｃｒｏ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｏｆ ＭＲＥｓ［８］

本文从 ＭＲＥｓ 的微观结构出发，以磁偶极子理论为基础，运用最小势能原理建立了能够较

准确地反映 ＭＲＥｓ 在单向载荷作用下力⁃磁耦合特性的数学模型．模型充分考虑了每条链结构

中所有铁磁颗粒的磁化特性和相互作用以及链结构之间的相互影响．首先，分析了铁磁颗粒的

磁化过程，计算出耦合磁场的大小．然后，分别推导出 ＭＲＥｓ 铁磁颗粒的磁相互作用能和弹性

势能表达式，运用最小势能原理建立了力⁃磁耦合数学模型．最后，利用建立的模型详细分析了

不同磁场下 ＭＲＥｓ 的磁致应力变化规律以及非线性特点，通过与实验结果的对比，验证了该模

型的准确性．

１　 ＭＲＥｓ 铁磁颗粒的磁化及耦合磁场的计算

ＭＲＥｓ 的力⁃磁耦合性能与自身的磁学特性密切相关．ＭＲＥｓ 处于磁场环境中，分散在基体

内的铁磁颗粒被磁化后会形成磁偶极子，并产生相互作用力，使得材料的宏观力学特性发生变

化．现代铁磁学理论表明，铁磁材料的磁化是一个复杂的过程，并与多种因素如外部温度、铁磁

晶粒大小和取向、机械加工、热处理条件等有关［２６］ ．要准确地描述 ＭＲＥｓ 的力⁃磁耦合性能，首
先就需要准确地建立磁化模型并得出耦合磁场．
１．１　 铁磁颗粒的磁化

常用的磁化模型有 Ｆｒｏｌｉｃｈ⁃Ｋｅｎｎｅｌｌｙ 经验模型、分段磁化模型和指数磁化模型［３，６，２７］ 等，这
些磁化模型能够在一定范围内表征铁磁颗粒的磁化过程，但均有一定的局限性．

铁磁颗粒的磁化是内部多磁畴结构从无序状态变为有序状态的过程．在没有外磁场时，铁
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磁颗粒内部的磁畴方向是随机的，使得颗粒的宏观磁矩为零．在外磁场作用下，磁畴结构发生

畴转和壁移，方向逐步趋于外磁场方向并最终达到饱和磁化状态，在宏观表现出一定大小的磁

矩．根据 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 顺磁理论［２６］，铁磁颗粒的磁化强度为

　 　 Ｍ ＝ Ｎｍ０ ｃｏｔｈ α － １
α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１）

其中 α ＝ （ｍ０·Ｈ） ／ （ｋＴ） 为 Ｌａｎｇｅｖｉｎ 参数，ｍ０ 为原子的固有磁矩，Ｈ 为外磁场强度， ｋ 为 Ｂｏｌｔｚ⁃
ｍａｎｎ 常数， Ｔ 为温度， Ｎ 为单位体积内的原子数目，铁磁颗粒的饱和磁化强度 Ｍｓ ＝ Ｎｍ０ ．对于

同一种铁磁材料， ｍ０ 的大小是一定的．令参数 Ａ ＝ ｍ０ ／ ｋ ，则式（１）可写为

　 　 Ｍ ＝ Ｍｓ ｃｏｔｈ ＡＨ
Ｔ
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è
ç
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ø
÷ － Ｔ
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æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２）

式（２）即为铁磁颗粒的磁化模型，式中 Ｈ 表示磁场强度 Ｈ 的大小．模型中各参数均有其物理意

义，可以通过实验或计算得到．从图 ２ 可以看出，模型能够准确地描述铁磁颗粒的磁化过程．
１．２　 ＭＲＥｓ 全耦合磁场分析

ＭＲＥｓ 置于磁场环境中，铁磁颗粒被磁化后会产生一定大小的感应磁场，感应磁场会对原

磁场产生一定的影响，因此磁场的计算是一个耦合迭代的过程．Ｊｏｌｌｙ 等［１］ 在研究 ＭＲＥｓ 时，仅
考虑了单一外磁场的影响，导致模型与实验结果有 ２０％左右的误差．Ｓｈｅｎ 等［１４］ 在此基础上考

虑了整条偶极子链中铁磁颗粒的影响，建立了耦合场模型．Ｌｉｕ 等［１５］ 采用颗粒动力学方法，通
过多次迭代，计算出了耦合的磁场，结果比较精确，但计算效率不高．本文充分考虑同一条链结

构中的铁磁颗粒以及链结构之间的影响，通过理论分析计算，推导出耦合磁场的计算表达式．

图 ２　 磁化模型与铁磁颗粒的磁化实验数据［１５］对比 图 ３　 ＭＲＥｓ 内部的铁磁颗粒分布

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｍａｇｎｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ［１５］ Ｆｉｇ． ３　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ ｉｎ ＭＲＥｓ

如图 ３ 所示，在 ＭＲＥｓ 材料中，同一条链结构中相邻两个颗粒间的距离为 ｒ０， 相邻两条链

的距离为 ｄ０ ．位置矢量为 ｒ，编号为（ ｉ， ｊ，ｋ） 的颗粒在外磁场强度为 Ｈ０ 的磁场中被磁化后磁矩

为 ｍｉ， ｊ，ｋ ．颗粒 （ ｉ， ｊ，ｋ） 的坐标为 （ ｉｄ０， ｊｄ０，ｋｒ０）， 在原点处产生的感应磁场为

　 　 Ｈｉ， ｊ，ｋ ＝ －
ｍｉ， ｊ，ｋ

４πｒ３
＋ ３
４πｒ５

（ｍｉ， ｊ，ｋ·ｒ）ｒ， （３）

其中

４９ 磁流变弹性体的力⁃磁耦合模型



　 　
ｒ ＝ ｉｄ０ｅ１ ＋ ｊｄ０ｅ２ ＋ ｋｒ０ｅ３，
ｍｉ， ｊ，ｋ ＝ ｍ０ｅ３，
ｒ ＝ ｒ ，
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ï
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ïï

（４）

上式中， ｅ１，ｅ２，ｅ３ 分别为坐标轴 ｘ，ｙ，ｚ 方向的单位矢量．ｍ０ 为每个颗粒的平均磁矩大小，当颗

粒的磁化强度为 Ｍ， 颗粒平均直径为 Ｄ， 磁矩 ｍ０ 为

　 　 ｍ０ ＝ ４
３

π Ｄ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

Ｍ ． （５）

将式（４）、（５）代入式（３）中，得

　 　 Ｈｉ， ｊ，ｋ ＝ －
ｍ０

４πｒ３
ｅ３ ＋ ３

４πｒ５
ｍ０ｋｒ０（ ｉｄ０ｅ１ ＋ ｊｄ０ｅ２ ＋ ｋｒ０ｅ３） ． （６）

分析式（６）可知， ｅ１ 和 ｅ２ 方向的磁场分量按 ｒ５ 衰减， ｅ３ 方向的磁场分量按 ｒ３ 衰减，且 ｅ１ 和

ｅ２ 方向的感应磁场分量关于 ｅ３ 对称，式（６）可进一步简化为

　 　 Ｈｉ， ｊ，ｋ ＝ －
ｍ０

４πｒ３
ｅ３ ＋ ３

４πｒ５
ｍ０ｋ２ｒ２０ｅ３ ． （７）

总的磁场为外磁场与所有颗粒产生的感应磁场的叠加，即

　 　 Ｈ ＝ Ｈ０ ＋ ８∑
∞

ｉ
∑
∞

ｊ
∑
∞

ｋ
Ｈｉ， ｊ，ｋ ． （８）

将式（７）代入式（８）中，得

　 　 Ｈ ＝ Ｈ０ ＋ ８∑
∞

ｉ
∑
∞

ｊ
∑
∞

ｋ

２ｍ０

π
［３ｋ２ｒ２０（ ｉ２ｄ２

０ ＋ ｊ２ｄ２
０ ＋ ｋ２ｒ２０）

－５ ／ ２ －

　 　 　 　 （ ｉ２ｄ２
０ ＋ ｊ２ｄ２

０ ＋ ｋ２ｒ２０）
－３ ／ ２］ｅ３ ． （９）

由式（９）即可计算全耦合的磁场大小．

２　 力⁃磁耦合数学模型的建立

２．１　 磁相互作用能

当施加外磁场时，ＭＲＥｓ 由于磁性颗粒之间作用，会产生磁相互作用能．ＭＲＥｓ 材料沿链结

构方向表现出各向异性，垂直于链方向为横观各向同性，不失一般性，选取如图 ４ 所示的代表

性体积单元作为研究对象．代表性体积单元的 ｘ和 ｙ 方向的尺寸为 ｎｄ０， ｚ 方向的尺寸为 ｎｒ０， 其

中 ｎ为常数．材料在外磁场Ｈ０ 和外力Ｆ的共同作用下发生变形，３ 个主方向上的伸长率分别为

λ １，λ ２ 和 λ ３ ．

图 ４　 在磁场和外力共同作用下 ＭＲＥｓ 的变形 图 ５　 铁磁颗粒以及链结构之间的相互作用

Ｆｉｇ． ４　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ＭＲＥｓ ｕｎｄｅｒ ｆｉｅｌｄ ａｎｄ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｆｏｒｃｅｓ Ｆｉｇ． ５　 Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓ ａｍｏｎｇ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ ａｎｄ ｃｈａｉｎｓ
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ＭＲＥｓ 为一种高分子基复合材料，与橡胶类似，具有不可压缩性．因此，３ 个方向的主伸长

率满足

　 　 λ ２
１λ ２

２λ ２
３ ＝ １． （１０）

令

　 　 λ ３ ＝ λ， （１１）
则可得

　 　 λ １ ＝ λ ２ ＝ １
λ

． （１２）

材料的宏观变形会导致内部微观结构的变化，同一条链中的铁磁颗粒间的距离和相邻链

间的距离都会发生改变．如图 ５ 所示，变形后，同一条链结构中，相邻两颗粒间的距离增加 Δｒ，
相邻两条链结构间的距离减少 Δｄ ．铁磁颗粒在磁场中被磁化形成磁偶极子，由文献［１３，２８］
可知，空间相对位置为 ｒ， 磁矩分别为 ｍ１ 和 ｍ２ 的偶极子磁相互作用能为

　 　 Ｅ ＝－
μ ０μ １ｍ１·ｍ２

４πｒ３
＋

３μ ０μ １

４πｒ５
（ｍ１·ｒ）（ｍ２·ｒ）， （１３）

其中 μ ０ 为真空磁导率， μ １ 为基体的相对磁导率．对于橡胶基体，取 μ １ ＝ １．
在 ｚ 轴方向上，总伸长量为 ｎｒ０（λ － １）， 一条链中偶极子数目为 ｎ， 则相邻两偶极子间的

距离增量为

　 　 Δｒ ＝
ｎｒ０（λ － １）

ｎ
＝ ｒ０（λ － １） ． （１４）

当磁场和链结构的方向一致时，一条链中偶极子的磁矩方向均与 Ｈ０ 同向，大小均为 ｍ０，
可由式（５）求得．由式（１３），整条链结构中，距离为 ｒｋ ＝ ｋ（ ｒ０ ＋ Δｒ） 的所有偶极子对的能量为

　 　 Ｅｒｋ
＝
μ ０ｍ２

０

２πｒ３ｋ
（ｎ － ｋ ＋ １） ＝

μ ０ｍ２
０

２π（ ｒ０ ＋ Δｒ） ３

１
ｋ３ （ｎ － ｋ ＋ １） ． （１５）

链的总数目为 ｎ２， 所以总的磁相互作用能为

　 　 Ｅｒ ＝ ｎ２∑
ｎ

ｋ ＝ １
Ｅｒｋ

＝
ｎ２μ ０ｍ２

０

２πｒ３０λ ３∑
ｎ

ｋ ＝ １

１
ｋ３ （ｎ － ｋ ＋ １） ． （１６）

在 ｘ 轴和 ｙ 轴方向上，材料侧面收缩会引起链结构之间相对位置的变化，从而引起磁能的

改变．材料侧面的收缩量为 ｎｄ０（１ － １ ／ λ ）， 链结构垂直方向上的偶极子数为 ｎ， 则水平相邻

两偶极子间的距离变化量为

　 　 Δｄ ＝
ｎｄ０（１ － １ ／ λ ）

ｎ
＝ λ － １

λ
ｄ０ ． （１７）

所有距离为 ｄｉ ＝ ｉ（ｄ０ － Δｄ） 的链间的磁能为

　 　 Ｅｄｉ
＝ －

μ ０ｍ２
０

４πｄ３
ｉ

（ｎ － ｉ ＋ １） ＝ －
μ ０ｍ２

０λ ３ ／ ２

４πｄ３
０

１
ｉ３
（ｎ － ｉ ＋ １） ． （１８）

所以，由侧面收缩效应引起的总的磁相互作用能为

　 　 Ｅｄ ＝ ｎ２∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｅｄｉ

＝ －
ｎ２μ ０ｍ２

０λ ３ ／ ２

４πｄ３
０

∑
ｎ

ｉ ＝ １

１
ｉ３
（ｎ － ｉ ＋ １） ． （１９）

需要注意的是，式（１６）和式（１９）能量的符号相反，这是因为沿 ｚ 轴方向上的偶极子间表

现出引力，磁相互作用能为正值；沿 ｘ 轴或 ｙ 轴方向上的偶极子间表现出斥力，磁相互作用能
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为负值．则在磁场中，ＭＲＥｓ 磁能密度（单位体积的磁能）为

　 　 Ｅｍ ＝
Ｅｒ ＋ ２Ｅｄ

Ｖ
， （２０）

式中 Ｖ ＝ ｎ３ｒ０ｄ２
０ 为代表性单元的体积．将式（１６）、（１９）代入式（２０）中，得磁能密度为

　 　 Ｅｍ ＝
ｎμ ０ｍ２

０

２πｄ２
０ｒ０

１
ｒ３０λ ３

－ １
ｄ３

０

λ ３ ／ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

ｎ

ｋ ＝ １

１
ｋ３ （ｎ － ｋ ＋ １） ． （２１）

代表性体积单元的尺寸选取要合理，即常数 ｎ 取值要合理，所求的磁能密度才能够满足精

度要求．当 ｎ 取足够大时，能量密度收敛于稳定值．简单说明如下，令

　 　 Ｅ０ ＝
μ ０ｍ２

０

２πｄ２
０ｒ０

１
ｒ３０λ ３

－ １
ｄ３

０

λ ３ ／ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２２）

将 Ｅｍ 以 Ｅ０ 为标准无量纲化， 通过 ＭＡＴＬＡＢ 数值计算， 得到随 ｎ 值变化的能量密度及相对误

差， 如图 ６ 和图 ７ 所示．可以看出， 能量密度最后收敛于稳定值， 且当代表性体积单元的尺寸

为 ＭＲＥｓ 微观结构尺寸的 ２００ 倍以上时， 能量密度的相对误差小于 ０．５％， 式（２１）有足够的精

确度．

图 ６　 ＭＲＥｓ 的能量密度随 ｎ 的变化 图 ７　 ＭＲＥｓ 能量密度的误差

Ｆｉｇ． ６　 Ｅｎｅｒｇｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ＭＲＥｓ Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｅｎｅｒｇｙ ｄｅｎｓｉｔｙ

２．２　 ＭＲＥｓ 的弹性势能

ＭＲＥｓ 内部铁磁颗粒看作是刚性的，颗粒与基体会产生拉、压等作用，引起 ＭＲＥｓ 材料弹

性势能的变化．在无磁场条件下，ＭＲＥｓ 是一种颗粒增强的橡胶材料，可以用超弹性材料的势能

函数来描述其在无磁场时的力学性能［１４］ ．通常，弹性势能函数是应变张量的函数，即
　 　 Ｅｅ ＝ Ｅｅ（ Ｉ１（ｂ），Ｉ２（ｂ），Ｉ３（ｂ））， （２３）

或

　 　 Ｅｅ ＝ Ｅｅ（ Ｉ１（Ｃ），Ｉ２（Ｃ），Ｉ３（Ｃ））， （２４）
其中， ｂ 为左 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｇｒｅｅｎ 变形张量， Ｃ 为右 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｇｒｅｅｎ 变形张量， Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３ 分别是变形张

量的第一、第二、第三不变量，满足如下关系：

　 　

Ｉ１ ＝ λ ２
１ ＋ λ ２

２ ＋ λ ２
３，

Ｉ２ ＝ （λ １λ ２） ２ ＋ （λ ２λ ３） ２ ＋ （λ ３λ １） ２，

Ｉ３ ＝ λ ２
１λ ２

２λ ２
３ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（２５）

通过对超弹性材料的大量实验和理论研究，国内外学者给出了多种不同形式的弹性势能
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函数．本文采用两参数的 Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｌｉｎ 模型来描述 ＭＲＥｓ 的弹性势能，即
　 　 Ｅｅ ＝ ｃ１０（ Ｉ１ － ３） ＋ ｃ０１（ Ｉ２ － ３）， （２６）

式中 ｃ１０ 和 ｃ０１ 为材料参数．
在简单拉压条件下，将式（２５）代入式（２６）中，得到弹性势能为

　 　 Ｅｅ ＝ ｃ１０（λ ２ ＋ ２λ －１ － ３） ＋ ｃ０１（２λ ＋ λ －２ － ３） ． （２７）
２．３　 力⁃磁耦合数学模型

在磁场和外力共同作用下，ＭＲＥｓ 的能量是无磁场时的弹性势能与磁相互作用能的叠

加［１４，１９，２１］，体系总的能量为磁相互作用能、弹性势能和外力功之和，即

　 　 Π ＝ Ｅｍ ＋ Ｅｅ ＋ ∫λ
１
σｄλ ． （２８）

ＭＲＥｓ 在磁场中处于能量平衡时，满足最小势能原理［２９］，即
　 　 δΠ ＝ ０． （２９）

将式（２０）、（２７）代入式（２９）中，可以得出 ＭＲＥｓ 的应力与伸长率之间的关系：

　 　 σ ＝
３ｎμ ０ｍ２

０

２πｄ２
０ｒ０

∑
ｎ

ｋ ＝ １

１
ｋ３ （ｎ － ｋ ＋ １）

１
ｒ３０λ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

３ｎμ ０ｍ２
０

２πｄ２
０ｒ０

∑
ｎ

ｋ ＝ １

１
ｋ３ （ｎ － ｋ ＋ １）

１
２ｄ３

０

λ １ ／ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 ２［ｃ１０（λ － λ －２） ＋ ｃ０１（１ － λ －３）］ ． （３０）
对于一维拉伸情况，应变与伸长率 λ 之间满足关系

　 　 ε ＝ λ － １． （３１）
式（３０）即为表征 ＭＲＥｓ 在单向载荷作用下力⁃磁耦合特性的数学模型．该等式右边包含三项之

和，分别记为 σ ｒ，σ ｄ 和 σ ｅ， 这 ３ 部分应力产生的机理是不同的．σ ｒ 是由每条链结构中的铁磁颗

粒相互作用引起的，而 σ ｄ 是由链结构之间的相互作用产生的， σ ｅ 是铁磁颗粒与基体相互作用

产生的应力．有磁场与无磁场时应力的差值为磁致应力 σｍ， 即式（３０）前两项之和

　 　 σｍ ＝ σ ｒ ＋ σ ｄ ． （３２）
该模型中，ＭＲＥｓ 的微观参数 ｒ０ 可由文献［１４］求得，铁磁颗粒的体积含量百分比为 ϕ， 颗

粒的直径为 Ｄ， 单位体积内的颗粒总数为 ｎ３， 参数之间满足关系式

　 　 （ｎ３ｄ２
０ｒ０）ϕ ＝ ｎ３ ４

３
π Ｄ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

３
é

ë
êê

ù

û
úú ， （３３）

进一步简化得

　 　 ϕ ＝ πＤ３

６ｄ２
０ｒ０

． （３４）

３　 模型的验证与讨论

３．１　 模型的验证

从 ＭＲＥｓ 的微观结构出发，考虑整条链结构中所有铁磁颗粒间的相互作用以及链结构之

间的相互影响，提出了一种表征 ＭＲＥｓ 力⁃磁耦合特性的数学模型．该模型建立了 ＭＲＥｓ 的微观

结构和宏观力学性能之间的联系，解释了 ＭＲＥｓ 的力⁃磁耦合机理．
为了验证本文所提出的模型的合理性与准确性，将其与实验结果［１９］ 进行对比．图 ８ 给出

了磁场分别为 ０，１２３ ｋＡ ／ ｍ、铁磁颗粒体积含量为 １５％的 ＭＲＥｓ 的应力⁃应变关系，可以看出，
理论模型的预测结果与实验结果吻合较好，说明该模型能够准确描述 ＭＲＥｓ 的拉伸性能．

图 ９ 给出了不同磁场下铁磁颗粒体积含量 ２５％的 ＭＲＥｓ 磁致应力与应变的关系．从图中
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可以看出，在同一磁场下，随着应变的增加，磁致应力的变化并不是单调的；在不同磁场下，磁
致应力的变化规律有所不同．这是由 ＭＲＥｓ 内部的微结构决定的．可以看出，本构模型预测结果

与实验数据吻合较好，说明本文所建立的模型能够准确反应磁致应力的变化规律．以图中点划

线为分界线，分界线右下方区域的磁致应力规律都能用文中的模型来准确预测．但在在分界线

左上方的区域，模型与实验结果有一定的误差，这也是目前理论模型的共同问题，仍有待深入

研究．

图 ８　 铁磁颗粒体积含量 １５％的 ＭＲＥｓ 在不同磁场下的总体应力

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｏｆ ＭＲＥｓ ｗｉｔｈ １５％ ｖｏｌ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄｓ

图 ９　 铁磁颗粒体积含量 ２５％的 ＭＲＥｓ 在不同磁场下的磁致应力

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｉｎｄｕｃｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｏｆ ＭＲＥｓ ｗｉｔｈ ２５％ ｖｏｌ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄｓ

３．２　 ＭＲＥｓ 磁致应力的理论预测和微观解释

从文献［１９］的实验结果以及理论分析可知，ＭＲＥｓ 磁致应力的大小和变化规律与外磁场

有关，且呈现出一定的规律．这种规律在不同大小的磁场下有所不同．
图 １０ 给出了较小磁场下 ＭＲＥｓ 的磁致应力随应变的变化曲线．可以看出，磁场较小时，实

验和模型均表明磁致应力先缓慢减小，随后增大，分别对应图 １０ 的阶段Ⅰ和阶段Ⅱ．在阶段Ⅰ
的开始位置，材料中的铁磁颗粒相互作用，在宏观上表现出一定大小的磁致应力，但此时磁致
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应力的初始值不为零．随着材料进一步被拉伸，每条链结构中的铁磁颗粒之间的距离 ｒ０ 逐渐增

大，模型中的应力 σ ｒ 逐渐减小，导致磁致应力 σｍ 减小．当材料的变形足够大时，由于侧面收缩

效应， ｄ０ 逐渐减小，链与链之间的相互作用会显著增强，引起 σ ｄ 不断增大，且 σ ｄ 的增大幅度

超过 σ ｒ 的减小幅度，导致磁致应力 σｍ 增大，曲线过渡到阶段Ⅱ．由此可见，磁致应力的变化规

律与材料的微观结构变化紧密相连．

图 １０　 ＭＲＥｓ 在较小磁场下的磁致应力 图 １１　 ＭＲＥｓ 在较大磁场下的磁致应力

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｉｎｄｕｃｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｏｆ ＭＲＥｓ Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｍａｇｎｅｔｏ⁃ｉｎｄｕｃｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｏｆ ＭＲＥｓ

ｕｎｄｅｒ ｓｍａｌｌｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄｓ ｕｎｄｅｒ ｌａｒｇｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄｓ

磁场较大时，材料磁致应力的变化规律与磁场较小时有所不同，如图 １１ 所示， 磁致应力

的变化过程分为 ３ 个阶段．在第Ⅰ阶段，磁致应力随应变的增大而增大，这是由于 ＭＲＥｓ 在成

型过程中铁磁颗粒在磁场环境中移动成链状结构，朝着系统能量最小的状态演化［１５］ ．当材料

发生变形时会导致整体磁能增加，因而磁致应力在开始阶段会出现上升趋势．当材料处在阶段

Ⅱ中时材料变形较小，每条链结构中的铁磁颗粒相互作用，应力 σ ｒ 的变化是导致磁致应力 σｍ

变化的主要因素．在阶段Ⅲ中材料变形较大，此时链结构间的相互作用增强，应力 σ ｄ 不断增

大，引起磁致应力 σｍ 增大．这两个区域的规律分别与小磁场下的第Ⅰ和第Ⅱ阶段类似，都与材

料内部微结构的变化紧密相关．

４　 结　 　 论

本文基于磁偶极子假设，从 ＭＲＥｓ 材料的微观结构出发，考虑了链结构中所有铁磁颗粒的

相互作用以及链结构之间的相互影响，从能量的角度建立了描述 ＭＲＥｓ 在单向载荷作用下力⁃
磁耦合行为的数学模型，详细分析了 ＭＲＥｓ 磁致应力的变化规律与材料微结构间的关系．结果

表明：
１） 文中提出的数学模型能够准确表征 ＭＲＥｓ 的力⁃磁耦合特性，在一定范围内能够准确

描述和预测材料的总体应力和磁致应力．
２） ＭＲＥｓ 的磁致应力是同一链结构中的铁磁颗粒以及相邻链结构之间的相互作用共同

决定的，磁致应力的变化规律与材料微结构紧密相关．当变形较小时，磁致应力由同一条链结

构中铁磁颗粒间的相互作用决定；当变形较大时，链结构之间的相互作用显著增强．这是导致

磁致应力非线性变化的主要原因．
３） 磁场大小不同导致磁致应力的变化规律有所不同．磁场较小时磁致应力的变化可分为

００１ 磁流变弹性体的力⁃磁耦合模型



两个阶段，磁场较大时磁致应力的变化可分为 ３ 个阶段．文中定性解释了这种现象，深层次机

理仍有待进一步研究．
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