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摘要：　 在疾病控制过程中， 媒体的重要性举足轻重．该文旨在建立并分析一个含有媒体效应的多

时滞传染病模型， 研究模型的稳定性， 并通过分析相应特征方程根， 分别研究在时滞不同的 ５ 种

情况下， 系统的稳定性发生变化， 以及产生 Ｈｏｐｆ 分支的条件．再利用持续性理论， 证明模型的持

续生存性．最后将时滞模型研究结果应用于苏格兰小儿肺炎中， 验证媒体效应对疫情控制起到的

重要作用以及时滞大小对模型稳定性的影响．

关　 键　 词：　 媒体效应；　 传染病模型；　 多时滞；　 稳定性分析；　 Ｈｏｐｆ 分支；　 持续性

中图分类号：　 Ｏ１７５．１３　 　 　 文献标志码：　 Ａ ｄｏｉ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．３８００２５

引　 　 言

传染病模型是在理论上研究传染病的流行和传播规律， 为建立传染病防控体系提供理论

依据的重要工具之一．近年来国内外很多研究者已经运用数学模型对各类传染病，包括肺炎、
肺结核、霍乱、麻疹、西尼罗河热、登革热等进行研究， 并制定如预防接种、口服疫苗等有效的

预防和控制措施．
近年来随着社会的不断进步， 科学技术的不断发展完善， 大众媒体如电视、 广播、 网络、

手机、 数字媒体等也随之蓬勃发展起来．一些研究者注意到媒体效应在传染病防控中起到举

足轻重的作用．媒体传播以其独有的传播优势可以帮助人们不受时间空间的限制以最快的速

度和最高的效率传递信息和知识，加速人与人之间的交流．当传染病暴发时， 不管身处何地，
人们都能迅速通过媒体途径了解传染病的相关信息， 包括感染原因、传播方式、预防方法等，
这些正确的信息可以引导人们积极防范疾病、 规避风险、 稳定情绪， 从而控制传染病的流行．

例如 Ｈ１Ｎ１ 流感自 ２００９ 年从墨西哥爆发后，公共媒体对感染症状、感染者数量、死亡病例

数量和预防措施等信息及时进行报道， 人们的行为和习惯因此受到影响，自发地开始戴口罩、
勤洗手、尽量少去人多的公众场合等， 从而减少疾病传播的有效接触率， 直接降低了感染者

的数量．
所以研究媒体信息传播对传染病的预防控制具有重要意义．
通过建立数学模型来讨论媒体作用对传染病传播的影响是一个有效的方法．２００７ 年 Ｌｉｕ
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等在文献［１］中首次引入媒体报道这一因素建立一个 ＥＩＨ 模型， 引入媒体影响因子函数 ｆ（Ｅ，
Ｉ，Ｈ） ＝ ｅ －ａ１Ｅ－ａ２Ｉ－ａ３Ｈ， 研究媒体报道对传染病多次爆发或持续周期震荡带来的影响．但该模型并

没有考虑到总人口数量的变化．Ｍｉｓｒａ 等在文献［２］中建立利用媒体效应来控制传染病的 ＳＩＳＭ
模型， 考虑到了易感者在媒体宣传作用下成为一类有防控意识的易感者， 感染者人数先慢慢

降低，但随着时间推移， 一些采取自我保护措施的易感者预防意识会淡化并逐渐转化为无防

范意识的易感者， 因而感染者又会随之增加．Ｃｕｉ 等在文献［３］中改进了文献［１］的模型， 也就

媒体报道对传染病控制的影响进行了系统的研究， 并考虑到当传染病爆发时，由于媒体获取

信息需要一段时间， 从而建立时滞模型．其研究结果表明媒体影响会导致疾病传播的震荡减

弱， 从而减少感染者人数．Ｃｏｌｌｉｎｓｏｎ 等［４］在 Ｈ１Ｎ１ 模型中引入媒体报道因素， 确认随着媒体的

深入报道和正面引导会极大降低病毒的接触率．但当媒体宣传慢慢疲劳减弱的时候， 又会抑

制这些正面影响．Ｍｉｓｒａ 等在文献［５］中也是考虑到了执行媒体宣传时的时滞影响， 从而建立

一个具有媒体效应的时滞模型．该文的研究结果表明媒体效应起到很重要的防控作用， 且时

滞会引起 Ｈｏｐｆ 分支．刘玉英和肖燕妮在文献［６］中建立一个受媒体影响且具有分段感染率的

传染病模型， 用一个非光滑函数刻画媒体影响因子， 当染病者人数低于函数临界值时， 影响

因子函数随着染病者人数的增加成指数递减的趋势；但当染病者数量达到或超过临界值时，
影响因子始终为一固定值．最后该文还根据基本再生数的大小分析了各平衡态的局部和全局

渐近稳定性．Ｓｕｎ 等的文献［７］讨论了尽管媒体宣传并不是控制传染病流行的决定性因素， 但

还是起着不可忽视的重要作用．张素霞和周义仓在文献［８］中研究了由于媒体影响而导致易感

性不同的一个 ＳＥＩ 传染病模型并分析了模型可能出现的后向分支及其平衡点的稳定性和持久

性， 以及讨论媒体的宣传作用对易感者人群进行影响的最优控制策略．最近， Ｇｒｅｅｎｈａｌｇｈ 等在

文献［９］中建立多时滞模型， 分析其稳定性并采用肺炎为例进行数值模拟．其他类似的参考文

献可参见［１０⁃１３］．
我国根据《中华人民共和国传染病防治法》及相关文件《最新法定传染病分类》共划分了

３９ 种传染病， 分为甲类、乙类和丙类．其中甲类传染病规定必须城镇于 ６ 小时内， 农村于 １２ 小

时内向发病地的疾病控制机构报告．乙类传染病规定必须城镇于 １２ 小时内， 农村于 ２４ 小时内

向发病地的疾病控制机构报告．这首先就导致了媒体信息收集上产生滞后性．等到政府开始重

视该疾病， 媒体开始播报并产生积极影响也需要一段时间．而人们接受媒体信息， 再做出相应

反应也存在滞后性， 不同的时滞产生的影响巨大．上述提到的文献中大部分都没有考虑到时

滞产生的影响或者只考虑到了某种时滞的单一情况．为了研究媒体影响对传染病控制起到的

重要作用， 本文全面考量多时滞的不同影响， 考虑媒体影响传染病传播的实际情况，建立并

分析一类带有媒体引发的意识累积密度的多时滞传染病模型．

１　 ＯＤＥ 模型

在本文模型中， 将易感者分为有防范意识的人群和无防范意识的人群， 并只考虑个体与

个体之间直接传播的传染方式．在传染病爆发初期， 随着媒体越来越多的报道， 原本无意识的

易感者接受的正面预防疾病的信息越来越多，并逐渐变成有意识的易感者， 从而避免和染病

者进行直接接触， 这样可以大大降低传染病的传播率．但随着时间的推移， 加之对传染病的信

息获取不是永久性的， 部分有意识的个体在信息耗散之后又会转变回无意识者．另一方面， 考

虑媒体执行的现实情况， 媒体获得信息再执行宣传需要一段时间， 这会产生时滞， 记为 τ２ ．同
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时人们开始接受媒体信息并产生自我保护也需要一定的时间， 也产生时滞， 记为 τ１ ．故建立如

下带有媒体引发的意识累积密度的双时滞模型：

　 　 ｄＳ
ｄｔ

＝ Λ － βＳＩ － ηＳＭ（ ｔ － τ１） － μＳ ＋ υＩ ＋ αＡ， （１）

　 　 ｄＩ
ｄｔ

＝ βＳＩ － （μ ＋ ｕ１ ＋ υ） Ｉ， （２）

　 　 ｄＡ
ｄｔ

＝ ηＳＭ（ ｔ － τ１） － （μ ＋ α）Ａ， （３）

　 　 ｄＭ
ｄｔ

＝ ξＩ（ ｔ － τ２） － ϕＭ， （４）

其中 Ｓ（ ｔ）， Ｉ（ ｔ） 和 Ａ（ ｔ） 分别表示在 ｔ 时刻无意识的易感染者、 染病者和有意识的易感染者，
Ｍ（ ｔ） 表示在 ｔ 时刻该地区由媒体引发的意识程序的累积密度，总人口 Ｎ（ ｔ） 随时间变化且

Ｎ（ ｔ） ＝ Ｓ（ ｔ） ＋ Ｉ（ ｔ） ＋ Ａ（ ｔ），Λ表示总人口潜入率， β表示病菌传播率， μ表示自然死亡率， ｕ１ 为

因病死亡率，υ 为感染者的康复率， α 为有意识个体到无意识个体的转移率， η 为意识的传播

率，ξ 为媒体项目的贯彻率， ϕ 为媒体由于无效的耗散率．所有的参数均为正．
定义 Ｂａｎａｃｈ 空间中的连续函数 ψ：［ － τ，０］ → Ｒ４

＋， 且模为

　 　 ‖ψ‖ ＝ ｓｕｐ
－τ≤θ≤０

{ ｜ ψ １（θ） ｜ ， ｜ ψ ２（θ） ｜ ， ｜ ψ ３（θ） ｜ ， ｜ ψ ４（θ） ｜ } ，

其中 τ ＝ ｍａｘ { τ １，τ ２ } 且 ψ ＝ （ψ １，ψ ２，ψ ３，ψ ４） ．系统（１） ～ （４）的初始条件为

　 　 Ｓ（θ） ＝ ψ １（θ） ≥ ０， Ｉ（θ） ＝ ψ ２（θ） ≥ ０， Ａ（θ） ＝ ψ ３（θ） ≥ ０， Ｍ（θ） ＝ ψ ４（θ） ≥ ０，
　 　 θ ∈ ［ － τ， ０］ ． （５）

由文献［１４］ 的泛函微分方程理论可知系统（１） ～ （４） 存在唯一满足初始条件的解：
（Ｓ（ ｔ），Ｉ（ ｔ），Ａ（ ｔ），Ｍ（ ｔ）） ．

由 Ｎ（ ｔ） ＝ Ｓ（ ｔ） ＋ Ｉ（ ｔ） ＋ Ａ（ ｔ）， 上述系统（１） ～ （４）可改写为

　 　 ｄＩ
ｄｔ

＝ β（Ｎ － Ｉ － Ａ） Ｉ － （μ ＋ ｕ１ ＋ υ） Ｉ， （６）

　 　 ｄＡ
ｄｔ

＝ η（Ｎ － Ｉ － Ａ）Ｍ（ ｔ － τ １） － （μ ＋ α）Ａ， （７）

　 　 ｄＮ
ｄｔ

＝ Λ － μＮ － ｕ１Ｉ， （８）

　 　 ｄＭ
ｄｔ

＝ ξＩ（ ｔ － τ ２） － ϕＭ ． （９）

由方程（８）可得当 ｔ → ∞ 时， ｌｉｍｔ→∞ Ｎ（ ｔ） ≤ Λ ／ μ ．又因为 Ｎ（ ｔ） ＝ Ｓ（ ｔ） ＋ Ｉ（ ｔ） ＋ Ａ（ ｔ）， 则必有

Ｉ（ ｔ） ≤Λ ／ μ， Ａ（ ｔ） ≤Λ ／ μ ．再由方程（９） 可解得 ｌｉｍｔ→∞ Ｍ（ ｔ） ≤ ξΛ ／ （μϕ）， 则由文献［１４］可得

系统（６） ～ （９）的吸引域为

　 　 Ｄ ＝ { （Ｓ， Ｉ， Ａ， Ｍ） ∈ Ｒ４
＋： ０ ≤ Ｉ， Ａ ≤ Λ

μ
， ０ ≤ Ｍ ≤ ξΛ

μϕ } ． （１０）

２　 平衡点和分支分析

本节针对时滞的情况对时滞系统的地方病平衡点的稳定性以及分支进行讨论．首先系统

在地方病平衡点 Ｅ∗（ Ｉ∗，Ａ∗，Ｎ∗，Ｍ∗） 的 Ｊａｃｏｂｉ（雅克比）矩阵为
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．

在地方病平衡点的特征方程为

　 　 λ ４ ＋ ａ１λ ３ ＋ ａ２λ ２ ＋ ａ３λ ＋ ａ４ ＋ （ｂ１λ ＋ ｂ２）ｅ
－（τ１＋τ２）λ ＝ ０， （１１）

其中

　 　 ａ１ ＝ ２μ ＋ α ＋ ϕ ＋ ηＭ∗ ＋ βＩ∗，
　 　 ａ２ ＝ βＩ∗（２μ ＋ α ＋ ｕ１ ＋ ϕ） ＋ μ（ηＭ∗ ＋ μ ＋ α ＋ ϕ） ＋ ϕ（ηＭ∗ ＋ μ ＋ α），
　 　 ａ３ ＝ － ξηβＩ∗（Ｎ∗ － Ｉ∗ － Ａ∗） ＋ ｕ１βＩ∗（μ ＋ α ＋ ϕ） ＋ βＩ∗（μ ＋ α）（μ ＋ ϕ），
　 　 ａ４ ＝ － ξμηβＩ∗（Ｎ∗ － Ｉ∗ － Ａ∗） ＋ βＩ∗ϕ（μ ＋ α）（μ ＋ ｕ１），
　 　 ｂ１ ＝ ξηβＩ∗（Ｎ － Ｉ∗ － Ａ∗），
　 　 ｂ２ ＝ μξηβＩ∗（Ｎ － Ｉ∗ － Ａ∗） ．
Ｃａｓｅ １　 τ １ ＝ τ ２ ＝ ０．
当双时滞都为 ０ 时， 原时滞系统变为如下 ＯＤＥ 方程组：

　 　 ｄＩ
ｄｔ

＝ β（Ｎ － Ｉ － Ａ） Ｉ － （μ ＋ ｕ１ ＋ υ） Ｉ， （１２）

　 　 ｄＡ
ｄｔ

＝ η（Ｎ － Ｉ － Ａ）Ｍ － （μ ＋ α）Ａ， （１３）

　 　 ｄＮ
ｄｔ

＝ Λ － μＮ － ｕ１Ｉ， （１４）

　 　 ｄＭ
ｄｔ

＝ ξＩ － ϕＭ ． （１５）

通过 Ｖａｎ ｄｅｎ Ｄｒｉｅｓｓｃｈｅ 和 Ｗａｔｍｏｕｇｈ［１５］的方法， 基本再生数 Ｒ０ 表示当总人口数量达到稳定的

平衡态且均为已感染者时，一个感染者在有效传染期内混入易感人群中所能产生的第二代传

染病人数， 可以通过计算求得 Ｒ０ ＝ βΛ ／ （μ（μ ＋ ｕ１ ＋ υ）） ．
模型（１２） ～ （１５）的无病平衡点为 Ｅ０（０，０，Λ ／ μ，０） ．地方病平衡点 Ｅ∗ ＝ （ Ｉ∗， Ａ∗， Ｎ∗，

Ｍ∗） 可由下面的式子确定：

　 　 Ｍ∗ ＝ ξＩ∗

ϕ
， Ｎ∗ ＝

Λ － ｕ１ Ｉ∗

μ
， Ａ∗ ＝ η（Ｎ∗ － Ｉ∗）Ｍ∗

ηＭ∗ ＋ μ ＋ α
．

通过计算， 可以建立如下定理（计算可参考文献［２，５⁃６］， 此处计算略）．
定理 １　 当 Ｒ０ ＜ １ 时， ＯＤＥ 模型（１２） ～ （１５）的无病平衡点是局部渐近稳定以及全局渐

近稳定的．
定理 ２　 当 Ｒ０ ＞ １ 时， ＯＤＥ 模型（１２） ～ （１５）的地方病平衡点是局部渐近稳定以及全局

渐近稳定的．
Ｃａｓｅ ２　 τ １ ＝ ０， τ ２ ＞ ０．
设 λ ＝ ｉω 是方程（１１）的一个根， 将 λ 代入方程（１１）并分离实部和虚部后，可得到下面的

两个方程：
　 　 ω ４ － ａ２ω ２ ＋ ａ４ ＝ － ｂ１ωｓｉｎ（ωτ ２） － ｂ２ｃｏｓ（ωτ ２）， （１６）
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　 　 ａ１ω ３ － ａ３ω ＝ ｂ１ωｃｏｓ（ωτ ２） － ｂ２ｓｉｎ（ωτ ２） ． （１７）
将方程（１６）和（１７）平方相加后， 再令 ω ２ ＝ ｘ２， 得到

　 　 Ｆ（ｘ２） ＝ ｘ４
２ ＋ Ｃ１ｘ３

２ ＋ Ｃ２ｘ２
２ ＋ Ｃ３ｘ２ ＋ Ｃ４ ＝ ０， （１８）

其中　 　 Ｃ１ ＝ － ２ａ２ ＋ ａ２
１， Ｃ２ ＝ ａ２

２ ＋ ２ａ４ － ２ａ１ａ３， Ｃ３ ＝ － ２ａ２ａ４ ＋ ａ２
３ － ｂ２

１， Ｃ４ ＝ ａ２４ － ｂ２
２ ．

如果系数 Ｃ ｉ 满足 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 条件， 则方程（１８）不会有任何正根， 因此也不会得到满

足方程（１６）和（１７）的正 ω ．在这种情况下有以下定理．
定理 ３　 当 Ｒ０ ＞ １， 时滞 τ ２ ＞ ０ 时， 如果 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 条件满足， 系统（６） ～ （９）的地方

病平衡点是局部渐近稳定的．
另一方面， 若系数 Ｃ ｉ 不满足 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 条件， 假设 Ｆ（０） ＝ Ｃ４ ＜ ０ 成立， 以及 ｌｉｍｘ→∞

Ｆ（ｘ２） ＝ ∞ 可以确保方程（１８） 存在一个正的实根使得方程（１１） 必有一对纯虚根 ± ｉω ．
从方程（１６）和（１７）可解得时滞临界值 τ ２ｎ 的表达式如下：

　 　 τ ２ｎ
＝ １
ω

ｔａｎ －１ ｂ２ω（ａ１ω ２ － ａ３） ＋ ｂ１ω（ω ４ － ａ２ω ２ ＋ ａ４）
ｂ２（ω ４ － ａ２ω ２ ＋ ａ４） － ｂ１ω ２（ａ１ω ２ － ａ３）

＋ ２ｎπ
ω

，

　 　 ｎ ＝ ０，１，２，… ． （１９）
再对方程（１１）左右两边同时求 λ 关于 τ ２ 的导数并化简，可得

　 　 ｄλ
ｄτ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

＝
（４λ ３ ＋ ３ａ１λ ２ ＋ ２ａ２λ ＋ ａ３）ｅλτ２

λ（λｂ１ ＋ ｂ２）
＋

ｂ１

λ（λｂ１ ＋ ｂ２）
－
τ ２

λ
． （２０）

令 τ ２０
＝ ｍｉｎ { τ ２ｎ

} ，ｎ ＝ ０，１，２，…， 相应得到 ω ２， 再计算求得

　 　 ｓｇｎ ｄ（Ｒｅ（λ））
ｄτ ２

é

ë
êê

ù

û
úú

τ２ ＝ τ２０

λ ＝ ｉω２

＝ ｓｇｎ Ｒｅ ｄλ
ｄτ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

τ２ ＝ τ２０

λ ＝ ｉω２

＝

　 　 　 　 ｓｇｎ
４λ ３ ＋ ３ａ１λ ２ ＋ ２ａ２λ ＋ ａ３ ＋ ｂ１ｅ

－λτ２

λ（ｂ１λ ＋ ｂ２）ｅ
－λτ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

τ２ ＝ τ２０

λ ＝ ｉω２

＝

　 　 　 　 ｓｇｎ
Ｆ′（ω ２

２）
ｂ２
１ω ２

２ ＋ ｂ２
２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

τ２ ＝ τ２０

λ ＝ ｉω２

． （２１）

由前面的假设条件 Ｃ４ ＜ ０可知， Ｆ′（ｘ２） ＞ ０， 则上述方程（２１） 一定大于０．即意味着当 τ ２

＞ τ ２０ 时，至少存在一个根有一个正实部并且从左向右穿过虚轴．因此当 τ ＝ τ ２０ 时， Ｈｏｐｆ 分支

产生， 并在 τ ＝ τ ２０ 附近产生一簇周期解．由文献［１６⁃１７］的 Ｈｏｐｆ 分支定理， 可建立如下定理．
定理 ４　 当 Ｒ０ ＞ １， 时滞 τ ２ ∈ ［０，τ ２０） 时， 如果 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 条件满足， 系统（６） ～ （９）

的地方病平衡点是局部渐近稳定的；当时滞 τ ＞ τ ２０ 时， 系统（６） ～ （９）不稳定；当 τ ＝ τ ２０ 时，
系统在地方病平衡点产生 Ｈｏｐｆ 分支， 并在 τ ＝ τ ２０ 附近产生一簇周期解．

Ｃａｓｅ ３　 τ １ ＞ ０， τ ２ ＝ ０．
采用和 Ｃａｓｅ ２ 类似的方法， 设 λ ＝ ｉω 是方程（１１） 的一个根， 可求得时滞临界值 τ ３ｎ 的表

达式如下：

　 　 τ ３ｎ
＝ １
ω

ｔａｎ －１ ｂ２ω（ａ１ω ２ － ａ３） ＋ ｂ１ω（ω ４ － ａ２ω ２ ＋ ａ４）
ｂ２（ω ４ － ａ２ω ２ ＋ ａ４） － ｂ１ω ２（ａ１ω ２ － ａ３）

＋ ２ｎπ
ω

，

　 　 ｎ ＝ ０，１，２，… ． （２２）
再对方程（１１）左右两边同时求 λ 关于 τ １ 的导数并化简，可得

　 　 ｄλ
ｄτ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

＝
（４λ ３ ＋ ３ａ１λ ２ ＋ ２ａ２λ ＋ ａ３）ｅλτ２

λ（λｂ１ ＋ ｂ２）
＋

ｂ１

λ（λｂ１ ＋ ｂ２）
－
τ １

λ
． （２３）
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令 τ ３０
＝ ｍｉｎ { τ ３ｎ

} ， ｎ ＝ ０，１，２，…， 相应得到 ω ３， 再计算求得

　 　 ｓｇｎ ｄ（Ｒｅ（λ））
ｄτ １

é

ë
êê

ù

û
úú

τ１ ＝ τ３０

λ ＝ ｉω３

＝ ｓｇｎ Ｒｅ ｄλ
ｄτ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

τ１ ＝ τ３０

λ ＝ ｉω３

＝

　 　 　 　 ｓｇｎ
４λ ３ ＋ ３ａ１λ ２ ＋ ２ａ２λ ＋ ａ３ ＋ ｂ１ｅ

－λτ１

λ（ｂ１λ ＋ ｂ２）ｅ
－λτ１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

τ１ ＝ τ３０

λ ＝ ｉω３

＝

　 　 　 　 ｓｇｎ
Ｆ′（ω ２

３）
ｂ２
１ω ２

３ ＋ ｂ２
２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

τ１ ＝ τ３０

λ ＝ ｉω３

． （２４）

同样， 由前面的假设条件 Ｃ４ ＜ ０可知， Ｆ′（ω ２
３） ＞ ０， 则上述方程（２４） 一定大于 ０．即意味

着当 τ ＞ τ ３０ 时，至少存在一个根有一个正实部并且从左向右穿过虚轴．因此当 τ ＝ τ ３０ 时， Ｈｏｐｆ
分支产生， 并在 τ ＝ τ ３０ 附近产生一簇周期解．由文献［１６⁃１７］的 Ｈｏｐｆ 分支定理， 可以建立如下

的定理．
定理 ５　 当 Ｒ０ ＞ １， 时滞 τ １ ∈ ［０，τ ３０） 时， 如果 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 条件满足， 系统（６） ～ （９）

的地方病平衡点是局部渐近稳定的；当时滞 τ ＞ τ ３０ 时， 系统（６） ～ （９） 不稳定；当 τ ＝ τ ３０ 时，
系统在地方病平衡点产生 Ｈｏｐｆ 分支， 并在 τ ＝ τ ３０ 附近产生一簇周期解．

Ｃａｓｅ ４　 τ １ ＞ ０， τ ２ 固定在稳定区间（０， τ ２０） 中．
在此种情况中，将 τ １ 作为参数，设 λ ＝ ｉω 是方程（１１） 的一个根，为先消去 τ １， 可得方程：
　 　 ［ｂ１ωｓｉｎ（ωτ ２） ＋ ｂ２ｃｏｓ（ωτ ２）］ｃｏｓ（ωτ １） －
　 　 　 　 ［ － ｂ１ωｃｏｓ（ωτ ２） ＋ ｂ２ｓｉｎ（ωτ ２）］ ｓｉｎ（ωτ １） ＋ ω ４ － ａ２ω ２ ＋ ａ４ ＝ ０， （２５）
　 　 ［ － ｂ１ωｃｏｓ（ωτ ２） ＋ ｂ２ｓｉｎ（ωτ ２）］ｃｏｓ（ωτ １） ＋
　 　 　 　 ［ｂ１ωｓｉｎ（ωτ ２） ＋ ｂ２ｃｏｓ（ωτ ２）］ｓｉｎ（ωτ １） ＋ ａ１ω ３ － ａ３ω ＝ ０． （２６）
将方程（２５）和（２６）平方相加后， 再令 ω ２ ＝ ｘ４， 得到

　 　 Ｆ（ｘ４） ＝ ｘ４
４ ＋ （ － ２ａ２ ＋ ａ２

１）ｘ３
４ ＋ （ａ２

２ ＋ ２ａ４ － ２ａ１ａ３）ｘ２
４ ＋

　 　 　 　 （ － ２ａ２ａ４ ＋ ａ２
３ － Ｂ２

１）ｘ１ ＋ （ａ４
２ － ｂ２） ＝ ０． （２７）

时滞临界值 τ ４ｎ 的表达式如下：

　 　 τ ４ｎ
＝ １
ω

ｔａｎ －１ ｂ２ω（ａ１ω ２ － ａ３） ＋ ｂ１ω（ω ４
４ － ａ２ω ２ ＋ ａ４）

ｂ２（ω ４ － ａ２ω ２ ＋ ａ４） － ｂ１ω ２（ａ１ω ２ － ａ３）
＋ ２ｎπ

ω
，

　 　 ｎ ＝ ０，１，２，… ． （２８）
再对方程（１１）左右两边同时求 λ 关于 τ １ 的导数并化简，可得

　 　 ｄλ
ｄτ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

＝
（４λ ３ ＋ ３ａ１λ ２ ＋ ２ａ２λ ＋ ａ３）ｅλ（τ１＋τ２）

λ（λｂ１ ＋ ｂ２）
＋

ｂ１

λ（λｂ１ ＋ ｂ２）
－
τ １

λ
． （２９）

令 τ ４０
＝ ｍｉｎ { τ ４ｎ

} ， ｎ ＝ ０，１，２，…， 相应得到 ω ４， 再计算求得

　 　 ｓｇｎ ｄ（Ｒｅ（λ））
ｄτ １

é

ë
êê

ù

û
úú

τ１ ＝ τ４０

λ ＝ ｉω４

＝ ｓｇｎ Ｒｅ ｄλ
ｄτ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

τ１ ＝ τ４０

λ ＝ ｉω４

＝

　 　 　 　 ｓｇｎ
４λ ３ ＋ ３ａ１λ ２ ＋ ２ａ２λ ＋ ａ３ ＋ ｂ１ｅ

－λ（τ１＋τ２）

λ（ｂ１λ ＋ ｂ２）ｅ
－λτ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

τ１ ＝ τ４０

λ ＝ ｉω４

＝

　 　 　 　 ｓｇｎ
Ｆ′（ω ２

４）
ｂ２
１ω ２

４０
＋ ｂ２

２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

τ１ ＝ τ４０

λ ＝ ｉω４

． （３０）

同样， 由前面的假设条件 Ｃ４ ＜ ０可知， Ｆ′（ω ２
４） ＞ ０， 则上述方程（３３） 一定大于 ０．即意味
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着当 τ ＞ τ ４０ 时，至少存在一个根有一个正实部并且从左向右穿过虚轴．因此当 τ ＝ τ ４０ 时， Ｈｏｐｆ
分支产生， 并在 τ ＝ τ ４０ 附近产生一簇周期解．由文献［１６⁃１７］的 Ｈｏｐｆ 分支定理， 可以得到下面

的定理．
定理 ６　 当 Ｒ０ ＞ １， 时滞 τ １ 固定在稳定区间［０，τ ２０） 中， 时滞 τ １ ∈ ［０，τ ４０） 时， 如果

Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 条件满足， 系统（６） ～ （９）的地方病平衡点是局部渐近稳定的；当时滞 τ １ ＞ τ ４０

时， 系统（６） ～ （９）不稳定；当 τ １ ＝ τ ４０ 时， 系统在地方病平衡点产生 Ｈｏｐｆ 分支， 并在 τ １ ＝ τ ４０

附近产生一簇周期解．
Ｃａｓｅ ５　 τ ２ ＞ ０， τ １ 固定在稳定区间（０， τ ３０） 中．
此例与 Ｃａｓｅ ４ 类似， 可求得时滞临界值 τ ５ｎ 的表达式如下：

　 　 τ ５ｎ
＝ １
ω

ｔａｎ －１ ｂ２ω（ａ１ω ２ － ａ３） ＋ ｂ１ω（ω ４ － ａ２ω ２ ＋ ａ４）
ｂ２（ω ４ － ａ２ω ２ ＋ ａ４） － ｂ１ω ２（ａ１ω ２ － ａ３）

＋ ２ｎπ
ω

，

　 　 ｎ ＝ ０，１，２，… ． （３１）
再对方程（１１）左右两边同时求 λ 关于 τ ２ 的导数并化简，可得

　 　 ｄλ
ｄτ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

＝
（４λ ３ ＋ ３ａ１λ ２ ＋ ２ａ２λ ＋ ａ３）ｅλ（τ１＋τ２）

λ（λｂ１ ＋ ｂ２）
＋

ｂ１

λ（λｂ１ ＋ ｂ２）
－
τ ２

λ
． （３２）

令 τ ５０
＝ ｍｉｎ { τ ５ｎ

} ，ｎ ＝ ０，１，２，…， 相应得到 ω ５， 再计算求得

　 　 ｓｇｎ ｄ（Ｒｅ（λ））
ｄτ ２

é

ë
êê

ù

û
úú

τ２ ＝ τ５０

λ ＝ ｉω５

＝ ｓｇｎ Ｒｅ ｄλ
ｄτ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

τ２ ＝ τ５０

λ ＝ ｉω５

＝

　 　 　 　 ｓｇｎ
４λ ３ ＋ ３ａ１λ ２ ＋ ２ａ２λ ＋ ａ３ ＋ ｂ１ｅ

－λ（τ１＋τ２）

λ（ｂ１λ ＋ ｂ２）ｅ
－λτ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

τ２ ＝ τ５０

λ ＝ ｉω５

＝

　 　 　 　 ｓｇｎ
Ｆ′（ω ２

５）
ｂ２
１ω ２

５０
＋ ｂ２

２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （３３）

同样， 由前面的假设条件 Ｃ４ ＜ ０可知， Ｆ′（ω ２
５） ＞ ０， 则上述方程（３３） 一定大于 ０．即意味

着当 τ ２ ＞ τ ５０ 时， 至少存在一个根有一个正实部并且从左向右穿过虚轴．因此当 τ ２ ＝ τ ５０ 时，
Ｈｏｐｆ 分支产生， 并在 τ ２ ＝ τ ５０ 附近产生一簇周期解．由文献［１６⁃１７］的 Ｈｏｐｆ 分支定理， 可以得

到下面的定理．
定理 ７　 当 Ｒ０ ＞ １， 时滞 τ １ 固定在稳定区间［０，τ ３０） 中， 时滞 τ ２ ∈ ［０，τ ５０） 时， 如果

Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ 条件满足， 系统（６） ～ （９）的地方病平衡点是局部渐近稳定的；当时滞 τ ２ ＞ τ ５０

时， 系统（６） ～ （９）不稳定；当 τ ２ ＝ τ ５０ 时， 系统在地方病平衡点产生Ｈｏｐｆ分支， 并在 τ ２ ＝ τ ５０ 附

近产生一簇周期解．

３　 系统的持续生存性

本节介绍文献［１８］的一致持续生存理论．设 Ｘ为度量空间， 假设Ｘ０ ∈Ｘ， Ｘ０ ∈Ｘ， Ｘ０ ∩Ｘ０

＝ ⌀ ．Ｘ 上的 Ｃ０ 半群 Ｔ（ ｔ） 满足

　 　 Ｔ（ ｔ）： Ｘ０ → Ｘ０， Ｔ（ ｔ）：Ｘ０ → Ｘ０ ． （３４）
记 Ｔｂ（ ｔ） ＝ Ｔ（ ｔ） ｜ Ｘ０

， Ａｂ 是 Ｔｂ（ ｔ） 的全局吸引子．
定义 １［１８］ 　 若在 Ｘ中存在一个有界非空集Ｂ使得对任意 ｘ∈Ｘ， 存在一个 ｔ０ ＝ ｔ０（ｘ， Ｂ） 使

得 Ｔ（ ｔ）：ｘ ∈ Ｂ， 对所有 ｔ ＞ ｔ０ 成立， 则称 Ｔ（ ｔ） 在 Ｘ 中是点耗散的．
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引理 １［１８］ 　 若 Ｔ（ ｔ） 满足方程（３４）且
１） 存在 ｔ０ ＞ ０， 使得对所有 ｔ ＞ ｔ０， Ｔ（ ｔ） 是紧的；
２） Ｔ（ ｔ） 在 Ｘ 中是点耗散的；

３） Ａ
－

ｂ ＝ （Ａｂ） 是孤立的且有一非循环覆盖 Ｍ， Ｍ ＝ Ｍ１ ＋ Ｍ２ ＋ … ＋ Ｍｎ；
４） ＷＳ（Ｍｉ） ∩ Ｘ０ ＝ ⌀， ｉ ＝ １，２，…， ｎ ．

则 Ｘ０ 是解关于 Ｘ０ 的一致排斥集， 即存在 ε ＞ ０， 使得任意 ｘ∈ Ｘ０， 有 ｌｉｍｔ→∞ ｄ（Ｔ（ ｔ）ｘ， Ｘ０） ≥
ε， 其中 ｄ 表示 Ｔ（ ｔ）ｘ 到 Ｘ０ 的距离．

接下来证明系统（６） ～ （９）满足引理 １ 的全部条件．记 Ｃ（［ － τ，０］， Ｒ４
＋ ） 是从［ － τ，０］ 到

Ｒ４
＋ 的连续函数组成的 Ｂａｎａｃｈ 空间，取

　 　 Ｃ ＝ { （ψ １， ψ ２， ψ ３， ψ ４） ∈ Ｃ（［ － τ，０］， Ｒ４
＋ ）： ψ １（θ） ≠ ０，ψ ２（θ） ＝ ０， ψ ３（θ） ＝ ０，

ψ ４（θ） ≠ ０， θ ∈ ［ － τ，０］ } ．
记 Ｘ０ ＝ ｉｎｔ Ｃ（［ － τ，０］， Ｒ４

＋ × ［０，１］）， 易知存在一个 ε ０， 使得对系统的所有解 ｕｔ， ｌｉｍｔ→∞ ｉｎｆ
α（ｕｔ， Ｘ０） ≥ ε ０ ．再由 Ｘ０ 和 Ｘ０ 的定义及解的有界性知， 系统（６） ～ （９） 满足引理 １ 中的 １） 和

２）， 且 Ｘ０ 和 Ｘ０ 是不变集．
接下来验证引理 １ 中 ３）的情况．记在 Ｘ０ 中有常数解Ｅ０， 即 Ｓ（ ｔ）＝Λ ／ μ， Ｉ（ ｔ）＝ Ａ（ ｔ）＝Ｍ（ ｔ）

＝ ０．若（Ｓ（ ｔ）， Ｉ（ ｔ）， Ａ（ ｔ）， Ｍ（ ｔ）） 是系统（６） ～ （９） 在Ｘ０ 中的解， 则当 ｔ→∞ 时，Ｓ（ ｔ） →Λ ／ μ，
Ｉ（ ｔ） → ０ ， Ａ（ ｔ） → ０ ， Ｍ（ ｔ） → ０ ．即 Ｃ中所有的点都趋向于 Ｅ０， 即 Ｃ ＝ ＷＳ（Ｅ０）， 于是 Ａｂ ＝ Ｅ０

并且是孤立的．因此系统的流是 Ａｂ 的非循环覆盖， 从而引理 １ 中的 ３）成立．
接下来用反证法证明 ＷＳ（Ｅ０） ∩ Ｃ０ ＝ ⌀ ．假设 ＷＳ（Ｅ０） ∩ Ｃ０ ≠ ⌀， 则存在系统的一个正

解（Ｓ（ ｔ）， Ｉ（ ｔ）， Ａ（ ｔ）， Ｍ（ ｔ）） 满足 ｌｉｍｔ→∞（Ｓ（ ｔ）， Ｉ（ ｔ）， Ａ（ ｔ）， Ｍ（ ｔ）） ＝ （Λ ／ μ，０，０，０） ．设 ε ０ 为

任意充分小的正数， 使得 Ｒ０ ＞ １ ＋ ε ０ ．由式（６）可推得

　 　 ｄＩ
ｄｔ

≥ β Λ
μ

－ ε ０ － Ｉ － Ａæ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ（ ｔ）， （３５）

或者是

　 　 １
Ｉ

ｄＩ
ｄｔ

≥ β Λ
μ

－ ε ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｉ － Ａé

ë
êê

ù

û
úú Ｉ（ ｔ） － （μ ＋ ｕ１ ＋ υ） ． （３６）

Ｉ 和 Ａ 若足够小并且

　 　 Ｒ０ ＞ １ ＋
βε ０

μ ＋ ｕ１ ＋ υ
， １

Ｉ
ｄＩ
ｄｔ

≥ ε １ ＞ ０

对所有 ε １ ＞ ０ 成立．因此存在 ｔ１ ≥ ｔ０ 使得

　 　 １
Ｉ

ｄＩ
ｄｔ

≥ ε １ ＞ ０

成立．所以对 ｔ ≥ ｔ１ 以及 Ｉ（ ｔ１） ＞ ０， 有 Ｉ（ ｔ） ≥ Ｉ（ ｔ１）ｅｘｐ { ε １（ ｔ － ｔ１） } ．这与当 ｔ → ∞ 时， Ｉ（ ｔ）
→ ０ 矛盾．因此就有（Ｓ（ ｔ）， Ｉ（ ｔ）， Ａ（ ｔ）， Ｍ（ ｔ）） －／→（Λ ／ μ，０，０，０）， 这又与前面的假设矛盾．所
以 ＷＳ（Ｅ０） ∩ Ｃ０ ＝ ⌀ ．则系统（６） ～ （９）满足引理 １ 的所有条件， 系统（６） ～ （９）是一致持续生

存的．

４　 模 型 模 拟

本节中采用苏格兰小儿肺炎［９，１９⁃２０］的数据进行数值模拟．小儿肺炎是婴幼儿时期的常见疾
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病， 是婴幼儿死亡的常见原因．肺炎是由病原体感染或吸入羊水及油类和过敏反应等所引起

的肺部炎症， 主要临床表现为发热、 咳嗽、 呼吸急促、 呼吸困难以及肺部啰音等．由文献［９，
１９⁃２０］可得系统的参数如下：

　 　 Ｎ ＝ １５０ ０００， Ａ ＝ ５， ϕ ＝ ０．０５， η ＝ ０．０２， ｕ１ ＝ ０．００２， μ ＝ ０􀆰 ０００ ５，
　 　 α ＝ ０．００１， β ＝ ０．０００ ０２４ ５， υ ＝ ０．００２．

初始条件设为

　 　 Ｓ０ ＝ ９ ０００， Ｉ０ ＝ １ ０００， Ａ０ ＝ ４ ０００， Ｍ０ ＝ １ ０００．
根据该组参数值可计算得 Ｒ０ ＝ ６．９５３ ３．

图 １　 当时滞均为 ０ 时， 随着时间的变化 Ｉ 的变化趋势（其中实线为

数值模拟结果， 虚线为苏格兰小儿肺炎的真实数据）

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｉ ｖｓ． ｔ （ｗｈｅｒｅ ｔｈｅ ｓｏｌｉｄ ｌｉｎｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ

ａｎｄ ｔｈｅ ｄａｓｈｅｄ ｌｉｎｅ ｍａｒｋｓ ｔｈｅ ｒｅａｌ ｄａｔａ ｏｆ ｉｎｆａｎｔｉｌｅ ｐｎｅｕｍｏｎｉａ ｉｎ Ｓｃｏｔｌａｎｄ）

首先令时滞均为 ０， 研究媒体宣传的重要性．图 １ 中实线为数值模拟结果， 虚线为苏格兰

小儿肺炎的真实数据．从图 １ 中可以清楚看出在模型中引入媒体宣传后， 染病者人数明显减

少．图 ２（ａ）表示意识个体到无意识个体的转化率 α 变小， 即染病者成为有意识的易感者越多，
染病者人数越小．这说明媒体持续长期传播的重要性，有关政府部门要持续宣扬疾病的防控工

作， 这会大大降低感染者被再次感染的可能．图 ２（ｂ）表示当意识的传播率 η 值增大时， 染病

者人数反而减小．这说明当传染病爆发时， 媒体应当大力报道宣传， 使得更多的易感者接收到

有用的防控信息．图 ２（ｃ）表示媒体项目的贯彻率 ξ 越大时， 感染者人数越小．这仍然是强调媒

体宣传作用的重要性， 宣传贯彻力度越大， 接受到信息的人越多， 自然感染人数就会越低．图
２（ｄ）表示媒体由于无效的耗散率 ϕ 降低时， 染病者的人数也越小．这说明政府不能停止或者

减少媒体的报道宣传， 必须对该种传染病持续宣传， 才能控制传染病的流行．
为了验证时滞的作用， 首先令 τ １ ＝ ０， 由式（１９） 可计算出 τ ２０

＝ ７１．在图 ３的数值模拟中令

τ ２ ＝ １００ 时， 可以看出 Ｓ， Ｉ， Ａ 和 Ｍ 都发生不稳定的变化．
接下来再令 τ ２ ＝ ０， 由式（２２） 可计算出 τ ３０

＝ ９０．在图 ４ 的数值模拟中令 τ １ ＝ １００ 时， 可

以看出 Ｓ， Ｉ， Ａ 和 Ｍ 也都发生不稳定的变化．说明对传染病进行模拟和预测时， 在时滞变大的

情况下， 对未来的预测会变得更加困难．因此当疾病爆发时， 为了更好地帮助控制流行病的传

０２４１ 考虑媒体播报效应的双时滞传染病模型



播， 媒体应该尽量减小报道的时间滞后性；而易感人群也应该长期保持对媒体报道的敏感意

识， 一旦接受到传染病的相关信息， 就要在最短时间内采取相应的预防保护措施．

（ａ） α 变化 （ｂ） η 变化

（ａ） Ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ α ｖａｌｕｅｓ （ｂ） Ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ η ｖａｌｕｅｓ

（ｃ） ξ 变化 （ｄ） ϕ 变化

（ｃ） Ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ξ ｖａｌｕｅｓ （ｄ） Ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ϕ ｖａｌｕｅｓ

图 ２　 随着时间的变化 Ｉ 的变化趋势

Ｆｉｇ． ２　 Ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ Ｉ ｖｓ． ｔｉｍｅ ｔ

（ａ） Ｓ （ｂ） Ｉ
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（ｃ） Ａ （ｄ） Ｍ

图 ３　 当 τ ２ ＝ １００ 时， 随着时间的变化 Ｓ， Ｉ， Ａ 和 Ｍ 的变化趋势

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｓ， Ｉ， Ａ ａｎｄ Ｍ ｖｓ． ｔ ｆｏｒ τ ２ ＝ １００

（ａ） Ｓ （ｂ） Ｉ

（ｃ） Ａ （ｄ） Ｍ

图 ４　 当 τ １ ＝ １００ 时， 随着时间的变化 Ｓ， Ｉ， Ａ 和 Ｍ 的变化趋势

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｌａｎｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｓ， Ｉ， Ａ ａｎｄ Ｍ ｖｓ． ｔ ｆｏｒ τ １ ＝ １００

２２４１ 考虑媒体播报效应的双时滞传染病模型



５　 结　 　 论

本文建立并分析了一个关于媒体信息对传染病控制产生作用的数学模型， 且考虑了两种

时滞因素．通过分析相应的特征方程根， 分别研究在时滞不同的 ５ 种情况下， 系统稳定性发生

变化， 产生 Ｈｏｐｆ 分支．在数值模拟部分， 采用苏格兰小儿肺炎的例子验证媒体信息传播虽然

不能治疗疾病， 但可以有效减少染病者的数量， 帮助流行病的控制．同时时滞对传染病的模拟

和预测也有重要作用， 媒体应当尽量减小报道的时间滞后性；而易感人群也应该长期保持对

媒体报道的敏感意识， 在最短时间内采取相应的预防保护措施．要注意到的是本文的传染病

模型只考虑到了个人与个人之间的直接传播方式， 对于包含更多传播方式的传染病的研究将

是后续研究工作．
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