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摘要：　 研究带 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的变系数对流扩散方程的数值解法．基于 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｃａｒｄｉｎａｌ 函
数，推导 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶积分的一个有效算子矩阵，以之为基础，提出了变系数分数阶对

流扩散方程的一种新的算子矩阵法．该方法将方程的求解转化成矩阵的代数运算，具有计算量小和

易于编程等特点．给出数值算例并与一些现有的方法进行比较，结果表明该方法是收敛的且在计算

精度上占有优势．
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引　 　 言

分数阶偏微分方程，即含分数阶导数的多变量微分方程，是一类近十几年兴起的数学模

型，它们能准确地刻画自然界中的分数维物理过程，如反常扩散，弥补整数阶偏微分方程在描

述相似现象时出现的与实验结果不一致、参数繁多和意义不清晰的缺陷，受到了国内外学者的

青睐和关注．一些是从实际问题中抽象出的分数阶模型现已成为模拟和解决复杂问题的强有

力的工具之一，应用范围涵盖了物理、化学［１］、生物［２］、地理和金融等领域．目前，分数阶偏微分

方程的理论尚不完善，定性分析仍然非常少，分数阶导数的非局部性质和其独特的弱奇异积分

结构直接造成了此类方程紧凑解析解的缺失和理论求解的困难，这严重制约了实际应用的进

一步拓展．因此，发展稳定和高效的数值方法是当前的迫切需要．
考虑变系数分数阶对流扩散方程

　 　 ∂αｙ（ｘ，ｔ）
∂ｔα

＋ κ（ｘ） ∂ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

－ υ（ｘ） ∂２ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

＝ ｆ（ｘ，ｔ），　 　 ｘ ∈ Λ， ０ ＜ ｔ ≤ Ｔ ． （１）

给定初边值条件如下：
　 　 ｙ（ｘ，０） ＝ ψ（ｘ），　 　 ｘ ∈ Λ， （２）
　 　 ｙ（０，ｔ） ＝ ｇ０（ ｔ）， ｙ（ℓ，ｔ） ＝ ｇ１（ ｔ），　 　 ０ ＜ ｔ ≤ Ｔ， （３）

此处， ０ ＜ α ≤ １，Λ ＝ ［０，ℓ］，κ（ｘ），υ（ｘ） 是关于 ｘ 的非负函数且不同时恒等于零， ∂αｙ（ｘ，
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ｔ） ／ ∂ｔα 是 ｙ（ｘ，ｔ） 关于 ｔ 的 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数，其定义将在后文中叙述．
分数阶对流扩散方程是经典对流扩散方程的扩展，常用于模拟复杂系统中的反常扩散过

程．关于方程组（１） ～ （３），已经有不少的数值工作，对于 κ（ｘ） ＝ ０，υ（ｘ） ≠ ０ 的情形，Ｚｈｕａｎｇ 和

Ｌｉｕ 提出了隐式有限差分方法［３］，Ｊｉａｎｇ 等给出了有限元方法［４］，Ｌｉｎ 等则采用 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式

建立了谱 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法［５］，此外，还有间断有限元法［６］、样条配点法［７］、紧致差分和无网格方

法等［８⁃９］ ．对于 κ（ｘ） ≠０，υ（ｘ） ≠０ 的情形，Ｉｚａｄｋｈａｈ 等讨论了求解变系数分数阶对流扩散方程

的 Ｇｅｇｅｎｂａｕｅｒ 谱方法［１０］，Ｓａａｄａｔｍａｎｄｉ 等将未知函数展开成 Ｓｉｎｃ 函数和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的有

限项和，构造了 Ｓｉｎｃ⁃Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 配点法［１１］，Ｇｈａｎｄｅｈａｒｉ 和 Ｒａｎｊｂａｒ 则将方程转化为等价的优化问

题，提出求解常系数对流扩散方程的一种新方法（ＮＬＰＭ） ［１２］ ．最近几年，以分数阶微积分的算

子矩阵为基础的算子矩阵方法获得了长足的发展，最典型的是 Ｈａａｒ 小波算子矩阵法［１３］，这类

方法将原方程化简成代数方程组进行求解，因而，非常适合于带记忆效应的分数阶偏微分方

程．基于 Ｊａｃｏｂｉ、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 和 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多项式的算子矩阵法参见文献［１４⁃１６］，它们被用于分

数阶对流扩散及扩散波方程的求解，且均具备较高的计算精度．鉴于上述工作，本文基于 Ｃｈｅ⁃
ｂｙｓｈｅｖ ｃａｒｄｉｎａｌ 函数来推导 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶积分的算子矩阵，并运用分数阶微积分的

基本性质构造求解方程组（１） ～ （３）的一种高效算子矩阵法，该方法计算量小，简便易行．最后

给出 ４ 个典型的算例，数值结果及与已知方法的比较展示了其在计算精度上的优势．

１　 预 备 知 识

１．１　 分数阶微积分

一个实函数 ｙ（ｘ） 属于空间 Ｃν［０，∞ ），ν ∈ Ｒ， 如果存在一个大于 ν 的实数 μ 使得 ｙ（ｘ） ＝
ｘμｙ０（ｘ），ｙ０（ｘ） ∈ Ｃ［０，∞ ）， 同样地， ｙ（ｘ） 属于空间 Ｃｍ

ν ［０，∞ ） 当且仅当 ｙ（ｍ）（ｘ） ∈ Ｃν［０，
∞ ），ｍ ∈ Ｚ ＋ ．设 ｙ（ｘ） ∈ Ｃν［０，∞ ），ν ≥－ １， Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶积分的定义是

　 　 Ｊα
ｘ ｙ（ｘ） ＝ １

Γ（α） ∫
ｘ

０

ｙ（ξ）ｄξ
（ｘ － ξ） １－α，　 　 α ＞ ０，

特别地，当 α ＝ ０ 时， Ｊ０
ｘｙ（ｘ） ＝ ｙ（ｘ） ．

设 ｙ（ｘ） ∈ Ｃｍ
－１［０，∞ ）， Ｃａｐｕｔｏ 分数阶导数的定义如下：

　 　 Ｄα
ｘ ｙ（ｘ） ＝ １

Γ（ｍ － α） ∫
ｘ

０

ｙ（ｍ）（ξ）ｄξ
（ｘ － ξ） α－ｍ＋１，

即 Ｄα
ｘ ｙ（ｘ） ＝ Ｊｍ－α

ｘ ｙ（ｍ）（ｘ）， 其中， ｍ － １ ＜ α ＜ ｍ，ｍ ∈ Ｚ ＋， 特别地，当 α ＝ ｍ 时， Ｄｍ
ｘ ｙ（ｘ） ＝

ｙ（ｍ）（ｘ） ．若 α，β ≥ ０， 分数阶积分算子 Ｊμ
ｘ（μ ＝ α，β） 和分数阶导数算子 Ｄα

ｘ 满足一些基本性

质［１７］：

　 　

Ｊα
ｘ Ｊβ

ｘ ｙ（ｘ） ＝ Ｊα＋β
ｘ ｙ（ｘ），

Ｊα
ｘ Ｊβ

ｘ ｙ（ｘ） ＝ Ｊβ
ｘ Ｊα

ｘ ｙ（ｘ），

Ｊα
ｘＤα

ｘ ｙ（ｘ） ＝ ｙ（ｘ） － ∑
ｍ－１

ｋ ＝ ０
Ｄｋ

ｘｙ（０ ＋）
ｘｋ

ｋ！
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４）

１．２　 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｃａｒｄｉｎａｌ 函数

Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｃａｒｄｉｎａｌ 函数是定义在区间［－１，１］上的一类 ｃａｒｄｉｎａｌ 函数，其定义是［１８］

　 　 φ ｋ（ ｚ） ＝
ＴＭ＋１（ ｚ）

ＴＭ＋１，ｚ（ ｚｋ）（ ｚ － ｚｋ）
，　 　 ｋ ＝ １，２，…，Ｍ ＋ １，
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其中 ＴＭ＋１（ ｚ） 为［－１，１］上Ｍ ＋ １ 次第一类 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ 多项式， ＴＭ＋１（ ｚ） ＝ ｃｏｓ［（Ｍ ＋ １）ａｒｃｃｏｓ ｚ］，
ＴＭ＋１，ｚ（ ｚ） 为 ＴＭ＋１（ ｚ） 关于变量 ｚ 的一阶导数， ｚｋ 是 ＴＭ＋１（ ｚ） 的零点，即

　 　 ｚｋ ＝ ｃｏｓ （２ｋ － １）π
２Ｍ ＋ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｋ ＝ １，２，…，Ｍ ＋ １．

它们满足 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 性质 φ ｋ（ ｚｌ） ＝ δ ｌｋ，且关于权函数 １ ／ １ － ｘ２ 在区间［－１，１］上两两正交，即

　 　 ∫１
－１

φ ｋ（ｘ）φ ｌ（ｘ）

１ － ｘ２
ｄｘ ＝

π ／ （Ｍ ＋ １）， ｌ ＝ ｋ，
０， ｌ ≠ ｋ ．{

对函数对做变换 ｘ ＝ ℓｚ ／ ２ ＋ ℓ ／ ２， 那么定义在 Λ 上的函数 ｙ（ｘ） 可近似成截断的线性组合

　 　 ｙ（ｘ） ≅ ∑
Ｍ＋１

ｋ ＝ １
ｙ（ｘｋ）φ ｋ（ｘ）， （５）

ｘｋ 是 ｚｋ（ｋ ＝ １，２，…，Ｍ ＋ １） 的移位零点；若定义域是 ［０，Ｔ］， 将变换更换为 ｘ ＝ Ｔｚ ／ ２ ＋ Ｔ ／ ２．

２　 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶积分的算子矩阵

设基向量

　 　 Φ（ｘ） ＝ ［φ１（ｘ），φ２（ｘ），…，φＭ＋１（ｘ）］，
若有 （Ｍ ＋ １） × （Ｍ ＋ １） 维矩阵 Ｐα

Ｍ＋１ 使得

　 　 Ｊα
ｘΦＴ（ｘ） ＝ １

Γ（α） ∫
ｘ

０

ΦＴ（ξ）ｄξ
（ｘ － ξ） １－α ≅ Ｐα

Ｍ＋１ΦＴ（ｘ）， （６）

则称该矩阵为 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 分数阶积分的 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｃａｒｄｉｎａｌ 算子矩阵．由于

　 　 Ｊα
ｘ φ ｋ（ｘ） ＝ １

Γ（α） ∫
ｘ

０

φ ｋ（ξ）ｄξ
（ｘ － ξ） １－α，　 　 ｋ ＝ １，２，…，Ｍ ＋ １，

对 Ｊα
ｘ φ ｋ（ｘ） 按照式（５）进行展开，有表达式

　 　 Ｊα
ｘ φ ｋ（ｘ） ≅ ∑

Ｍ＋１

ｌ ＝ １
ｐｋｌφ ｌ（ｘ），　 　 ｋ ＝ １，２，…，Ｍ ＋ １， （７）

将上式整理成矩阵乘积形式，可知满足式（６）的算子矩阵 Ｐα
Ｍ＋１ 的结构如下：

　 　 Ｐα
Ｍ＋１ ＝

ｐ１１ ｐ１２ … ｐ１，Ｍ＋１

ｐ２１ ｐ２２ … ｐ２，Ｍ＋１

︙ ︙ ⋱ ︙
ｐＭ＋１，１ ｐＭ＋１，２ … ｐＭ＋１，Ｍ＋１

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

．

下面介绍如何计算加权系数 ｐｋｌ ．
首先，借助移位零点，基函数可以改写成

　 　 φ ｋ（ｘ） ＝ １
ＴＭ＋１，ｘ（ｘｋ）（ｘ － ｘｋ）

ＴＭ＋１
２
ℓ

ｘ － １æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２２Ｍ＋１

ℓＭ＋１ＴＭ＋１，ｘ（ｘｋ）
∏
Ｍ＋１

ｊ ＝ １， ｊ≠ｋ
（ｘ － ｘ ｊ），

这是由于 ２ －ＭＴＭ＋１（ ｚ） ＝ （ ｚ － ｚ１）（ ｚ － ｚ２）…（ ｚ － ｚＭ＋１） ．然后，根据式（５）和（７），可知 ｐｋｌ 实际上为

Ｊα
ｘ φ ｋ（ｘ） 在 ＴＭ＋１（ ｚ） 的第 ｌ 个移位零点 ｘｌ 处的值，于是有

　 　 ｐｋｌ ＝
１

Γ（α）∫
ｘｌ

０

φ ｋ（ξ）ｄξ
（ｘｌ － ξ） １－α

＝

　 　 　 　 ２２Ｍ＋１

ℓＭ＋１ＴＭ＋１，ｘ（ｘｋ）Γ（α）
∫ｘｌ

０

１
（ｘｌ － ξ） １－α ∏

Ｍ＋１

ｊ ＝ １， ｊ≠ｋ
（ξ － ｘ ｊ）ｄξ ． （８）

６０１ 变系数分数阶对流扩散方程的一种算子矩阵方法



注意到式（８）含弱奇异积分，直接计算过于复杂，对积分作变换 ξ ＝ ｘｌ － ０．５ｘｌ（１ ＋ ζ） ［１９］， 有

　 　 ｐｋｌ ＝
２２Ｍ＋１－αｘα

ｌ

ℓＭ＋１ＴＭ＋１，ｘ（ｘｋ）Γ（α）
∫１

－１

１
（１ ＋ ζ） １－α ∏

Ｍ＋１

ｊ ＝ １， ｊ≠ｋ
ｘｌ －

ｘｌ（１ ＋ ζ）
２

－ ｘ ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄζ ． （９）

通过观察，上述的弱奇异积分是下列形式的特殊积分：

　 　 ∫１
－１
（１ － ζ） λ（１ ＋ ζ） μ ｆ（ζ）ｄζ，　 　 λ ＝ ０， μ ＝ α － １．

因此，它的值可以通过 Ｇａｕｓｓ⁃Ｊａｃｏｂｉ 积分公式来计算［２０⁃２１］ ．本文采用文献［２０］中的算法求积分

节点和系数，并设为 {ω ｉ } Ｑ
ｉ ＝ １， { Ａｉ } Ｑ

ｉ ＝ １，Ｑ ∈ Ｚ ＋ ．那么，根据式（９）， 可推得 ｐｋｌ 的近似公式

　 　 ｐｋｌ ≅
２２Ｍ＋１－αｘα

ｌ

ℓＭ＋１ＴＭ＋１，ｘ（ｘｋ）Γ（α）
∑
Ｑ

ｉ ＝ １
Ａｉ ∏

Ｍ＋１

ｊ ＝ １， ｊ≠ｋ
ｘｌ －

ｘｌ（１ ＋ ω ｉ）
２

－ ｘ ｊ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

计算每个 ｐｋｌ， 即得算子矩阵 Ｐα
Ｍ＋１， 若区间为 ［０，Ｔ］， 只需将式（９）中的 ℓ 替换成 Ｔ 即可．

３　 变系数分数阶对流扩散方程的算子矩阵方法

利用上节所得的算子矩阵，构造求解方程组（１） ～ （３）的一种新的算子矩阵法．在式（１）两
端同时作用积分算子 Ｊα

ｔ ， 应用性质（４）和初始条件（２），可得与之等价的方程

　 　 ｙ（ｘ，ｔ） － ψ（ｘ） ＋ κ（ｘ）Ｊα
ｔ
∂ｙ（ｘ，ｔ）

∂ｘ
－ υ（ｘ）Ｊα

ｔ
∂２ｙ（ｘ，ｔ）

∂ｘ２
＝ Ｊα

ｔ ｆ（ｘ，ｔ） ． （１０）

此外，如果在式（１）两端作用的是导数算子 Ｄ１－α
ｔ ， 则有另一种等价形式，即

　 　 ∂ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＋ κ（ｘ）Ｄ１－α
ｔ

∂ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

－ υ（ｘ）Ｄ１－α
ｔ

∂２ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２

＝ Ｄ１－α
ｔ ｆ（ｘ，ｔ） ．

本文方法的构造基于等价方程（１０），将二阶导数展开为

　 　 ∂２ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２ ≅ ∑

Ｍ＋１

ｋ ＝ １
∑
Ｎ＋１

ｌ ＝ １
ｃｋｌφ ｋ（ｘ）φ ｌ（ ｔ）， （１１）

对式（１１）关于 ｘ 积分两次，由边界条件（３）得

　 　 ｙ（ｘ，ｔ） ≅ ｇ０（ ｔ） ＋ ｘ ∂ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ ｘ ＝ ０

＋ ∑
Ｍ＋１

ｋ ＝ １
∑
Ｎ＋１

ｌ ＝ １
ｃｋｌφ ｌ（ ｔ） ∫ｘ

０
∫ｗ

０
φ ｋ（ ｓ）ｄｓｄｗ ． （１２）

再取 ｘ ＝ ℓ， 由式（１２）可以推出

　 　 ∂ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ ｘ ＝ ０

≅
ｇ１（ ｔ） － ｇ０（ ｔ）

ℓ
－ １

ℓ∑
Ｍ＋１

ｋ ＝ １
∑
Ｎ＋１

ｌ ＝ １
ｃｋｌφ ｌ（ ｔ） ∫ℓ

０
∫ｗ

０
φ ｋ（ ｓ）ｄｓｄｗ，

记作 Ｈ（ ｔ）， 并代入式（１２），得 ｙ（ｘ，ｔ） 的表达式：

　 　 ｙ（ｘ，ｔ） ≅ ｇ０（ ｔ） ＋ ｘＨ（ ｔ） ＋ ∑
Ｍ＋１

ｋ ＝ １
∑
Ｎ＋１

ｌ ＝ １
ｃｋｌφ ｌ（ ｔ） ∫ｘ

０
∫ｗ

０
φ ｋ（ ｓ）ｄｓｄｗ ＝

　 　 　 　 １ － ｘ
ℓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ０（ ｔ） ＋ ｘ

ℓ
ｇ１（ ｔ） ＋ ∑

Ｍ＋１

ｋ ＝ １
∑
Ｎ＋１

ｌ ＝ １
ｃｋｌφ ｌ（ ｔ） ∫ｘ

０
∫ｗ

０
φ ｋ（ ｓ）ｄｓｄｗ －

　 　 　 　 ｘ
ℓ∑

Ｍ＋１

ｋ ＝ １
∑
Ｎ＋１

ｌ ＝ １
ｃｋｌφ ｌ（ ｔ） ∫ℓ

０
∫ｗ

０
φ ｋ（ ｓ）ｄｓｄｗ ． （１３）

然后，对式（１３）关于 ｘ 求导，导出 ｙ（ｘ，ｔ） 关于 ｘ 的一阶导数，即

　 　 ∂ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

≅ Ｈ（ ｔ） ＋ ∑
Ｍ＋１

ｋ ＝ １
∑
Ｎ＋１

ｌ ＝ １
ｃｋｌφ ｌ（ ｔ） ∫ｘ

０
φ ｋ（ ｓ）ｄｓ ＝
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ｇ１（ ｔ） － ｇ０（ ｔ）

ℓ
＋ ∑

Ｍ＋１

ｋ ＝ １
∑
Ｎ＋１

ｌ ＝ １
ｃｋｌφ ｌ（ ｔ） ∫ｘ

０
φ ｋ（ ｓ）ｄｓ －

　 　 　 　 １
ℓ∑

Ｍ＋１

ｋ ＝ １
∑
Ｎ＋１

ｌ ＝ １
ｃｋｌφ ｌ（ ｔ） ∫ℓ

０
∫ｗ

０
φ ｋ（ ｓ）ｄｓｄｗ ． （１４）

记􀱋为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 乘积， Φ（ ｔ），Φ（ｘ） 是时间和空间方向的基向量， ψ，ｇ０，ｇ１ 分别是由函

数 ψ（ｘ），ｇ０（ ｔ），ｇ１（ ｔ） 在 ＴＭ＋１（ ｚ），ＴＮ＋１（ ｚ） 的移位零点上的值构成的列向量，以及系数向量

　 　 Ｃ ＝ ［ｃ１１，ｃ１２，…，ｃ１，Ｎ＋１，ｃ２１，ｃ２２，…，ｃ２，Ｎ＋１，ｃ３１，…，ｃＭ＋１，Ｎ＋１］ Ｔ，
　 　 Ｆ ＝ ［ ｆ（ｘ１，ｔ１）， ｆ（ｘ１，ｔ２），…， ｆ（ｘ１，ｔＮ＋１）， ｆ（ｘ２，ｔ１）， ｆ（ｘ２，ｔ２），…，
　 　 　 　 ｆ（ｘ２，ｔＮ＋１），…， ｆ（ｘＭ＋１，ｔＮ＋１）］ Ｔ，

那么，式（１１）、（１３）和（１４）能通过算子矩阵近似地表示成矩阵的乘积形式，即

　 　 ∂２ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ２ ≅ Φ（ｘ） 􀱋 Φ（ ｔ）·Ｃ， （１５）

　 　 ｙ（ｘ，ｔ） ≅ Φ（ｘ）（（Ｐ１
Ｍ＋１） Ｔ） ２ 􀱋 Φ（ ｔ）·Ｃ － ｘ

ℓ
Φ（ℓ）（（Ｐ１

Ｍ＋１） Ｔ） ２ 􀱋 Φ（ ｔ）·Ｃ ＋

　 　 　 　 １ － ｘ
ℓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Φ（ ｔ）ｇ０ ＋ ｘ

ℓ
Φ（ ｔ）ｇ１， （１６）

　 　 ∂ｙ（ｘ，ｔ）
∂ｘ

≅ Φ（ｘ）（Ｐ１
Ｍ＋１） Ｔ 􀱋 Φ（ ｔ）·Ｃ －

　 　 　 　 １
ℓ

Φ（ℓ）（（Ｐ１
Ｍ＋１） Ｔ） ２ 􀱋 Φ（ ｔ）·Ｃ ＋ Φ（ ｔ）

ｇ１ － ｇ０

ℓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１７）

将式（１５）、（１６）和（１７）代入方程（１０），并在时间和空间方向分别选择 ＴＮ＋１（ ｚ），ＴＭ＋１（ ｚ） 的移

位零点 ｔｎ，ｘｋ，ｎ ＝ １，２，…，Ｎ ＋ １，ｋ ＝ １，２，…，Ｍ ＋ １，作为配置节点，运用 Ｊα
ｔ 的算子矩阵 Ｐα

Ｎ＋１，有

　 　 ｅＭ＋１
ｋ （（Ｐ１

Ｍ＋１） Ｔ） ２ 􀱋 ｅＮ＋１
ｎ ·Ｃ －

ｘｋ

ℓ
Φ（ℓ）（（Ｐ１

Ｍ＋１） Ｔ） ２ 􀱋 ｅＮ＋１
ｎ ·Ｃ －

　 　 　 　
κ（ｘｋ）

ℓ
Φ（ℓ）（（Ｐ１

Ｍ＋１） Ｔ） ２ 􀱋 ｅＮ＋１
ｎ （Ｐα

Ｎ＋１） Ｔ·Ｃ ＋

　 　 　 　 κ（ｘｋ）ｅＭ＋１
ｋ （Ｐ１

Ｍ＋１） Ｔ 􀱋 ｅＮ＋１
ｎ （Ｐα

Ｎ＋１） Ｔ·Ｃ －
　 　 　 　 υ（ｘｋ）ｅＭ＋１

ｋ 􀱋 ｅＮ＋１
ｎ （Ｐα

Ｎ＋１） Ｔ·Ｃ ＝ ｅＭ＋１
ｋ 􀱋 ｅＮ＋１

ｎ （Ｐα
Ｎ＋１） Ｔ·Ｆ ＋ Ｇ（ｘｋ，ｔｎ）， （１８）

其中， ｅＮ＋１
ｎ ，ｅＭ＋１

ｋ 分别是秩为 Ｎ ＋ １ 和 Ｍ ＋ １ 的单位矩阵的第 ｎ，ｋ 个行向量，

　 　 Ｇ（ｘｋ，ｔｎ） ＝ κ（ｘｋ）ｅＮ＋１
ｎ （Ｐα

Ｎ＋１） Ｔ ｇ０ － ｇ１

ℓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｅＭ＋１

ｋ ψ － １ －
ｘｋ

ℓ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅＮ＋１

ｎ ｇ０ －
ｘｋ

ℓ
ｅＮ＋１
ｎ ｇ１，

此处， ｎ ＝ １，２，…，Ｎ ＋ １，ｋ ＝ １，２，…，Ｍ ＋ １，且使用了基函数的 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 性质，即Φ（ ｔｎ） ＝ ｅＮ＋１
ｎ

和 Φ（ｘｋ） ＝ ｅＭ＋１
ｋ ．通过式（１８）解出加权系数向量 Ｃ， 再代入式（１６），即得方程组（１） ～ （３）的数

值解．数值格式（１８）囊括了所求问题的各项参数，系数矩阵与具体问题紧密关联．由于它是一

种便捷的矩阵法，考虑到对内存的需求， Ｎ，Ｍ 的取值应综合权衡实际计算和精度要求．

４　 数 值 算 例

本节给出 ４ 个数值算例，前 ３ 个计算区域均设为 ［０，ℓ］ × ［０，Ｔ］ ＝ ［０，１］ × ［０，１］，误差采用

　 　 ｅ２（ ｔ，Ｍ） ＝ ℓ
Ｍ ＋ １∑

Ｍ＋１

ｋ ＝ １
ｙ（ｘｋ，ｔ） － ｙＮ（ｘｋ，ｔ） ２ ，

８０１ 变系数分数阶对流扩散方程的一种算子矩阵方法



　 　 ｅ∞（ ｔ，Ｍ） ＝ ｍａｘ
１≤ｋ≤Ｍ＋１

｜ ｙ（ｘｋ，ｔ） － ｙＮ（ｘｋ，ｔ） ｜

来衡量， ｙ（ｘｋ，ｔ），ｙＮ（ｘｋ，ｔ） 指节点 ｘｋ 上的真实解和数值解，算子矩阵的计算统一选择 ５０ 个积

分节点和系数．本文方法（简称 ＣＣＯＭＭ）与 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 算子矩阵法（ ＬＯＭＭ） ［１６］、紧致差分法

（ＣＦＤＭ） ［８］、ＮＬＰＭ［１２］及立方的三角 Ｂ⁃样条配点法（ＣＴＢＭ） ［７］比较以说明其优越性．
算例 １　 取 κ（ｘ）＝ ０，υ（ｘ）＝ １， ｆ（ｘ，ｔ）＝Γ（２ ＋ α）ｅｘ ｔ － ｅｘ ｔ１＋α 和初边值条件 ψ（ｘ）＝ ０，ｇ０（ ｔ）

＝ ｔ１＋α，ｇ１（ ｔ） ＝ ｅｔ１＋α ．真实解是 ｙ（ｘ，ｔ） ＝ ｅｘ ｔ１＋α ．表 １ 列出了 ＬＯＭＭ、ＣＦＤＭ 和 ＣＣＯＭＭ 在不同的分

数阶幂下 ｔ ＝ １ 时空间配置节点上的最大绝对误差，由该表可以看出，本文方法的计算精度要

优于 ＬＯＭＭ 和 ＣＦＤＭ，即使是在配置节点数较少时，也能获得满意的结果．
算例 ２　 取

　 　 κ（ｘ） ＝ １， υ（ｘ） ＝ １， ｆ（ｘ，ｔ） ＝ ２ｔ２－α

Γ（３ － α）
＋ ２ｘ － ２

和初边值条件 ψ（ｘ） ＝ ｘ２，ｇ０（ ｔ） ＝ ｔ２，ｇ１（ ｔ） ＝ １ ＋ ｔ２， 易验证真实解 ｙ（ｘ，ｔ） ＝ ｘ２ ＋ ｔ２ ．令 α ＝ ０．５，
Ｎ ＝Ｍ ＝ ９．表 ２ 列出了 ＮＬＰＭ 和 ＣＣＯＭＭ 在 ｔ ＝ ０．５和 ｔ ＝ １ 时一些节点上的绝对误差，数据表明：
两种方法计算精度均较高，在相同的参数下 ＣＣＯＭＭ 的计算误差比 ＮＬＰＭ 小，这进一步说明了

本文方法的优越性．
表 １　 不同分数阶幂下 ＬＯＭＭ、ＣＦＤＭ 和 ＣＣＯＭＭ 在 ｔ ＝ １ 时的绝对误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ＬＯＭＭ， ＣＦＤＭ ａｎｄ ＣＣＯＭＭ ｆｏｒ ｔ ＝ １ ｗｉｔｈ ｖａｒｉｏｕｓ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒｓ

α ＬＯＭＭ ＆ Ｎ ＝ Ｍ ＝ １０ ＣＦＤＭ ＆ Ｎ ＝ １６，Ｍ ＝ ６４ ＣＣＯＭＭ ＆ Ｎ ＝ Ｍ ＝ １０

０．１ ６．２８９ ７Ｅ－５ ０．００３ ３ １．４６６ ７Ｅ－６

０．２ ７．５８８ ８Ｅ－５ ０．００４ ５ １．９７１ ６Ｅ－６

０．３ ６．８１７ ２Ｅ－５ ０．００４ ３ １．９３７ ４Ｅ－６

０．４ ５．４１８ ６Ｅ－５ ０．００３ ２ １．６４２ ０Ｅ－６

０．５ ４．０６７ ５Ｅ－５ ０．００１ ５ １．２５６ ４Ｅ－６

０．６ ２．３８９ ０Ｅ－５ ８．１０６ ６Ｅ－４ ８．７７４ ４Ｅ－７

０．７ ４．４２３ ４Ｅ－６ ０．００３ ６ ５．５２８ ８Ｅ－７

０．８ １．００６ ８Ｅ－５ ０．００６ ９ ３．０００ ６Ｅ－７

０．９ ６．０６８ ６Ｅ－６ ０．０１０ ７ １．１８８ ０Ｅ－７

表 ２　 α ＝ ０．５ 和 Ｎ ＝ Ｍ ＝ ９ 时 ＮＬＰＭ 和 ＣＣＯＭＭ 的绝对误差

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ＮＬＰＭ ａｎｄ ＣＣＯＭＭ ｆｏｒ α ＝ ０．５ ａｎｄ Ｎ ＝ Ｍ ＝ ９

ｘ ＮＬＰＭ ＆ ｔ ＝ ０．５ ＮＬＰＭ ＆ ｔ ＝ １ ＣＣＯＭＭ ＆ ｔ ＝ ０．５ ＣＣＯＭＭ ＆ ｔ ＝ １

０．１ ３．７４５ ０Ｅ－４ ３．１６０ ０Ｅ－４ ３．８９４ ７Ｅ－７ ２．７０７ ０Ｅ－６

０．２ ６．５９７ ０Ｅ－４ ５．２９０ ０Ｅ－４ ７．０１０ ６Ｅ－７ ４．５１５ ７Ｅ－６

０．３ ８．５７９ ０Ｅ－４ ６．４１０ ０Ｅ－４ ９．３５９ ８Ｅ－７ ５．６７５ ４Ｅ－６

０．４ ９．８７４ ０Ｅ－４ ６．７８０ ０Ｅ－４ １．０９３ ４Ｅ－６ ６．３５２ ５Ｅ－６

０．５ １．０００ ０Ｅ－３ ６．２７０ ０Ｅ－４ １．１７０ ２Ｅ－６ ６．６４１ ９Ｅ－６

０．６ ８．９３５ ０Ｅ－４ ４．６８０ ０Ｅ－４ １．１６０ ２Ｅ－６ ６．５６８ ８Ｅ－６

０．７ ６．４０５ ０Ｅ－４ ２．０１０ ０Ｅ－４ １．０５４ ０Ｅ－６ ６．０８２ １Ｅ－６

０．８ ２．３０８ ０Ｅ－４ １．９７０ ０Ｅ－４ ８．３８３ ９Ｅ－７ ５．０３６ ５Ｅ－６

０．９ １．８５０ ０Ｅ－４ ４．０００ ０Ｅ－５ ４．９５０ ０Ｅ－７ ３．１５９ ８Ｅ－６

　 　 算例 ３　 考虑分数阶扩散方程， 取 υ（ｘ） ＝ １， ψ（ｘ） ＝ ｘ（１ － ｘ）， 齐次边值条件和源函数，
以及

９０１朱　 　 晓　 　 钢　 　 　 聂　 　 玉　 　 峰



　 　 ｙ（ｘ，ｔ） ＝ ８
π ３∑

∞

ｋ ＝ ０

１
（２ｋ ＋ １） ３ ｓｉｎ［（２ｋ ＋ １）πｘ］Ｅα［ － （２ｋ ＋ １） ２π ２ ｔα］，

这里的 Ｅα［·］ 是指 Ｍｉｔｔａｇ⁃Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数［１７］ ．令 α ＝ ０．７５， 表 ３ 给出了 ｔ ＝ ０．１ 时 ＣＴＢＭ 和 ＣＣＯＭＭ
的计算误差比较，在计算中，ＣＴＢＭ 取 Ｎ ＝ １ ０００ 而 ＣＣＯＭＭ 仅使用 Ｎ ＝ ２００．

表 ３　 α ＝ ０．７５ 和 ｔ ＝ ０．１ 时 ＣＴＢＭ 和 ＣＣＯＭＭ 的计算误差

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ＣＴＢＭ ａｎｄ ＣＣＯＭＭ ｆｏｒ α ＝ ０．７５ ａｎｄ ｔ ＝ ０．１

Ｍ ＣＴＢＭ ＆ ｅ２（０．１，Ｍ） ＣＴＢＭ ＆ ｅ∞（０．１，Ｍ） ＣＣＯＭＭ ＆ ｅ２（０．１，Ｍ） ＣＣＯＭＭ ＆ ｅ∞（０．１，Ｍ）

１０ ３．１０７ ２０Ｅ－４ ４．２７４ ６８Ｅ－４ ３．７０９ ６Ｅ－８ ５．９３８ ０Ｅ－８

２０ ７．０３８ ２５Ｅ－５ １．３７６ ２８Ｅ－４ ３．５８６ １Ｅ－８ ５．０１４ ５Ｅ－８

４０ ２．３４９ ６６Ｅ－５ ６．５５０ １０Ｅ－５ ３．５８６ １Ｅ－８ ５．０６３ ０Ｅ－８

８０ １．１９６ ６７Ｅ－５ ４．７４９ ００Ｅ－５ ３．５８６ １Ｅ－８ ５．０５９ ３Ｅ－８

１００ １．０２０ ５７Ｅ－５ ４．５３２ ９３Ｅ－５ ３．５８６ １Ｅ－８ ５．０５６ ４Ｅ－８

　 　 算例 ４　 考虑变系数分数阶对流扩散方程，给定 Λ ＝ ［０，１］，κ（ｘ） ＝ ｘ，υ（ｘ） ＝ λ ＋ ｘ， 初边

值条件 ψ（ｘ） ＝ ｅｘ，ｇ０（ ｔ） ＝ Ｅα［λｔα］，ｇ１（ ｔ） ＝ ｅＥα［λｔα］， 以及齐次的源函数．由于 Ｄα
ｔ Ｅα［λｔα］ ＝

λＥα［λｔα］， 真实解是 ｙ（ｘ，ｔ） ＝ ｅｘＥα［λｔα］ ．取 λ ＝ ０．５，Ｔ ＝ １，Ｎ ＝ Ｍ ＝ ６０， 表 ４ 给出了 ｔ ＝ ０．５ 时

不同分数阶幂下各节点上的绝对误差；固定 λ ＝ ０．５和Λ ＝ ［０，１］，重新选取 Ｔ分别等于 １０，２０，
３０ 和 ５０，表 ５ 列出了 α ＝ ０．９ 时 ＣＣＯＭＭ 在 ｔ ＝ Ｔ时的计算误差．通过观察易知，本文方法是可靠

的，且适用于长时间历程问题的求解，同时，计算精度也令人满意．
表 ４　 不同分数阶幂下 ＣＣＯＭＭ 在 ｔ ＝ ０．５ 时的绝对误差

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ＣＣＯＭＭ ｆｏｒ ｔ ＝ ０．５ ｗｉｔｈ ｖａｒｉｏｕｓ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒｓ

ｘ α ＝ ０．１ α ＝ ０．４ α ＝ ０．７ α ＝ ０．９

０．１ １．２４８ ０Ｅ－７ ９．６５３ ０Ｅ－８ ５．２３９ １Ｅ－９ ２．０７９ ７Ｅ－１０

０．２ ２．１８０ ８Ｅ－７ １．５１３ ４Ｅ－７ ５．７７３ ９Ｅ－９ １．８４７ ０Ｅ－１０

０．３ ２．８５１ ３Ｅ－７ １．８７２ ５Ｅ－７ ６．０３２ ０Ｅ－９ １．８２５ ６Ｅ－１０

０．４ ３．２８１ ４Ｅ－７ ２．１３０ ７Ｅ－７ ６．５３５ ６Ｅ－９ １．９５２ ３Ｅ－１０

０．５ ３．４７２ ９Ｅ－７ ２．３１１ ４Ｅ－７ ７．３５５ １Ｅ－９ ２．１９７ ６Ｅ－１０

０．６ ３．４１３ １Ｅ－７ ２．３９７ ３Ｅ－７ ８．５０８ ３Ｅ－９ ２．５８９ ３Ｅ－１０

０．７ ３．０７７ ２Ｅ－７ ２．３３５ ３Ｅ－７ ９．９２５ ５Ｅ－９ ３．２０３ ０Ｅ－１０

０．８ ２．４２９ ４Ｅ－７ ２．０３０ ０Ｅ－７ １．１１３ ３Ｅ－８ ４．１３１ ９Ｅ－１０

０．９ １．４２３ ０Ｅ－７ １．３２９ ０Ｅ－７ １．０１６ ９Ｅ－８ ５．０３８ ５Ｅ－１０

表 ５　 α ＝ ０．９ 和 ｔ ＝ Ｔ 时 ＣＣＯＭＭ 的计算误差

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ＣＣＯＭＭ ｆｏｒ α ＝ ０．９ ａｎｄ ｔ ＝ Ｔ

Ｔ Ｎ Ｍ ｅ２（Ｔ，Ｍ） ｅ∞（Ｔ，Ｍ）

１０ １０ １０ １．１７８ ０Ｅ－４ １．６２９ ８Ｅ－４

２０ ２０ １０ ３．３８２ ６Ｅ－５ ４．６８４ ６Ｅ－５

３０ ３０ ２０ １．０４７ ０Ｅ－５ ２．０７８ ０Ｅ－５

５０ ５０ ２０ ７．２９９ ８Ｅ－５ １．４４９ ６Ｅ－４

５　 结　 　 论

本文以 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｃａｒｄｉｎａｌ 函数为基础，推导了分数阶积分的一个有效算子矩阵，并依此

建立了求解变系数分数阶对流扩散方程的一种新的算子矩阵法．给出几个典型的算例，分析了

它和一些现存方法的数值结果，实验数据表明：本文方法是稳定收敛的，与已知方法相比，其能

０１１ 变系数分数阶对流扩散方程的一种算子矩阵方法



在相同的离散参数下获得更为精确的数值解．此外，本文方法可以推广至二维、三维和带时空

分数阶导数的偏微分方程，以及应用领域内其他更复杂的分数阶模型问题．
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２１１ 变系数分数阶对流扩散方程的一种算子矩阵方法
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